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PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES 


ANDOYER  (H.).  —  Cours  d'Astronomie.  Seconde  Partie  :  Astro- 
nomie STELLAiRE.  Paiis,  librairie  scientifique,  A.  Hermann  et  fils,  1909, 
3o4  pages. 

J'ai  eu  l'occasion  de  faire  ailleurs  (')  une  analyse  délaillée  de  la 
première  partie  du  cours  de  M.  Andoyer;  le  Volume  qui  vient  de 
paraître,  et  qui  est  sensiblement  |)lus  considérable  que  le  premier, 
complète  l'important  Ouvrage.  Comme  le  fait  remarquer  l'auteur 
dans  l'Introduction,  il  aurait  été  impossible  d'aborder  dans  un 
cours,  nécessairement  restreint,  toutes  les  questions  pratiques  qui 
relèvent  de  l'Astronomie  ;  aussi  on  a  dû  se  borner  aux  problèmes 
les  plus  importants  en  les  étudiant  à  fond.  Du  reste  on  est  accou- 
tumé à  voir  l'auteur  apporter  tous  ses  soins  et  toute  la  rigueur  pos- 
sible dans  les  sujets  dont  il  s'occupe.  C'est  une  qualité  précieuse, 
surtout  chez  les  professeurs. 

Dans  tous  les  problèmes  de  l'Astronomie  pratique,  il  entre  une 
part  d'observation  et  une  part  de  calcul,  pour  pouvoir  traiter  avec 

(')  Rivista  di  Astrononiia,  1907. 
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succès  ces  problèmes,  il  faut  donc  bien  connaître  les  instruments  et 
les  métliodes  à  employer,  et  il  faut  aussi  savoir  bien  calculer.  Les 
Calculs,  les  Instruments,  les  Observations  forment  ainsi  les  trois 
grandes  divisions  du  Volume.  Les  deux  premiers  Chapitres,  qui 
composent  le  Livre  I,  forment  une  excellente  prépaiation  aux 
calculs  astronomiques,  et  aussi,  on  jieutle  dire,  à  tous  les  calculs 
relatifs  aux  sciences  d'observation.  Le  Chapitre  I  [Principes 
de  calcul;  Interpolation:  Tables)  est  admirable  de  clarté  et  de 
précision.  On  y  trouve,  entre  autres  choses,  des  principes  très 
précis  sur  les  erreurs  numériques.  L'auteur,  à  Texeniple  de  Gauss, 
n'a  pas  dédaigné  de  descendre  à  des  détails  dans  les  calculs. 

La  formule  de  Newton  pour  l'interpolation  y  est  établie  dans  sa 
forme  la  plus  générale  ;  on  démontre  pourquoi,  dans  ces  développe- 
mentsqui  sont  comme  des  séries,  on  ne  s'occupe  pas  pratiquement 
du  ternie  complémentaire.  On  explique  aussi  le  principe  des  qua- 
dratures mécaniques.  Tian^  le  paragraphe  Usage  des  Tables  de 
logarithmes,  l'auteur  entre  dans  les  détails  au  sujet  de  l'erreur 
qu'on  peut  commettre  en  se  servant  de  ces  Tables  par  interpo- 
lation. Un  bon  nombre  d'exemples  bien  choisis,  basés  quelquefois 
sur  les  données  de  V-àConnaissance  des  7'e/??/?^,  viennent  à  l'appui 
des  théories. 

Pour  ce  qui  concerne  la  théorie  des  erreurs,  M.  Andoyer  dé- 
clare qu'il  se  borne  à  l'exposition  de  la  théorie  universellement 
adoptée,  sans  aucune  étude  critique,  mais  ailleurs  (Chap.VI),  il  ne 
manque  pas  de  faire  remarquer  que,  surtout  lorsqu'on  détermine 
les  constantes  fondamentales  de  l'Astronomie,  en  discutant  la  pré- 
cision des  observations  d'après  la  théorie  des  erreurs,  on  ne  doit 
pas  oublier  que  les  conclusions  auxquelles  conduit  cette  théorie 
sont  plus  d'une  fois  illusoires.  Dans  l'exposition  de  cette  théorie 
on  s'appuie  sur  quelques  principes  du  calcul  des  probabilités.  Au 
sujet  de  la  loi  de  Gauss,  on  fait  remarquer  avec  raison  qu'on  ne 
peut  en  aucune  façon  la  regarder  comme  correspondant  à  la  vérité 
rigoureuse;  elle  ne  fournit  qu'une  approximation,  M.  Andoyer 
s  occupe  de  la  résolution  du  jiioblème  de  la  combinaison  des  ob- 
servations d'une  manière  très  générale  et  montre  que,  même  dans 
ce  cas,  l'erreur  suit  la  loi  de  Gauss. 

Quant  à  la  méthode  des  moindres  carrés,  l'auteur  entre  dans  le 
détail  des  principes  théoriques   qui  la  justifient,   en  s'arrêtant  à 


COMPTIÎS    UKNOUS    liT    ANALYSES.  7 

l'expression  de  ce  qu'il  appelle  la  détermination  principale 
d'une  fonction  ^Minéaire  et  liomogène  de  /j  quantités  indépen- 
dantes, dont  on  possède  n  fonctions  linéaires  et  lioniogènes  quel- 
conques,/î  étant  pins  grand  qne/j.  La  détermination  principale 
de  T  est  celle  qui  a  nn  poids  maximum,  et  la  méthode  des  moin- 
dres carré  en  découle.  Sans  doute  M.  Andojer  n'aurait  pas  man- 
qué de  dire  que  la  règle  de  la  moyenne  arithmétique  a  été  démontrée 
d'une  manière  rigoureuse  tout  dernièrement  par  M.  Schiaparelli, 
si  cette  partie  du  cours  n'avait  pas  été  imprimée  lors  de  la  publica- 
tion de  la  démonstration  du  savant  astronome  italien. 

La  méthode  de  calcul  relative  aux  moindres  carrés  est  exposée 
avec  clarté,  et  les  applications  bien  clioisies  n'y  manquent  pas. 

Avant  de  décrire  les  instruments  complets,  M.  Andoyer  s'occupe 
des  instruments  accessoires  :  pendules,  chronomètres,  cercles 
divisés,  niveaux,  lunettes  et  micromètres.  Pour  ces  derniers,  on 
s'est  borné  à  la  forme  ordinaire,  sans  s'occuper  du  micromètre  dit 
impersonnel.  La  détermination  des  erreurs  de  division  dans  les 
cercles  des  grands  instruments  méridiens  est  exposée  minutieuse- 
ment, en  faisant  toutefois  remarquer  que  la  méthode  indiquée  n'a 
rien  d'absolu  et  peut  être  modifiée  et  simplifiée,  comme  l'a  montré 
le  regretté  M.  Lœw3^ 

La  description,  la  théorie  et  l'usage  de  presque  tous  les  instru- 
ments de  l'Astronomie  moderne  sont  exposés  de  main  de  maître. 
Au  sujet  du  théodolite,  M.  Andoyer  fait  remarquer  que  cet  instru- 
ment est  employé  dans  la  grande  majorité  des  cas  pour  des  obser- 
vations relatives,  et  que  souvent  on  s'arrange  de  manière  à  éviter 
la  lecture  des  cercles  (qui  sont  petits),  et  à  observer  des  temps. 
Pour  l'équatorial,  l'auteur  entre  dans  tous  les  détails  de  la  déter- 
mination des  constantes  instrumentales,  des  erreurs  des  vis,  etc.; 
il  explique  les  deux  méthodes  de  mesure  des  différences  d'ascen- 
sion droite,  c'est-à-dire  par  passages  ou  au  moyen  de  vis 
micrométriques  ;  enfin  il  donne  une  idée  des  mesures  d'étoiles 
doubles. 

En  traitant  du  cercle  méridien,  l'auteur  explique  avec  soin  les 
différentes  espèces  de  flexion.  Il  s'occupe  des  mires  et  des  colli- 
mateurs, en  faisant  remarquer  que  l'étoile  fictive  définie  par  un 
collimateur  n'est  pas  invariable  comme  celle  définie  par  la  mire, 
et  ne  peut  être  regardée  comme  fixe  que  pendant  un  temps  assez 
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courl.  On  pourrait  ajouter  que  l'emploi  des  collimateurs  d'ouver- 
ture considérablement  plus  petite  que  celle  de  la  lunette  méridienne 
ne  peut  assurer  l'orientation  exacte  de  celle-ci,  avec  la  précision 
qu'exige  sa  puissance,  malgré  la  coïncidence  des  fils  des  deux 
lunettes  ;  bref,  qu'il  j  a  manque  de  proportion. 

M.  Andojer  rattache  à  la  théorie  du  théodolite  et  de  l'instrument 
méridien  la  méthode  de  Talcott  pour  la  détermination  de  la  lati- 
tude, aujourd'hui  employée  fréquemment,  surtout  pour  l'élude  de 
la  variation  de  la  latitude.  Sans  entrer  dans  tous  les  détails  que 
l'on  peut  trouver  dans  les  instructions  pour  l'emploi  de  la  lunette 
zénithale  publiées  parle  Bureau  cenXxaXàeV  Association  géodésique 
internationale,  l'auteur  ne  manque  pas  de  faire  remarquer  que 
le  succès  de  la  méthode  tient  à  la  perfection  du  niveau  et  du  mi- 
cromètre, «  qui  doivent  être  étudiés  avec  le  plus  grand  soin  ». 

Ce  que  l'auteur  dit  à  la  page  i49?  ^^i  sujet  de  l'instrument  méri- 
dien, pourrait  être  répété  pour  chaque  instrument  et  pour  toute 
méthode  d'observation  ;  voici  le  passage  :  «  Ce  qui  précède  suffit 
pour  faire  comprendre  les  méthodes  qu'on  emploie  pour  étudier 
un  instrument,  et  il  serait  inutile  d'insister  davantage  sur  les  mul- 
tiples précautions  dont  il  faut  s'entourer  dans  des  recherches  aussi 
délicates  pour  éviter  toute  cause  de  perturbation  ».  En  efîet,  le 
cours  d'Astronomie  pratique  dans  les  Facultés  permet  d'apprendre 
à  étudier  les  instruments,  mais  n'est  pas  destiné  à  former  les  jeunes 
astronomes.  Pour  atteindre  ce  dernier  but,  il  n'y  aurait  jamais 
assez  de  livres  et  d'explications,  car  il  faut  se  mettre  en  communi- 
cation directe  avec  le  ciel.  Mais  il  est  nécessaire  (jue  dans  un  cours 
on  mette  en  évidence  les  principes  généraux  qu'on  suit  lorsqu'il 
s'agit  d'étudier  un  instrument. 

Dans  le  Chapitre  V  (Instruments  divers)^  on  étudie  d'abord  le 
sextant,  dont  on  expose  la  théorie  avec  beaucou|)  plus  de  soin  qu'on 
ne  le  fait  ordinairement;  ensuite  on  s'occupe  rapidement  du  cercle 
à  réflexion  et  de  l'héliomètre.  On  n'oublie  pas  l'équatorial  coudé 
et  l'excellent  instrument  portatif  inventé  par  MM.  Claude  et 
Driencourt,  qui  est  appelé  à  rendre  de  grands  services  dans  la 
géodésie  expéditive. 

Le  Chapitre  VI  (Détermination  des  constantes  fondamentales 
de  l'Astronomie)  est  très  intéressant,  quoiqu'on  se  soit  borné  au 
strict  nécessaire.  Dans  une  Introduction  magistrale,  l'auteur,  après 
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avoir  défini  nettement  l'objet  propre  de  l'Astronomie  en  indiquant 
son  problème  général  et  le  problème  inverse,  fait  remarquer  le  rôle 
que  jouent  nécessairement  dans  l'élude  de  l'Astronomie  certaines 
hypothèses  suggérées  par  Texpérience,  et  il  montre  comment  la 
théorie  et  l'observation  entrelacent  leurs  puissants  moyens  pour 
nous  conduire  à  la  connaissance  de  l'univers.  Les  constantes  astro- 
nomiques sont  divisées  en  plusieurs  groupes,  savoir  :  constantes 
physiques  et  mécaniques  ;  parallaxes,  éléments  des  orbites  et 
de  la  rotation  des  corps  célestes,  coordonnée  des  étoiles  fonda- 
mentales, etc.  La  constante  de  la  réfraction  vient  en  premier  lieu 
et  les  méthodes  de  M.  Lœvvy  ne  sont  pas  oubliées.  La  détermina- 
lion  de  la  parallaxe  solaire  est  expliquée  dans  ses  grandes  lignes. 

Vient  ensuite  Y  Astronomie  géographique  et  nauticjue  (Cliap. 
Vil),  qui  occupe  71  pages.  On  y  trouve  une  exposition  claire  et 
rigoureuse  de  presque  toutes  les  méthodes  employées  pour  la 
détermination  des  coordonnées  géographiques.  On  y  voit  que 
l'astronome  qui  s'est  occupé  longuement  de  la  théorie  la  plus 
profonde,  celle  de  la  Lune,  a  pu  se  tenir  au  courant  des  moindres 
détails  des  observations  d'astronomie,  de  géodésie  et  de  naviga- 
tion. Un  Chapitre  comme  celui-ci  ne  peut  se  résumer,  puisqu'il 
est  lui-même  une  espèce  d'encyclopédie. 

Ce  deuxième  Volume  se  clôt  avec  un  Chapitre  complémentaire 
qui  satisfait  à  un  vœu  que  j'avais  exprimé  en  faisant  le  compte 
rendu  du  premier.  En  effet,  l'auteur  n'a  pas  négligé  la  théorie 
des  orbites,  quoiqu'il  se  soit  borné  à  exposer  la  détermination 
de  l'orbite  d'un  astre  de  notre  système  nouvellement  découvert, 
d'après  la  méthode  classique  de  Gauss,  en  y  introduisant  les  nota- 
lions  généralement  adoptées  aujourd'hui. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  peut  prévoir  que  l'Ou- 
vrage de  M.  Andoyer  occupera  une  place  distinguée  parmi  les 
Traités  et  les  cours  destinés  à  l'enseignement  dans  les  Facultés. Ce 
nouveau  cours  vient  confirmer  encore  une  fois  ce  mol  d'un  ancien  : 
«  Il  est  bon  que  les  mêmes  choses  soient  exposées  par  plusieurs 
de  différentes  manières  ». 

Signalons  en  terminant  que  l'exécution  typographicpie  de  l'Ou- 
vrage est  parfaite  à  tous  égards.  Jean  Boccakdi. 


IMUl.MIEUE    PARTIE. 


HENSEL  (K.).  —  TiiEORir  dkh  algebraisciikn  Zaiilex.  Erstcr  Bynd. 
I  vol.  in-8,  M-3  Î9  paj^es.  Leipzig  et  Berlin,  Teubiier,  1908. 

Sans  prélenclie  analyser  complètement  celle  Théorie  des 
nombres  algébriques^  où  M.  Hensel  expose  d'une  façon  claire  et 
svslémalicpie  un  ensemble  de  recherches  orio;inales,  qu'il  a  com- 
mencées il  y  a  près  de  20  ans,  je  voudrais  au  moins  expliquer 
sommairement,  d'après  lui,  ce  que  sont  les  instruments  dont  il  se 
serl,  instruments  qui  jouent,  dans  la  théorie  des  nombres  algé- 
brisles,  Je  même  rôle  que  les  séries  entières  dans  la  théorie  des 
fonctions,  si  bien  que  Ie3  deux  théories  arrivent  parfois  à  se 
ressembler  d'une  façon  vraiment  singulière.  Combien  sont  pré- 
cieux en  général,  pour  le  progrès  de  la  Science,  ces  rapproche- 
ments inattendus,  c'est  ce  qu'on  sait  assez.  Les  simpliiications 
que  les  méthodes  de  M.  Hensel  apportent  dans  la  théorie  de  la 
divisibilité  des  nombres  algébriques,  qui  est  complètement  déve- 
loppée dans  ce  premier  Volume,  sont  fort  remarquables. 

Soient  y>  un  nombre  premier  et  <7,.,  <7,._^, ,  ...,une  suite  illimitée 
de  nombres  entiers,  ou  chiffres,  pris  parmi  les  nombres  o,  i ,  2,  ..., 
p  —  I.  M.  Hensel  considère  des  symboles  de  la  forme 

(I)  arp'-^ar+ip''^^-i-... 

auxquels,  bien  entendu,  il  ne  faut  pas  attacher  l'idée  de  quelque 
valeur  numérique,  puisque  la  série  (i)  est  divergente,  sauf  dans 
le  cas  où  tous  les  chiffres  sont  des  zéros,  à  parlir  d'un  certain 
lang;  ce  qui  définit  un  pareil  symbole,  c'est  Tordre  /•  de  son  pre- 
mier terme  et  la  loi  de  succession  de  ses  chiffres  a,-,  (tr+\i  •  •  •  '»  "^'n 
pareil  symbole  est  ce  que  l'auteur  appelle  un  nombre /j-adique. 
Le  nombre  rationnel 

a,.p''^  Ur+ip''^^  -4- . .  .-i-  o/./)^'        (A"  ^  /•) 

en  est  la  /f'''"<^  valeur  approchée. 

Le  nombre  /;>-adique  considéré  est  qualifié  d^entier  si  son  ordre  /■ 
n'est  pas  négatif,  de  fractionnaire  dans  le  cas  contraire;  un 
nombre   entier  y?-adique    pourra    donc    être    représenté    par   un 
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svnibole  lel  que 

f^o-^  ^hp  -+-  (^(■îp-  -+-... 
qu'on  écrit  aussi 

ao,     ci\  cil.  .  .  ; 

il  esl  qualifié  d'unité  pour  le  domaine  de  p  si  «o  n'est  pas  nul;  un 
entier /J>-adique  d'ordre  positif/'  pourra  s'écrire  d'une  façon  ana- 
logue, les  /'  premiers  chinVes,  v  compris  celui  qui  précède  la 
virgule,  étant  des  zéros;  |)Oiir  les  nombres  fractionnaires  d'ordre 
négatif —  /',  on  placerait  /•  -J-  i  chiffres  avant  la  virgule;  les  entiers 
y?-adiques  n'ont  qu'un  chillre  avant  la  virgule. 
Considérons  maintenant  un  symbole  de  la  forme 

<2)  a,./)'- -4- a;.+  , />'•+! -+-..., 

OÙ  l'on  fait  abstraction,  en  général,  de  la  convergence  ou  de  la 
divergence  de  la  série,  et  où,  encore  une  (bis,  ce  qui  importe, 
c'est  le  nombre  /•  et  la  loi  de  succession  des  coefficients  a^.,  a,.,.,, 
a^_,.o,  ....  On  suppose  essentiellement  que  ces  coefficients  sont 
des  nombres  entiers  mody>,  c'est-à-dire  soit  des  nombres  entiers 
au  sens  ordinaire  du  mol,  soit  des  fractions  irréductibles  dont  le 
dénominateur  n'est  pas  divisible  par  p.  Les  coefficients  peuvent 
d'ailleurs  être  positifs  ou  négatifs. 

Sous  ces  conditions,  il  v  a  un  cJii (J're  a,-  pris  [)armi  les  nombres 
o,  1 ,  2,  ...,/>  —  I  tel  qu'on  puisse  écrire 

a,.=  (Ir—trP, 

Zr  étant  une  fraction  irréductible  |)Ositive  ayant  le  même  dénomi- 
nateur que  "j-r]  imaginons  que,  dans  le  symbole  (2),  on  remplace  le 
premier  coefficient  a,- par  a,-,  et  le  second  coefficient  para,.,.!  +  ^r'i 
ce  second  coelficieiit,  ainsi  modifié,  sera  encore  un  entier  moà p  \ 
on  le  mellra  de  même  sous  la  forme  cir^x  -h  e,-.,.i  p,  on  remplacera 
le  second  coelficient  par  «,_,.,  et  le  troisième  par  rt,.|.o-l- £,_,.2,  etc.; 
ce  procédé,  poursuivi  indéfiniiiient,  conduira  à  une  suite  définie 
de  chiffres  «,.,  «,-^.|,  ...,  c'est-à-dire  à  un  nombre  yo-adique;  on 
regarde  le  symbole  (2)  comme  étant  la  même  chose  que  le  nombre 
/?-adique  qu'on  vient  de  définir;  le  symbole  (2)  est  lui-même 
qualifié  de  nombre  />-adiqiie,  non  réduit.  C'est  là,  d'ailleurs, 
un  cas  particulier  qui  rentre  dans  la  définition  générale  de  l'éga- 
lité des   nombres  /j-adiques,    laquelle    sera  donnée   un  peu  plus 
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loin.  Si  l'on  suppose,  par  exemple, 

/■  =  o,         ao  =  />,         a,  =  «2  =  .  ..  =  /?  — I, 

on  reconnaît  iMinit-diatenienl,  en  appliquant  le  procédé  de  réduc- 
tion expliqué  anlérieurcnicnt,  (ju'on  a  affaire  à  un  nombre 
y?-adique  dont  tous  les  eliillres  sont  nuls  et  qu'il  est  ainsi  natui'^el 
de  regarder  comme  étant  égal  à  zéro. 

On  peut  appli(pier  le  procédé  de  réduction  à  un  nombre 
rationnel  quelconque,  pourvu  qu'il  soit  entier  moâp;  on  n'aura, 
dans  les  calculs  précédemment  décrits,  qu'à  j)rendre  a,,  égal  à  ce 
nombre  rationnel,  et  les  autres  coefficients  égaux  à  zéro;  il  est 
manifeste  qu'on  parviendra  ainsi  à  un  entier />-adique.  Si,  en  par- 
ticulier, le  nombje  rationnel  dont  on  pari  est  un  entier  positif,  le 
mode  de  réduction  revient  à  l'écrire  dans  la  base/?,  mais  en  adop- 
tant l'ordre  inverse  de  l'ordre  habituel.  Les  chiffres  qui  suivraient 
le  dernier  devraient  être  regardés  comme  nuls,  il  est  inutile  de  les 
écrire.  La  série  est  alors  limitée;  si  l'on  part  d'un  nombre  frac- 
tionnaire (entier  modyo),  ou  d'un  nombre  négatif,  on  engendre 
une  série  illimitée,  dont  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  est  périodique. 
Considérons  maintenant  un  nombre  rationnel  qui  ne  soit  pas 
entier  mod/?,  il  sera  de  la  forme /^~'E;  E  étant  un  nombre  entier 
ou  une  fraction  irréductible  dont  ni  le  numérateur  ni  le  dénomi- 
nateur ne  sont  divisibles  par />  ;  le  nombre  E,  traité  comme  on  l'a 
expliqué,  engendre  un  nombre  entier /?-adique  (une  unité  pour  le 
domaine  de/»),  lequel  est  d'ailleurs  périodique;  en  divisant  chaque 
terme  par  p'\  on  voit  que  p~''K  engendre  ainsi  un  nombre 
/?-adique  fractionnaire  commençant  par  un  terme  en  p~''  et 
qui,  d'ailleurs,  est  |)ériodique.  Réciproquement,  tout  nombre 
y>»-ailique  périodique  (simple  ou  mixte)  est  engendré  par  un 
nombre  rationnel  déterminé.  Le  noiubre  /j-adique  ainsi  engendré 
par  un  nombre  rationnel  en  est  dit  le  développement />-adique. 

Deux  nombres /?-adiques,  écrits  sous  la  forme  générale  (  2),  sont 
dits  égaux  dans  le  domaine  de  /?,  quand  leurs  A'"""^^  valeurs 
approchées  sont  congrues  mod/?^'*''  quel  que  soit  A"  :  c'est  ce  qui 
arrivera  manifestement  si  le  second  des  deux  nombres  résulte  du 
premier  par  cette  réduction,  expliquée  plus  haut,  qui  permet  de 
trouver  successivement  les  chiffres  d'un  nombre  /j-adique.  Quant 
à  deux  nombres /?-adiques  réduits  (écrits  avec  les  chilfres  o,  i,..., 
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p  —  i),  ils  ne  peuvent  èlre  égaux,  pour  le  domaine  de  yo,  que  s'ils 
sont  identiques,  chiffre  à  chiffre.  Notons  en  passant  que  deux 
nonil)res  /p-adiques  réduits  sont  dits  congrus  suivant  le  mo- 
dule /?*+'  quant  leurs  A-'^"'«s  valeurs  approchées  sont  identiques. 
Un  nombre  rationnel  doit  èlri'  regardé  comme  égal,  pour  le 
domaine  de  />,  au   nombre  /j-adique   périodique  qu'il   engendre. 

La  j)roposilion  (|ui  suit  feia  saisir  au  lecteur  la  différence  qu'il 
y  a  entre  celte  sorte  d'égalité  et  l'égalité  numérique  ordinaire. 

Revenons  au  symbole  (2)  où  les  coefficients  sont  seulement 
assujettis  à  être  entiers  niod/>.  Ce  peut  être  une  série  convergente, 
et  l'on  peut  le  désigner  alors  sous  le  nom  de  5ê'/-/e /^-adique.  Il  est 
assez  clair  qu'un  nombre  quelconque  A,  rationnel  ou  non,  étant 
donné,  on  peut  trouver  une  infinité  de  séries  y^-adiques  dont  la 
somme  lui  soit  égale;  mais  M.  Hensel  établit  qu'on  peut  trouver 
une  pareille  série  qui,  pour  le  domaine  de  p,  soit  égaie  à  tel 
nombre  jD-adique  qu'on  voudra;  en  |)articuiier,  si  A  est  un  nombre 
rationnel,  il  y  aura  une  série  /j-adique  dont  la  somme  sera  A  et 
qui,  traitée  comme  on  l'a  expliqué  au  début,  engendrera  le 
même  nombre />-adique  A;  celte  série  yo-adique  mérite  le  nom,  que 
lui  donne  M.  Hensel,  de  représentation  p-dià\(\v\e  du  nombre  A. 
Par  exemple,  si  n  est  un  entier  plus  grand  que  /?,  et  si  a  est  un 
nombre  rationnel  entier  niocly>,  la  série /?-adique 

P  [  P 

a  -\-  a h-  a     — 

n  \n 

sera,  au  sens  qu'on  vient  de  dire,  la  représentation  yj-adique  de 

la  fraction 

a 

n 

Quant  à  l'addition,  à  la  soustraction,  à  la  multiplication,  à  la 
division  des  nombres  yt?-adiques,  elles  se  définiront  par  les  règles 
mêmes  qui  servent  pour  effectuer  ces  opérations  sur  les  séries  qui 
procèdent  suivant  les  puissances  entières  d'une  variable.  Les 
calculs  se  font  aisément  quand  les  nombres  />-adiques  sont  écrits 
sous  l'orme  réduite;  on  n'a  qu'à  se  laisser  guider  pav  les  analogies 
avec  la  numération  décimale.  Il  va  de  soi  que  la  division  par  zéro 
est  exclue. 
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Un  nombre /J-adique  A  est  divisible  par  un  nombre /?-adic|ne  B 
quand  le  quotient  est  un  entier  /?-adique.  La  condition  nécessaire 
et  suffisaute  pour  fju'il  en  soit  aiusi  consiste  en  ce  que  l'ordre  de  A 
soit  égal  ou  supérieur  à  l'ordre  de  B.  Un  nombre  entier /?-adique 
est  divisible  par  n'importe    quelle    unité  /?-adique.    Si   A  est   un 

nombre  /?-adique,   l'un  des   deux   nombres   A,    —  est  entier.   Les 

unités  ne  sont  divisibles  que  par  les  unités.  Le  nombre  />-adique 
réduit  o,  rt,rto«3...  est  divisible  par  p\  si  a^  n'est  pas  nul,  il 
n'admettra  pas  d'autre  diviseur  que  y»,  les  unités  yj-adiques  et 
le  produit  de  p  par  une  telle  unité-,  il  est,  d'aillein-s,  égal  au 
j)roduit  de  o,  1=/'  par  l'iinité  «,,  a^Oi....  Si  Ton  convient  de 
ne  pas  distinguer  entre  deux  nombres  yj)-adiques  qui  ne  diffèrent 
que  par  un  facteur  égal  à  une  unité  /?-adique,  on  peut  dire  que/? 
est  le  seul  nombre  autre  que  i,  qui  ne  soit  divisible  que  par  lui- 
même  ou  jjar  l'unité;  de  ce  point  de  vue,  p  est  le  seul  nombre 
premier. 

Par  les  opérations  rationnelles  effectuées  sur  des  nombres 
/?-adiques,  on  engendre  toujours  des  nombres  /p-adiques  ;  l'en- 
semble des  nombres  /j-adiques  constitue  un  corps  K  (/?),  qui 
contient  manifestement  le  corps  K(i)  des  nombres  rationnels. 

Si  l'on  considère  une  équation 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  rationnelle,  à  coefficients 
rationnels,  les  explications  qui  précèdent  donnent  une  signifi- 
cation claire  à  ces  mots  :  «  l'équation  est  vérifiée  quand  on  j  rem- 
place X,  y,  ...  par  les  nombres  yy-adiques  A,  B,  ...  ».  Lorsque 
A,  B,  ...  sont  les  développements  />-adiques  de  nombres  ration- 
nels a,  b,  .. .,  cela  revient  à  dire  que  le  nombre  ordinaire  o(a,  b, ...) 
est  nul. 

On  peut  considérer  des  polvnomes  en  x  à  coefficients  /?-adiq  ues 
et,  spécialement,  à  coefficients  yo-adiques  entiers.  La  tbéorie  de 
ces  polynômes,  pour  ce  qui  concerne  les  opérations  fondamentales, 
la  division  en  particulier,  la  notion  des  racines  (simples  ou 
multiples),  de  plus  grand  commun  diviseur,  l'élimination,  la 
décomposition  en  facteurs  irréductibles,  pour  le  domaine  de  p,  se 
poursuit  assez  facilement    sur  le   même   plan  que   la  théorie    des 
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polynômes  à  coefficients  entiers.  Je  signalerai  deux  propositions 
relatives  à  la  l'éductihilité. 
Soit 

un  polynôme  à  coefficients  />-adiqnes  entiers  dont  l'un  au  moins 
est  une  unité  (n'est  pas  divisible  par  p).  Si  ce  polynôme  est  irré- 
ductible dans  le  corps  K  (/>),  et  si  l'un  des  coefficients  extrêmes 
Ao,  Ax  est  divisible  par  /?,  tous  les  coefficients  intermédiaires  A,, 
Ao,  ...,  A>._i  sont  divisibles  par  p  :  il  résulte  de  là  que  l'un  des 
coefficients  Aq,  A^  est  une  unité,  pour  le  domaine  de  p.  La  même 
conclusion  s'applique  si  le  polynôme  F(x)  est  une  [)uissance  d'un 
poljnome  irréductible. 

Si  dans  un  polvnome  f  {x)  à  coefficients  /^-adiqucs,  on  rem- 
place chaque  coefficient  par  sa  A"'*"'""  valeur  approchée,  on  obtient 
un  polynôme //f(j7),  au  sens  ordinaire  du  mot,  qu'on  peut  dési- 
gner comme  le  A^"'""^  polynôme  approché  de  f{x).  Lorsque  f{x) 
est  à  coefficients  /?-adiques  entiers,  le  poljnome  /"o  {^)  obtenu  en 
ne  gardant  dans  chaque  coefficient  que  le  premier  chiffre  et  dont, 
ainsi,  les  coefficients  sont  pris  parmi  les  nombres  o,  1,2,  ...,/>  —  i 
joue  un  rôle  important;  on  comprend  c|ue  la  réductibilité,  pour  le 
domaine  de  />,  du  polynôme  /?-adiqiie  /  [x)  soit  liée  à  la  réducti- 
bilité, suivant  le  module  p^  du  polynôme  fo(x).  En  fait,  quand 
le  poljnome  fo{x)  est  congru,  modyO,  au  produit  des  poly- 
nômes gQ^x),  ho(x),  premiers  entre  eux  mod/?,  le  polynôme 
p-adique  / (x)  est  le  produit  de  deux  polynômes /?-adiq  ues  g  (x), 
/i(x)  dont  go(x')^  ho{x)  sont  respectivement  les  o"^™"^  po'j~ 
nomes  approchés  :  il  est  à  peine  utile  de  dire  que  dans  ces  poly- 
nômes ^o('2^)5  l^aix)  les  coefficients  sont  supposés  réduits  suivant 
le  module  p,  en  sorte  que  ces  coefficients  sont  encore  pris  parmi 
les  nombres  o,  i ,  . . .  p  —  i .  Par  exemple,  de  ce  que  le  polynôme 
xP~^  —  I  est  congru,  suivant  le  module/?,  au  produit 

{x  —  \){x  —  1) . .  .{x  — p  -^  l), 

il  résulte  que,  pour  le  domaine  de/>,  l'équation 

xi'-  '  —  1  =  0 

a  pour  racines />  —  1  nombres  entiers  /^-adiques  dont  les  premiers 
chiffres  sont  respectivement  o,  1 ,  .  .  .,  />  —  i .  La  théorie  des  équa- 
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lions  binômes,  pour  le  domaine  de  />,  donne  d'ailleurs  lieu  à  des 
développements  intéressants. 

Les  nombres  />-adiqiies  considérés  jusqu'ici  seront  désignés  sous 
le  nom  de  nombres  /?-adiques  i-ationnels.  La  notion  ainsi  acquise, 
pour  prendre  toute  son  importance,  a  besoin  d'être  généralisée. 

Cette  généralisation  suppose  d'abord  une  généralisation,  d'ail- 
leurs facile,  de  la  notion  d'entier  algébrique. 

De  même,  qu'on  désigne  sous  le  nom  à' entier  rationnel  mod/j 
une  fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  n'est  pas  divi- 
sible par  /?,  il  est  naturel  de  désigner  sous  le  nom  d'entier  algé- 
brique mody>  toute  racine  d'un  polynôme  dans  lequel  le  coef- 
ficient de  la  plus  haute  puissance  est  i  et  dont  tous  les  autres 
coefficients  sont  des  entiers  mody?.  Les  racines  des  équations  dont 
le  premier  membre  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers  qui  ne 
peut  pas  être  mis  sous  la  forme  cpi'on  vient  de  dire  sont  dites y/*ac- 
tionnaires  modyo,  La  plupart  des  propriétés  des  entiers  algé- 
bristes  s'étendent  sans  peine  aux  entiers  algébriques  mod/?. 
Ainsi  :  un  nombre  entier  algébrique  mod/;  qui  est  rationnel  est 
un  nombre  entier  rationnel  modyj.  La  sontme,  la  différence,  le 
produit  de  deux  entiers  algébriques  mod/?  sont  des  entiers  algé- 
briques mod/?.  Les  racines  d'une  équation  algébrique  de  degré  \ 
dans  laquelle  le  coefficient  de  x^  est  i  et  dans  laquelle  les  autres 
coefficients  sont  des  entiers  algébriques  mod/?  sont  aussi  des 
entiers  algébriques  mod/j. 

Si  le  tpiolient  j  de  deux  nombres  algébriques  a,  [^  est  un  entier 

algébrique  mod/>,  a  est  dit  algébriquement  divisible  par  [j,  |)Our 
le  domaine  de  p. 

Considérons  maintenant  une  équation 

f{x)  =  o, 

de  degré  X,  à  coefficients  rationnels,  irréductible  dans  le  corps  K  (i) 
des  nombres  rationnels;  soit  a  une  racine  de  cette  équation  et 
considérons  le  corps  R  (a),  ensemble  de  toutes  les  fonctions 
rationnelles    à  coefficients  rationnels  de  la  racine  a.  Un  système 

d'entiers  algébriques  du  corps  K  (a)  sera  désigné  sous  le  nom  de 
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système  fondamental  si  toul  entier  moâp  du  corps  petit,  et  cela 
d'une  seule  façon,  être  mis  sous  la  forme 

où  les  coefficients  ^/,,  u^,  .  .  • ,  iiy,  sont  des  entiers  rationnels  mod/? ; 
une  pareille  expression  ne  |)eut  être  algébricpiement  divisible  par 
une  puissance  de  p  que  si  les  coefficients  u  sont  divisibles  par  p  ; 
d'où  la  notion  de  congruence  pour  deux  telles  expressions, 
suivant  une  puissance  âe  p.  Un  entier  algébrique 

où  les  coefficients  e»,  60,  ...,  ei  sont  pris  parmi  les  nombres 
o,  I,  2,  ...,  p — I,  est  un  nombre  entier  réduit  mod/?  du 
domaine  K.(a).  Il  v  a  p^-  lels  nombres;  tout  entier  algébrique 
mod/>  est  congru,  suivant  le  module  p,  à  un  de  ces  nombres 
réduits;  c'est  maintenant  ces /?^' nombres  qui  vont  jouer  le  rôle  de 
chiffres  que  jouaient  les  nombres  o,  1,2,  ...,/» —  i  pour  les 
nombres /j-adiques  rationnels.  Les  nombres yO-ndiques  algébriques 
du  corps  K(a),  ou  plus  biièvement  les  nombres  du  corps  K(/?,a), 
seront  des  expressions  de  la  forme 

OÙ  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  réduits  mod/>.  Les 
nombres  algébriques  du  domaine  K.(a),  en  emplovanl  un  procédé 
de  réduction  semblable  à  celui  qu'on  a  expliqué  tout  au  long  pour 
les  nombres/j-adiques  rationnels,  donnent  naissance  à  de  pareilles 
expressions  où  les  chiffres  se  reproduisent  périodiquement.  Le 
calcul  des  nombres  /?-adiques  algébriques  est  semblable  au  calcul 
des  nombres  ^-adiques  rationnels.  Un  nombre  du  corps  K(/),  a) 
peut  aussi  bien  être  regardé  comme  une  fond  ion  rationnelle  'f  (a) 
dont  les  coefficients  seraient  des  nombies/?-adiques  rationnels.  A  ce 
point  de  vue,  les  nombres  du  corjis  K(/?,  a)  donnent  lieu  à  une 
théorie  toute  |)areille  à  celle  des  nombres  algébriques  ordinaires, 
pourvu  que  l'équation  dont  a  est  racine,  et  qu'on  a  supposée  irré- 
ductible dans  le  domaine  K(i),  soit  aussi  irréductible  dans  le 
domaine  K(/?).  C'est  ce  que  je  supposerai  dans  la  suite.  Si  a,, 
a2,  . .  .,  a-;  sont  les  diverses  racines  de  l'équation  irréductible  (jue 
Bull,  des  Sciences  niatliëm.,  2'  série,  l.  XXXllI.  (Janvier  1909.)  2 
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vérifie  a,  les  nombres 

fi^i),     ?(a2),     ...,     ?(a).) 

sont  dits  conjugués;  il  est  clair  que  'f  (a)  est  une  racine  de 
l'équation 

Tr  — ?  («])][  J'  —  'f(  «2  )].-.[  JK  — 9  (ax)]  =  o, 

dont  on  reconnaît  inimédialenient  que  les  coefficients,  quand  on 
l'a  développée,  sont  des  nombres  rationnels  yo-adiques.  Le  poly- 
nôme o-adique  en  y  est  irréductible  ou  la  puissance  d'un  polynôme 
irréductible.  Si  ses  coefficients  sont  des  entiers  /?-adiques,  le 
nombre  '-5 (a)  sera  dit  algébriquement  entier. 

Comme  pour  les  nombres  algébriques  ordinaires,  le  nombre 
rationnel  /^-adique 

«f(ai)  ?(a2)-  .  •?(«).) 

sera  dit  la  norme  du  nombre  cp  (a). 

Tout  d'abord,  il  est  assez  aisé  de  montrer,  en  s'appuyant  sur 
une  proposition  qu'on  a  signalée  plus  haut  sur  les  polynômes 
irréductibles  à  coefficients  y?-adiques  entiers,  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'uu  nombre  jS  du  corps  K  (/?,  a) 
soit  algébriquement  entier  consiste  en  ce  que  sa  norme  soit  un 
entier  /?-adic[ue.  Le  nombre  [i  est  une  unité  quand  sa  norme  est 
une  unité  p~ad\que;  son  inverse  est  alors,  comme  lui-même,  un 
nombre  algébriquement  entier.    Si   [il,  y  sont  deux   nombres  du 

corps  K(p,  a),  p  sera  dit  divisible  par  y  si  ^  est  algébriquement 

entier,  c'est-à-dire  si  la  norme  n{^j)  de  ,3  est  divisible  par  la 
norme  n{y)  de  y,  ou  encore  si  l'ordre  du  nombre  rationnel 
/?-adique  /î(^)esl  supérieur  ou  égal  à  l'ordre  du  nombre  rationnel 
/?-adique  n{^').  L'un  des  deux  nombres  |3,  y,  au  moins,  est  divi- 
sible par  l'autre.  La  notion  de  congruence  s'étend  immédiatement 
aux  nombres  'du  corps  K(/J,  a).  Si  deux  nombres  de  ce  corps 
sont  congrus  suivant  une  puissance  de  p,  leurs  normes  sont  con- 
grues suivant  ''.elle  puissance  ou  une  puissance  plus  élevée. 

Dans  le  corps  K(/?,  a)  le  nombre  p  peut  perdre  la  qualité  de 
nombre  premier  qu'il  avait  encore  dans  le  corps  K(/j).  La  norme 
d'un  nombre  algébriquement  entier  du  corps  K(/?,  a)  qui  n'est 
pas  une  unité  est  divisible  par  une  puissance  de  p  ;   soit  ~  un  de 
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ces  nomhres  algébric|iieinent  eniiers,  qui  ne  soit  |)as  une  unilé  et 
pour  lequel  l'ordie  de  la  norme  soit  le  plus  petit  possible;  soit  f 
cet  ordre;  on  démontre  que  y  est  nécessairement  un  diviseur  de  À. 
H  est  d'ailleurs  bien  aisé  de  voir  que?:  et  tout  nombre  obtenu  en  mul- 
tipliant t:  par  une  unité  du  corps  K(/?,  a)  jouissent  de  la  propriété 
qui  caractérise  les  nombres  premiers;  il  n'est  divisible  que  par  lui- 
même  ou  par  l'unité  \  d'ailleurs,  il  n'y  a  pas,  dans  le  corps  K(yO,  a), 
d'autres  nombres  qui  jouissent  de  cette  propriété.  Lorsque  f  est 
égal  à  À,  le  nombre  premier  tî  n'esi  autre  chose  que  le  nombre  /?, 
puisque  la  norme  de/?  est  précisément /j^.  D'une  façon  générale, 
si  l'on  suppose 

p  est  algébri(|uement  divisible  par  rS  et  non  par  une  puissance 
supérieure,  comme  on  le  voit  immédiatement  en  comparant  les 
normes. 

Le  fait  que  le  nombre  p  peut  perdre  ainsi  sa  qualité  de  nombre 
premier  dans  le  corps  K.(/?,  a)  fait  comprendre  comment,  à  la 
forme 

SOUS  laquelle  on  a  mis  les  nombres  de  ce  cor|)s,  il  convient  d'en 
substituer  une  autre  où  le  nombre  premier  t:  remplacera  p.  Je 
rappelle  que,  dans  la  forme  précédente,  chacun  des  chiffres  s'''^ 
£(r+i)  (JqJ(  ^^j.g  ^,jj  des/*''  nombres  du  type 

£iYi-^^2  72-^-...-i-£).YX, 

où  les  coefficients  î,,  îo,  . .  .,  z\  sont  pris  parmi  les  nombres  o,  i, 
2,  ...,/»  —  i.Ces/?^'  nombres  sont  incongrus  suivant  le  module-^, 
mais  non  suivant  le  module  -.  On  démontre  que,  parmi  eux,  il  y 
en  a  7  =/>-^ 

(o)     (I)       ...        {n-\) 
t.         £,  .  .  .  ,  £, 

qui  forment  un  système  complet  de  nombres  incongrus  suivant  le 
module-.  C"est  précisément  ces  n  nombres  (jui  jouent  alors  le  rôle 
de  chiffres,  et  le  même  procédé  de  réduction  qu'on  a  exposé  au  dé- 
but montre  finalement  que  tout  nombre />adi(|ue  du  corps  K(/?,  a) 
et,  en  particulier,  tout  nombre  algébrique  du  corps  K(a)  peuvent 
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êlre  représentés,  et  cela  d'une  façon  unif|ue,  sous  la  forme 

p  =  £'P'  TTP  -I-  e'P+1'  TTP+I  +  .  .  .  , 

OÙ  les  coefficienls  t^'^  sont  des  nombres  déterminés  du  système 

(o)     (I)      ...       (a-i) 
e,       £,       .  .  . ,  £. 

Si  l'on  se  rappelle  cjue  -^  ne  diffère  de  p  que  par  un  fadeur 
égal  à  une  unilé,  le  précédent  développement  et  ceux  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  conjuguées  de  [5  apparaissent  comme  très 
analogues  aux  développements  suivant  les  puissances  fraction- 
naires de  X — a,  qui  conxiennent  pour  un  point  d'embranche- 
ment a  d'une  fonction  algébrique.  Le  nombre  />,  en  conservant 
toujours  les  notations  précédenles  (À=ye),  est  désigné  sous  le 
nom  de  nombre  d^ embranchement  du  e'^'"^  ordre  pour  le 
corps  K  (a).  Si  e  est  égal  à  i ,  /?  est  un  nombre  premier  régulier 
pour  ce  même  corps. 

Je  me  contenterai  d'énoncer  la  proposition  suivante  qui  mon- 
trera la  portée  des  propositions  précédentes  : 

Une  équation  algébrique 

du  degré  n,  dont  les  coefficienls  sont  des  nombres  entiers  ordi- 
naires, admet,  pour  le  domaine  d' un  nombre  premier  quel- 
conque p,  autant  de  racines  cju'il y  a  d^ unités  dans  son  degré; 
ces  racines  se  séparent  en  autant  de  cycles  de  nombres  algé- 
briques p-adiques  conjugués  qu'  il  y  a  de  facteurs  irréductibles 
de  ¥ {x),  pour  le  domaine  de  p. 

En  général,  les  développements  des  nombres />-adiques,  racines 
de  l'équation,  procèdent  suivant  les  puissances  de/?.  C'est  seule- 
ment pour  un  nombre  limité  de  nombres  premiers/?  (les  nombres 
dembrancliement  de  Técpialion),  qu'il  y  a  lieu  de  faire  intervenir 
les  développements  suivant  les  puissances  fractionnaires  de />. 

J.  T. 
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DELEGUE  (L.).  —  Essai  sir   les  riviNciPics  matiiématiqiks.  i  voL  in-8'\ 
i32  pages.  Paris,  Vuibert  et  Nony,  1908. 

On  ne  peut  se  défendie  de  quelque  sympallue  pour  le  jeune  offi- 
cier qui  a  composé  cel  Essai,  dans  ses  heures  de  loisir.  Sa  pensée 
ne  manque  pas  de  vigueur,  il  l'exprime  avec  franchise  el  parfois 
sous  une  forme  1res  heureuse;  on  l'imagine  volontiers,  ;<  dans  le 
calme  des  longues  soiiées  d'hiver  »,  près  de  la  lampe  qui  éclaire  la 
peiite  cellule  où  il  travaille  ;  la  neige  a  fait  la  solitude  autour  du 
fort  où  il  sert.  Voici,  sur  sa  table,  quelques  livres  choisis  et  les 
manuscrits  que  son  père  lui  a  légués,  avec  le  goût  de  la  Science  : 
tout  cela  a  été  lu  et  relu,  annoté,  médité  ;  il  y  revient  encore;  il 
quitte  son  livre  ou  ses  noies  pour  s'abîmer  dans  ses  pensées  et 
s'enivrer  d'abstractions 

Malheureusement,  il  est  difficile  d'aboutir  dans  (-es  sujets  sur 
lesquels  ont  pâli  tant  de  philosophes  et  de  savants,  difficile 
d'éviter  quelques  erreurs  de  détail,  d'apercevoir  toutes  les  fis- 
sures d'un  raisonnement,  de  ne  faire  que  des  énuméralions  com- 
plètes, de  ne  jamais  être  la  diq^e  d'une  phrase  à  la  tournure  sédui- 
sante, de  ne  pas  prendre  pour  l'évidence  quel(|ue  clarté  subjective 
qui  nous  a  ébloui  un  inslant.  Sans  doute  l'auteur  croit  se  com- 
prendre quand  il  écrit  :  «  Deux  grandeurs  sont  égales  lorsqu'elles  ne 
difTèrent  que  par  leur  individualité  distincte  »,  ou  la  distance  de 
deux  points  est  la  «  difierence  d'individualité  de  ces  points  l'une 
par  rapport  à  l'autre  »  ;  sans  doute  ses  cinq  axiomes  relatifs  à  la 
durée,  ou  à  l'étendue,  lui  paiaissent  clairs  ;  mais  je  crains  bien 
que  cette  clarté  ne  se  communique  pas. 

J.  T. 


SAUTREAUX  (C).  —  Essai  sur  les  axiomes  des  Mathématiques  (Éti  de 
CRITIQUE  Élémentaire),  i  vol.  in-8,  78  pages.  Grenoble,  A.  Gratier  et 
J.  Rey,  1909. 

«  Si  cette  dissertation  est  moins  probante  que  je  n'imagine,  elle 
pourra,  du  moins,  entretenir  la  discussion,  éternellement  ouverte, 
sur  les  bases  de  la  science  mathématique.  Son  insuffisance  n'éton- 
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nera  personne,  Tinsuccès  dans  ces  recherches  des  premiers  prin- 
cipes étant  la  règle.  »  Ou  voit  que  rauteiii'  pratique  L'i  modestie  et 
la  recommande  aux  autres. 

Je  n'ai  pas  la  prétention  de  décider  s'il  a  ou  non  échappé 
à  la  règle  ;  mais  je  voudrais  dire,  à  propos  de  son  Essai,  combien 
je  m'émerveille,  et  depuis  longtemps,  de  la  diversité  des  esprits 
et  de  la  clarté  qui  illumine  jjoui'  les  uns  des  notions  qui  restent 
profondément  obscur  pour  d'autres.  L'auteur,  qui  a  t'ait  d'in- 
téressantes recherches  en  Hydrodynamique,  est  un  maître  très 
apprécié  de  tous  ceux  qui  le  connaissent;  il  a  formé  de  nom- 
breux élèves;  ce  n'est  nullement  un  isolé;  il  est  de  ceux  qui 
savent  communiquer  leur  pensée.  Or,  pour  lui,  les  notions  de 
cause,  de  force  ou  d'absence  de  force,  sont  assez  claires  pour 
servir  de  point  de  départ  à  la  Géométrie  :  «  La  ligne  droite  est  la 
trajectoire  dans  l'espace  absolu  d'un  point  inerte  sur  lequel  aucune 
force  n'agit  plus.  »  C'est  de  cette  définition  et  d'un  «  principe 
d'inertie  généralisé  »  qu'il  veut  déduire  la  Géométrie  euclidienne. 

La  seconde  partie  de  son  Essai  «  a  pour  but  de  montrer  que  les 
principes  de  la  Dynamique  et  ceux  de  la  Statique  ne  sont  qu'un 
accord  de  la  pensée  avec  elle-même  et  n'ont  rien  d'empirique  ». 

J.  T. 


BYERLY.  —  An  elementar  Treatise  on  Fourier's  séries  and  spherical, 

CYLINDRICAL    ANI)  ELLIPSOmAL    HAHMOMCS,    WITH    APPLICATIONS    TO   PROBLEMS 

IN  MATHEMATiCAL  Physics.  I  vol.  iii-S"  de  287  pages.  London,  Ginn  and  Gy. 

Des  Livres  récents  sur  les  séries  de  Fourier  et  les  fonctions  sphé- 
riques  ou  cylindriques  renvoient  les  lecteurs  au  Traité  plus  ancien 
de  Byerly  sur  ces  sujets.  Celui-ci,  voulant  rester  d'un  accès  facile, 
ne  contient  pas,  sur  les  séries  de  Fourier,  les  déveloj)pements 
rigoureux  qui  sont  maintenant  entrés  dans  l'enseignement.  Mais 
un  très  grand  nombre  d'exemples  em]>runtés  à  la  Physique  mathé- 
matique, un  exposé  facile  à  suivre  et  réunissant,  aux  propriétés 
les  plus  simples  des  fonctions  étudiées,  des  renseignements  très 
précis  et  très  clairs  sur  les  résultats  plus  difficiles  à  établir,  font  de 
ce  Traité  élémentaire  un  très  ulile  instrument  de  travail  et  une 
excellente  Introduction  au  Livre  de  liiemann-Weber  sur  les  équa- 
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lions  aux  dérivées  partielles  de  la  Physique,  à  celui  de  Heine  sur 
les  lonclions  s|)liérif[ues  et  à  d'aulres  plus  récenls. 

1.  Une  Introduction  d'une  Irt-niaine  de  pages  débute  par  une 
revue  des  équations  du  second  ordre  les  plus  importantes  :  équa- 
tions de  la  clialeur,  de  la  propagation  des  ondes  dans  un  milieu 
élastique  en  coordonnées  rectilignes,  polaires,  semi-polaires,  en 
coordonnées  curvilignes  oriliogonales  quelconques.  Le  problème 
de  Fourier  sur  la  distribution  permanente  des  températures  dans 
une.  pla(jue  rectangulaire  de  longueur  infinie  et  le  problème  des 
cordes  vibrantes  montrent  comment  on  est  amené  à  étudier  les 
développements  en  séries  trigonométriques.  Le  potentiel  dû  à  un 
anneau  circulaire  de  section  très  petite  conduit  à  l'équation  diffé- 
rentielle des  fonctions  de  Legendre  P,i{x),  puis  à  un  développe- 
ment suivant  les  fonctions  P„(cosO).  Enfin  les  vibiations  d'une 
membrane  circulaire  introduisent  la  fonction  Jo(^)  de  Bessel  et 
donnent  l'occasion  d'étudier  l'équation  différentielle  des  fonctions 
Jj(j:)  et  les  fondions  de  Bessel  de  seconde  espèce. 

2.  J)eux  Chapitres  (38  pages  pour  les  deux)  sont  consacrés  aux 
développements  en  séries  de  Fourier,  à  la  discusî^ion  de  la  conver- 
gence de  ces  séi-les  et  à  l'intégrale  de  Fouriei-. 

Le  lecteur  remarquera,  de  suite,  le  trè.-*  grand  nombre  des 
exemples  traités  en  détail  et  i6  figures  où  sont  rapprochées  la 
courbe  qui  représente  la  fonction  et  les  courbes  qui  corres- 
pondent aux  premiers  termes  de  la  série  trigonométrique. 

Une  place  plus  grande  (65  pages)  est  réservée  aux  problèmes  de 
Physique  résolus  à  l'aide  des  séries  ou  des  intégrales  de  Fourier. 
Les  principaux  de  ces  problèmes  peuvent  être  groupés  ainsi  : 

Potentiel  logarithmique  :  Propagation  de  l'électricité  dans  une 
plaque  infinie  quand  la  valeur  du  |)Olenliel  est  donnée  le  long  d'une 
droite  indéfinie,  de  deux  droites  rectangulaires  ou  de  deux  droites 
parallèles.  —  Elasticité  .•  Mouvement  d'une  corde  élastique  avec 
ou  sans  résistance  du  milieu,  mouvement  d'une  plaque  rectangu- 
laire et  lignes  nodales.  —  Propagation  de  la  chaleur  :  Solide 
indéfini  dont  une  face  plane  est  maintenue  à  une  température 
constante,  à  une  tem|)érature  fonction  du  temps.  Propagation  dans 
une  barre.  Refroidissement  de  la  sphère.  Il  est  bon  de  signaler  des 
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applications  nuinériques  dont  les  plus  intéressantes  sont  emprun- 
tées à  Lord  Kelvin  et  se  rapportent  au  refroidissement  de  la  Terre, 
l'explication  de  l'emploi  des  sources  et  des  fuites  :  explication 
reprise  depuis  avec  plus  de  détails  dans  l'Inlroduclion  à  la  Théorie 
delà  chaleur  de  Carislavv. 

3.  Les  (onctions  sphériques  sont  étudiées  dans  deux  Chapitres 
(-5  pages).  Dans  le  premier  de  ces  Chapitres,  on  considère  d'abord 
le  cas  où  la  fonction  spliérique  exprimée  en  coordonnées  polaires 
;■,  9,  cp  est  indépendante  de  la  lont;iiMde  o\  c'est  le  cas  des  (onctions 
sphériques  zonales. 

Leurs  propriétés  sont  rattachées  à  celles  des  polynômes  de 
Legendre  P„i(a?)  définis  par  l'égalité 


Les  propriétés  de  ces  poljnomes'sont  établies  par  les  méthodes 
les  plus  simples  et  rap[)rochées  de  façon  que  leur  ensemble  s'aper- 
çoit sans  peine,  et  l'on  a  soin  de  donner  les  expressions  développées, 
avec  la  valeur  numérique  des  coe((icienls,  pour  les  sept  premières 
de  ces  fonctions.  Des  figures  donnent  la  forme  des  courbes 

OU 

r=  V.,(x) 
pour 

71  =  1,       2,        ...,       7, 

X  variant  de  o  à  i,  et  des  Tables  numériques  donnent,  avec  quatre 
décimales,  les  valeurs  de  ces  (onctions  pour  des  valenis  de  6  de 
degré  en  degré,  ou  pour  des  valeurs  de  x  de  centième  en  centième 
depuis  o  jusqu'à  i . 

Les  exemples  sont  empruntés  aux  théories  du  potentiel  newlo- 
nien,  de  l'électricité  ou  de  la  chaleur  :  attraction  d'un  anneau 
matériel  circulaire  de  petite  section;  potentiel  dû  à  un  disque 
circulaire  électrisé,  à  des  hémisphères  ou  à  des  sphéroïdes  homo- 
gènes; cas  où  le  potentiel  doit  prendre  des  valeurs  données  sur 
des  sphères  concentriques  données,  avec  une  symétrie  circu- 
laire autour  d'un  diamètre;  problèmes  sur  le  potentiel  (juand  la 
densité  est  donnée,  traités  comme  applications  île  la  formule  de 
Green. 
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Laissant  de  côlé  le  cas  particulier  où  la  fonction  sphériqiie  est 
indépendante  de  cp,  on  aborde  le  cas  général  en  cherchant  pour 
l'équation  de  Jjaplace  une  solution  de  la  forme  R04>,  chacun  des 
facteurs  ne  dépendant  que  de  l'une  des  trois  variables  indépen- 
dantes r,  0,  C2.  Le  développement  d'une  fonction  f{^,  o)  suivant 
les  fonctions  Y„(Q,  cp)  de  La  place  est  expliqué,  en  admettant  la  pos- 
sibilité de  ce  développement,  et  appliqué  à  des  cas  simples  pour  les- 
quels la  vérification  directe  est  facile. 

Des  Tableaux   très  clairs  donnent  tous  les  tertnes  de  ^^ — 

d^j." 

pour  les  valeurs  de  m  et  de  n  qui  ne  dépassent  pas  8  et  les  termes 

de  la  fonction  sphérique,  particulièrement  utile, 

P/„  [cosB  cos62-t-  sin  6  sin6,  cos(cp  —  tpi)] 

pour  «  =  1 ,  2,  3,  4- 

Parmi  les  exemples  traités  en  détail,  je  citerai  les  suivants  : 
Trouver  la  valeur,   en   un   point  extérieur,   du   [)Otentiel   d'une 

sphère  solide  dont  la  densité  en  chaque  point  est  le  produit 

d'une  puissance  de  r  par  une  fonction  de  Laplace. 

Une  sphère  conductrice  reliée  au  sol  par  un  fil  est  sous  Tin- 
fluence  d'un  point  électrisé,  trouver  la  valeur  du  potentiel  dû  à  la 
charge  induite. 

4.  Sur  les  fonctions  de  Bessel,  les  résultats  les  plus  usuels  et  des 
applications  sont  rassemblés  dans  une  vingtaine  de  pages.  Ceci  ne 
peut  être  obtenu  qu'en  renvoyant  le  lecteur  à  d'autres  Traités  ou 
à  des  Mémoires  pour  les  développements  un  peu  longs  comme 
ceux  qui  conduisent  à  la  seconde  solution  de  l'équation  difleren- 
tielle  dans  le  cas  d'un  indice  entier  ou  l'expression  asjm[)tolique 

de  Jni^)- 

Il  n'est  question  aussi  que  de  variables  réelles,  sauf  dans  une 
application  où  interviennent  très  simplement  des  arguments  pure- 
ment uDaginaires. 

Une  Table  donne,  avec  trois  décimales,  les  neuf  premières  racines 
de  3n{x)  pour  /i  =  o,  i ,  2,  3,  4,  a  1  ""e  autre  les  douze  premières 
racines  de  Jo  et  de  J,  avec  quatre  décimales,  enfin  une  autre  les 
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valeurs  d^  Jo(^)  el  de  J|  (x)  pour  des  valeurs  de  x  croissaiU,  de 
dixième  en  dixième,  depuis  o  jusqu'à  i5. 

Comme  applications,  on  éludie  des  problèmes  de  températures 
slationnaires  dans  un  cjlindre,  les  données  étant  symétriques  au- 
tour de  l'axe  du  cjdindre,  le  refroidissement  de  manchons  cylin- 
driques, les  vibrations  d'une  membrane  circulaire. 

5.  L'équation  de  Lapiace  en  coordonnées  curvilignes  est  l'objet 
d'un  Chapitre  d'une  trentaine  de  pages.  On  examine  en  |)arti- 
culier  les  coordonnées  sphéroïdales,  ellipsoïdales,  coniques,  toroï- 
dales,  relatives  aux  cas  où  les  conditions  initiales  sont  données  pour 
un  ellipsoïde  de  révolution, , un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  un 
cône,  un  tore,  et  dans  chacun  de  ces  cas  la  substitution,  aux  coor- 
données primitives,  des  paramètres  thermométriques  de  Lamé.  Le 
cas  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  est  traité  avec  plus  de  délalls, 
rinti'odiiction  de  l'écpiation  difl'érenlielle  de  Lamé  est  expliquée, 
mais  sans  se  servir  des  fonctions  elliptiques  (sauf  pour  l'évalua- 
tion de  quelques  intégrales);  des  Tables  donnent  sous  forme 
algébrique  les  fonctions  de  Lamé  des  degrés  i,  2,  3. 

La  reclierche  d'un  potentiel  dont  les  valeurs  sont  données  sur  la 
surface  d'un  ellipsoïde  est  indiquée,  avec  la  remarque  que  les  cal- 
culs pratiques,  même  si  l'on  se  limite  aux  premiers  termes  des 
développements,  sont  très  pénibles. 

6.  Un  dernier  Chapitre  donne,  sur  les  questions  traitées,  un  som- 
maire historique  avec  renvoi  aux  Mémoires  mentionnés,  et  une  liste 
de  livres  à  consulter. 

L'Appendice  contient  sixTables  :  outre  celles  dontj'ai  déjà  parlé, 
l'une  de  ces  Tables  donne,  pour  a*  croissant  par  centième,  de  oà  i, 
les  valeurs  de  e*",  e~^,  sinh^,  cosha?  et  gdj7  (giidermanien  de  x^. 

E.   Lacour. 


FISCHER  (P.).  —  DÉTERMiNANTEN.  I  voliime  in-8,  i34  pages.  Leipzig, 

Goschen,  1908. 

C'est  le  n"  -402  île  la  Sammlung  Goschen,  une  collection  qui, 
comme  on  voit,  est  déjà  fort  riche  ;  tous  les  Volumes  de  cette  col- 
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leclion  coulent  uniformément  80  pfennig;  la  plupart  ont  un  carac- 
tère scieniifî(|ue  ou  technique;  il  y  en  a  environ  une  trentaine  sur 
les  Mathématiques, 

Naturellement,  avec  le  foiniat  réduit  qu'impose  le  prix  modique 
de  chaque  Volume,  les  auteurs  ne  peuvent  pas  l)eaucoup  s'étendre. 

Dans  le  court  espace  dont  il  disposait,  JNI.  Fischer  a  su  trouver  la 
place  de  quelques  notions  historiques,  d'une  petite  introduction 
sur  les  théorèmes  d'analjse  combinatoire  utiles  à  son  sujet,  des 
propositions  les  plus  fondamentales  de  la  théorie  des  déterminants, 
enfin  de  quelques  applications  importantes.  L'exposition  est  claire 
et  simple. 

J.  T. 


SCHAFHEITLIN    (P.).    —    Die    Thkorie    der   Bessei.schen  Funktionen. 
I  volume,  V-127  pages  in-8.  Leipzig,  Teubner,  1908. 

Cette  théorie  des  fonctions  de  Bessel  est  le  quatrième  Volume 
d'une  nouvelle  collection  (')  que  dirige  M.  Jahnke  et  que  publie 
la  maison  Teubner.  Cette  collection  s'adresse  particulièrement 
aux  ingénieurs  :  elle  comprendra  des  Volumes  d'une  centaine  de 
de  pages  environ;  chaque  Volume  se  rapportera  à  un  sujet  limité 
et  qui  forme  un  tout;  il  permettra  au  lecteur  de  se  mettre  rapide- 
ment et  facilement  au  courant  des  méthodes  et  des  propositions  les 
plus  importantes,  concernant  le  sujet;  pour  mesurer  l'importance, 
on  tiendra  le  plus  grand  compte  des  applications  pratiques  et  l'on 
ne  s'attachera  pas,  avant  tout,  à  l'extrême  rigueur. 

C'est  bien  dans  ce  sens  qu'est  écrit  le  livre  de  M.  Schafheillin 
sur  les  fonctions  de  Bessel,  qui  tiennent  un  rôle  im|)ortant  dans 
un  grand  nombre  de  questions  de  Physique,  de  Mécanique  et 
d'Astronomie.  Ce  livre  rendra  assurément  service  au  public  s|)écial 
pour  lequel  il  a  été  composé;  les  étudiants,  qui  veulent  s'initiera  la 
théorie  de  ces  fonctions,  le  liront  aussi  avec  profit. 

L'auteur  traite  successivement  des  fonctions  de  Bessel  de  pre- 
mière et  de  seconde  espèce,  de  leur  représentation  par  des  séries 


(  '  j  Mathematlsch-physikalische  Sckriften  fur  Ingenieure  und  Studierende, 
lierauseegeben  von  E.  Jalinke. 
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el  des  intégrales  définies,  de  lents  expressions  asjtnplotiqiies  ponr 
de  grandes  valeurs  de  rargunieni,  des  développemenls  en  série  sui- 
vant les  fonctions  de  Bessel,  de  diverses  intégrales  délinies  où 
elles  figurent,  des  expressions  de  J,i(x  -{- y)  et  de  J„(t,jk),  des 
fonctions  Jo  et  Yo  pour  des  valeurs  réelles  ou  |)urement  imaginaires 
de  l'argument,  des  zéros  de  la  fonction  J,,. 

Les   formules   fondamentales  sont  groupées  dans  les  sept   der- 
nières pages;  enfin,  une  planche  montre  Fallure  des  fonctions!,, 

^^  I  ?  Jo>     ^05    ^7»  J  .      1  . 


RUNGE  (C).   —  Analytisciie   Gi<;ometrie   der  Ebene.   i  vol.  in-8, 
198  pages.  Leipzig,  Teubner,  1908. 

Ce  qui  constitue  l'originalité  de  ce  petit  Livre,  c'est  le  souci 
évident  qu'a  eu  l'auteur  de  l'adapter  aux  besoins  d'un  public  de 
techniciens.  Les  lecteurs  ont  appris  adieurs  à  efifectuer  des  con- 
structions graphiques  ;  avec  i\L  Runge,  ils  apprendront  à  calculer 
au  besoin  les  résultats  de  ces  constructions,  et,  sur  les  exem|)les 
mêmes,  ils  verront  comment  il  c(jnvient  de  procéder,  suivant  c|u'on 
se  sert  de  Tables  logarithmiques,  de  Tables  naturelles^  d'une 
règle  à  calcul,  d'une  machine  à  calculer  ;  ils  apprendront  aussi  à 
se  rendre  compte  du  degré  d'approximation  sur  lequel  ils  peuvent 
compter.  Je  dois  signaler  aussi  le  soin  qu'a  pris  l'auteur  de  traiter 
les  questions  qui  pouvaient  être  utiles  en  Mécnnicpie,  ou  de  choisir 
des  applications  dans  cette  science.  L'étude  des  transformations 
linéaires  lui  permet  de  déduire  les  propriétés  des  coniques  de 
celles  du  cercle  par  une  méthode  simple  et  instructive.  Quehpies 
pages  enfin  sur  l'emploi  des  coordonnées  homogènes,  qui  ter- 
minent le  Livre,  n'ont  sans  doute  qu'une  valeur  théorique;  mais 
il  n'est  pas  défendu  à  un  futur  technicien  de  savoir  par  quelques 
exemples  que  la  théorie  est  intéressante,  ni  à  son  maître  de  le  lui 
montrer,  avec  discrétion.  J.  T. 
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THOMAE    (J.)-    —    VoRLKSUNGKN    UBKR    BESTIMMTE     INTEGRALE    UND    DIE 

FouRiERSCHEN  Reihex.  I   vol.  in-8,  VI-182  pages.  Leipzig,  Teubner, 
1908. 

M.  Thomae  commence  par  rappeler  les  notions  et  propositions 
élémentaires  de  la  théorie  des  fonctions  (bornes  snpérienre  et  infé- 
rienre,  continuité,  etc.),  qui  sont  indisj)ensables  à  la  rigueur  de  l'ex- 
position. Après  avoir  introduit  la  nolion  de  fonction  primitive,  il 
déveJoppe  celle  d'intégrale  définie  comme  limite  d'une  somme,  au 
sens  de  Riemann,  et  relie  les  deux  notions  en  insistant  avec  soin 
sur  les  précautions  à  prendre.  Les  méthodes  classiques  d'inté- 
gration, les  théorèmes  de  la  moyenne  fournissent  déjà  d'intéres- 
sants exemples  d'évaluation  d'intégrales  définies.  La  règle  de  la 
différenciation,  sous  le  signe  f ,  est  d'abord  rattachée  à  la  possibi- 
lité d'intervertir  l'ordre  des  dérivations.  Un  exemple  simple,  pour 
lequel  la  règle  conduit  à  un  résultat  inexact,  montre  la  nécessité 
des  précautions.  L'auteur  traite  ensuite  des  intégrales  dont  les 
limites  sont  infinies,  ou  pour  lescpielles  la  quantité  sous  le  signe  J' 
devient  infinie  entre  les  limites  d'intégration.  Tous  ces  sujets 
sont  traités  avec  rigueur  et  avec  discrétion.  L'auteur  se  borne  aux 
cas  simples  et  usuels. 

Un  important  Chapitre  est  ensuite  consacré  aux  séries  de 
Fourier.  Au  début,  M.  Thomae  reprend  avec  raison  l'analyse  de 
Lagrange,  si  naturelle  et  si  élégante,  qui  constitue  une  excellente 
introduction  au  sujet.  Il  développe  ensuite  l'analyse  de  Dirichlet 
et  montre,  sur  un  exemple  dû  à  M.  Schvvarz,  qu'une  fonction 
continue  peut  n'être  pas  développable  en  série  de  Fourier.  Les 
séries  trigonomélriques  lui  donnent  l'occasion  de  citer  l'exemple 
de  la  fonction  sans  dérivée  de  Weierstrass.  L'étude  de  l'équation 
des  cordes  vibrantes  montre  sur  un  exemple  intéressant  l'impor- 
tance des  séries  ti  igonoméli  i([ues  en  Physique  mathématique. 

Les  intégrales  doubles  fournissent  sôu\enl  un  moyen  aisé  pour 
évaluer  certaines  intégrales  simples.  L'intégrale 


/' 


à  laquelle  M.  Thomae  s'attache  pour  en  développer  diverses  gêné- 
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ralisations,  est  un  exemple  classique.  Après  avoir  donné  divers 
exemples  d'évalualioti  d'intégrales  doubles,  l'auteur  s'arrête  sur 
l'intégrale  de  Fourier 


-  f      f  f(l)  cos  [jl(X  —  x)  d\  dix, 


qui  donne  lieu  à  des  applications  et  à  des  remarques  intéressantes. 

Après  avoir  consacré  un  Chapitre  aux  propriétés  les  plus  impor- 
tantes des  intégrales  eulériennes,  il  passe  aux  intégrales  curvilignes 
pour  aboutir  aux  intégrales  de  lotictions  d'une  variable  complexe. 
Le  théorème  fondamental  de  Cauclij  est  établi  par  la  méthode  de 
Riemann.  Quelques  applications  font  ressortir  en  partie  l'impor- 
tance de  ce  théorème. 

Enfin,  M.  Tliomae  termine  en  établissant  une  curieuse  formule, 
due  à  Gauss,  qui  donne,  sous  forme  d'une  intégrale  double,  le 
nombre  d'entrelacements  de  deux  courbes   dans  l'espace. 

J.  T. 


MELANGES 


SUR  LES  ÉQUATIONS  FONDAMENTALES  DE  LA  THÉORIE 
DES  SURFACES; 


Par  M.  BoHUSLAV  HOSTINSKY. 


Soient  II  et  v  les  coordonnées  curvilignes  d'un  point  M  sur  une 
surface    dont    les   lignes   de  courbure    sont    représentées   par  les 

équations 

V  =  consl.,  u  =  const., 

et  soient  R  le  premier  rayon  de  courbure  principal  au  point  M, 
c'est-à-dire  le  rajon  de  courbure  de  la  section  normale  menée  par 
la  tangente  à  la  courbe  v  =  const.  en  M,  R'  l'autre  rayon  de  cour- 
bure principal. 
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Les  trois  équations  fondanienlales  de  la  théorie  des  surfaces 
(équations  de  Gauss  et  de  Codazzi)  prendront  dans  le  sj'stème  (m,  v) 
la  forme  suivante  : 

.    E,  R(R-H) 
^'^  ^"-.Y  R^ ' 

^^)  ^'^=^-G    R ' 

où  E,  G  sont  les  coefficients  dans  la  formule 

(4)  ds''=zEdu^--h  Gdi>\ 

qui  donne  l'élément  linéaire  de  la  surface.  jNous  représenterons  par 

(5)  P  =  ^,  P  =  j^, 

les  courbures  principales;  par  a  et  ^  les  arcs  des  lignes 
i>  =  const.         et         u  —  const. 

qui  se  croisent  en  M. 

Rappelons  encore  les  formules  suivantes  qui  expriment  les 
dérivées  d'une  fonction  ^{u,  v)  prises  par  rapport  aux  arcs  a  et  [3  : 

En  remplaçant  $  par  <I>a  ou  $p,  on  obtient  les  formules  pour  les 
dérivées  secondes  : 

Il  faut  remarcfuer  que  ^^pT^^^ï^pa  (tandis  que  $,^t,=  <ï>^„),  car 
on  ne  peut  pas,  en  général,  clioisii*  a  et  |î  pour  coordonnées 
curvilignes. 

Cela  posé^  nous  allons  montrer  comment  on  petit  transformer 
le  svstème  (i)  des  équations  (2)  et  (3),  de  sorte  que  le  nouveau 
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système  formé  par  les  équations  (1),  (II)  et  (III)  ne  contienne 
que  p  et  p'  et  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  par 
rapport  à  a  et  [3. 

Calculons  les  deux  expressions  suivantes  : 

,,        P3(?a-+-Pâ) 
^  =  Pap-ppa'  ^=         p-p'        ' 

en  nous  servant  des  équations  (5),  (6),  (7),  (i)  et  (2).  On  trouve 

A^.v^  r.(r«r'''+r;,r^) 

R3R'(R'—  R)v/Ëg' 
donc 

p3(Pa^?â) 

Jl  est  clair  qu'on  peut  échanger  a  et  jj,  pourvu  qu'on  échange  en 
même  temps  p  et  p'.  Cela  conduit  à  l'équation 

^">  p?«-Pap=-yzr^ — 

Pour   obtenir  la    troisième    équation  (III),   calculons   les   deux 
expressions 

^  =  Paa- Ppp-PP  ■+-??'       ^  =  — yzri T^—T' 

On   trouve 


R_R>_       F-"      rE.(R-R')       H;-|  g»     |G»(R-R)       R»]. 

2EGR'|  ER         ^  R'J        2EGRL         GH'  rJ' 

p;(^=«-?a)  P?('^P3-pp) 


donc 

("ï)        ?;«-???=  PP''-P'P'  + 


P  —  P  P  —  ? 


Toutes  les  quantités  qui  figurent  dans  le  sysième  (1),  (II),  (Hl) 
ont  une  signification  géométrique  indépendante  du  choix  des  co- 
ordonnées curvilignes.  Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  con- 
siste en  ce  qu'on  a  remplacé  le  système  de  trois  équations  fonda- 
mentales par  un  système  de  trois  équations  intrinsèques. 
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J.-G.  LEATHEiM.  —  The  elementary  theory  of  the  symmetrical  optical 
INSTRUMENTS.  In-8,  vi-74  pages.  Cambridge  University  Press  Warehouse. 
Prfx  :  ?.  sh.  6  d. 

E.-T.  WHITTAKER.  —  The  theorv  of  optical  instruments. 
In-8,  viii-72  pages.  Ibid.  Prix  :  2  sh.  6  d. 

Ces  deux  pelils  Livres,  dont  le  premier  a  "^4  paires,  le  second  ^2, 
appartiennent  à  la  collection  intitulée  Cambridge  Tracts  in  Ma- 
theinatics  and  mat  hématie  al  Pliysics.  Leur  lecture,  qui  ne 
demande  que  quelques  heures,  est  nettement  agréable;  et  chacun 
d'eux  renferme  ce  qu'il  est  essentiel  de  connaître  sur  la  théorie 
des  instruments  d'optique. 

Le  second  de  ces  Ouvrages  a  été  |)ublié  en  iQo^j;  le  premier, 
en  igo8.  En  écrivant  plus  haut  les  titres,  on  a  rétabli  l'ordre  mé- 
thodique. Bien  que  les  deux  Livres  aient  le  même  nombre  de 
pages  et  qu'ils  traitent  les  mêmes  questions,  ils  n'ont  pas  la  même 
allure:  l'exposé  contenu  dans  le  Livre  de  Leathemest  plus  élémen- 
taire ;  celui  de  l'astronome  rojal  d'Irlande,  aussi  sobre  d'ailleurs, 
contient  plus  de  développements  algébriques. 

L  Pour  exprimer  l'effet  de  la  réfraction  sur  un  rayon  lumineux 
qui  rencontre  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux,  Lealhem 
remplace  l'équation  de  cette  surface  par  celle  d'un  paraboloïde. 
Il  profite  ainsi  de  ce  que  la  portion  de  surface  utilisée  est  tou- 
jours très  étroite.  Il  donne  le  mojen  de  passer  du  cas  d'une 
seule  réfraction  à  celui  de  plusieurs  réfractions  successives;  il 
montre  l'existence  des  lignes  focales  d'un  pinceau.  Le  cas  d'un 
instrument  de  révolution  autour  d'une  droite  donne  des  formules 
simples  ;  l'introduction  des  distances  réduites,  définies  comme 
produits  des  longueurs  par  les  indices  des  milieux  où  elles 
se  trouvent,   les   abrège  encore.    L'auteur  exprime  naturellement 

Bull,  des  Sciences  mathéin.,  1"  série,  t.  XXXllI.  (  I^"évrier  uj^-y.)  3 
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les  qiianlilés  relatives  aux  images  en  fonclion  de  celles  qui  con- 
cernenl  les  objets  ;  il  s'introduit,  comme  on  sait,  quatre  constantes 
liées  par  une  relation  ;  l'une  d'elles  est  la  puissance  de  l'instru- 
ment. Les  propriétés  géomélricjues  se  présentent  de  la  manière  la 
plus  simple. 

L'auteur  donne  la  valeur  des  constantes  d'un  instrument  formé 
d'éléments  simples;  le  cas  où  la  puissance  est  zéro,  le  cas  d'une 
surface  plane,  ceux  des  lunettes  ou  télescopes  et  des  combinaisons 
de  deux  inslruments  sont  traités  de  la  fnçon  la  plus  claire.  A 
propos  de  l'existence  d'une  lentille  mince  équivalente  à  un  système 
optique,  M.  Lealhem  expose  les  avantages  des  systèmes  composés, 
diminution  des  aberrations,  accroissement  du  champ;  il  montre 
aussi  que  l'impossibilité  de  placer  l'œil,  en  (elle  ou  telle  posi- 
tion par  rapport  à  la  lentille,  rend  souvent  impossible  l'emploi 
d'une  lentille  simple  équivalente  à  un  système  donné.  Un  para- 
graphe est  consacré  à  l'UnilenlilIe  du  major  Baden-Powell,  qui 
a  l'inconvénient  d'imposer  à  l'œil  une  accommodation  exces- 
sive. 

Le  cas  de  la  réflexion  est  traité  en  un  court  Cliapitie.  Un  autre 
est  consacré  à  l'ouverture  libre  et  à  l'anneau  oculaire. 

Ensuite  vient  l'étude  de  la  dispersion,  du  pouvoir  dispersif,  de 
l'achromatisme,  de  l'achromatisme  partiel.  Il  en  est  fait  application 
à  plusieurs  Icnlilles  minces  plongées  dans  l'air,  en  particulier  à 
deux  lentilles  ;  après  quoi  il  est  traité,  avec  le  détail  nécessaire,  de 
l'achromatisme  des  oculaires  de  télescopes,  de  celui  des  objectifs. 
Des  données  numériques  renseignent  sur  les  verres  d'iéna  ;  il  est 
rapporté  des  exemples  numériques  d'objectifs  achromatiques. 

En  huit  pages  consacrées  aux  aberrations  du  troisième  ordre, 
l'auteur  montre  que  ces  aberrations  dépendent  de  cinq  paramètres 
correspondant  respectivement  à  l'aberration  sphéiique,  à  la  dis- 
torsion, aux  coma,  à  l'astigmatisme,  à  la  courbure  du  champ. 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  corps  de  propositions  d'allure  plus 
mathématique,  relatives  à  la  fonction  caractéristicpie  et  aux  lignes 
focales.  J^es  derniers  paragraphes  se  rapportent  à  la  réfraction 
oblique  et  aux  milieux  hétérogènes. 

IL  Whittaker  emploie  davantage  les  théorèmes  généraux.  Au 
début,   il  établit  le  principe  de  Fermât  d'après  lequel  la  variation 
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de  l'inlégiale  /  'xds  est  nulle.  Il  iniroduit  avec  généralité  la  cor- 
respondance entre  l'espace-objet  et  l'espace-image,  en  fait  appli- 
cation aux  lentilles,  aux  miroirs.  Dans  le  même  Chapitre,  il  traite 
de  l'astigmatisme  et  montre  sur  des  figures  la  forme  des  sections 
d'un  faisceau  qui  a  traversé  obliquement  un  système  optique.  Il  y 
explique  l'existence  des  lignes  focales. 

Dans  un  second  Chapitre  sont  étudiés  les  moyens  de  supprimer 
l'astigmatisme,  soit  par  l'emploi  d'un  diaphragme,  soit  en  pleine 
ouverture.  L'auleur  établit  les  trois  conditions  de  Seidel,  relatives, 
la  première  à  l'aberration  sphérique,  la  deuxième  à  la  suppression 
des  coma,  la  troisième  à  celle  de  l'astigmatisme.  A  propos  de  la 
seconde,  il  drmonlre  l'équation  dite  des  sinus  et  définit  l'aplané- 
tisme.  Il  donne  la  condition  de  Petzval  pour  que  le  champ  soit 
plan  et  celle  qui,  ensuite,  exprime  qu'il  n'y  a  pas  de  distorsion. 
Il  établit  une  condition  donnée  par  John  Merschel  pour  qu'un 
instrument  dépourvu  d'astigmatisme  pour  la  position  centrale  de 
l'objet  le  soit  aussi  pour  une  position  voisine  et  démontre,  d'après 
Klein,  l'impossibililé  d'un  instrument  parfait. 

Passant  à  l'achromatisme,  à  la  suppression  du  spectre  primaire, 
il  se  borne  à  lournir  des  indications   pour  le   spectre  secondaire. 

Le  pouvoir  séparateur  d'un  objectif  vient  ensuite;  l'auteur 
donne  l'expression  du  layon  de  la  tache  centrale  d'une  image 
d'étoile  et  la  règle  de  Dawes.  Le  second  Chapitre  se  termine  par 
l'étude  du  pouvoir  séparateur  des  spectroscopes. 

Le  troisième  et  dernier  Chapitre  contient  des  éludes  sur  l'ob- 
jectif photographique,  la  télépholographie,  l'objectif  à  deux  verres, 
les  loupes  et  les  oculaires,  le  réfracteur  astronomique  visuel,  le 
réflecteur,  les  lunettes  len-estres,  les  jumelles  à  prismes,  les  micro- 
scopes, le  spectroscope  à  prismes. 

L'étude  si  aisée  de  ces  deux  excellents  Livres  peut  suffire  à  la 
plupart  des  lecteurs.  Elle  est,  pour  les  autres,  une  introduction 
encourageante  à  celle  des  importants  Ouvrages  publiés  dans  ces 
dernières  années  par  divers  physiciens  anglais  et  allemands,  no- 
tamment par  les   ingénieurs  de  la   manufacture  d'Iéna. 

B.   B. 
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NIELS  NIELSEN.  —  Lehrbuch  der  unexdlichen  Reihen.  i  vol.  in-8, 
vin-287  pages.  Leipzig,  Teubner,  1909. 

Ces  inléressaules  leçons  sur  les  séries  seront  lues  avec  grand 
profit  par  les  étudiants,  et  plus  d'un  mathématicien,  qui  n'a  pas 
fait  du  sujet  une  étude  spéciale,  s'étonnera,  en  les  parcourant,  du 
nombre  de  propositions  qu'il  ignorait.  C'est  que,  par  la  nature 
même  des  choses,  dans  cette  matière,  les  vérités  sont  partielles, 
isolées;  elles  ne  s'enchaînent  pas  dans  une  de  ces  théories  qui  se 
fixent  solidement  dans  l'esprit,  où  chaque  vérité  nouvellement 
acquise  se  rattache  naturellement  à  ce  qu'on  savait  déjà  et  dont 
les  liens  mêmes  perniettent  d'évoquer  à  volonté  les  diverses  par- 
lies.  Tel  théorème  qu'on  a  lu  en  passant  et  qu'on  n'a  pas  eu 
l'occasion  d'appliquer  est  sorti  de  la  mémoire  ;  on  en  apprécie  la 
valeur  en  le  retrouvant,  avec  ses  conséquences,  dans  un  Livre 
comme  celui  de  M.  JNielsen. 

Ce  Livre  est  d'un  caractère  élémentaire;  l'auteur  a  même  repris 
la  définition  des  nombres  irrationnels,  les  propositions  les  plus 
élémentaires  concernant  les  limites,  les  notions  de  la  théorie  des 
ensembles  et  des  fonctions  dont  il  pouvait  avoir  besoin  ;  en  outre, 
il  a  multiplié  les  exercices,  les  applications  intéressantes  et  faciles 
à  traiter;  enfin,  les  renseignements  bibliographiques,  sans  être 
aussi  développés  que  dans  les  Livres  d'un  caractère  plus  savant 
qu'on  doit  à  i\L  Nielsen,  sont  encore  très  nombreux. 

La  première  Partie  contient  les  définitions  et  propositions  fon- 
damentales concernant  les  suites  infinies,  dont  les  termes  sont  des 
nombres  à  simple  ou  à  double  entrée  ;  elles  sont  classées  en  suites 
convergentes,  divergentes,  oscillantes.  J'en  extrais  la  proposition 
suivanle,  qui  est  due  à  M.  Jensen  : 

Si  la  suite  «, ,  a.y-,  •  •  • ,  a,,.  .  .  .   satisfait  aux  deux  conditions 

(i)  .  lim    Un    =  ^, 

(2)         I  ai     -+-  I  «2—  «1  I  -+-  !  «3—  «2     -!-•  •  •+  :  ««—  ^n-\     <  B     ««  i, 

dont  la  seconde  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  le  nombre  naturel  /^, 
B  étant  un  nond^rc  positif  fixe,  et  si  la  suite  o,,  '^^i  -  •  -i  '^ni  •  .  •  a 
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pour  limite  le  nombre  <ï>,  on  a 

(3)  1-=  lim  r"'y'~^^^^~  ai)cpo  +  ...+  (a„— a„_i)cp„-i1 

Celle  proposilion  peul  élie  regardée  comme  une  généralisation 
du  théorème  bien  connu  de  Cauchv,  en  vertu  duquel  on  a 


lim  (  -^)  =\\m(b„—bn- 


) 


quand  b,i  —  bn_f  a  une  limite  pour  n  infini. 

M.  Pringsheim  a  donné  une  généralisation  du  théorème  de 
Cauchy  pour  les  suites  à  deux  indices;  M.  Nielsen  monlre  que  le 
procédé  employé  par  M.  Jensen  permet  de  généraliser  le  théo- 
rème de  M.  Pringslieim.  Aux  conditions  déjà  imposées  à  la  suite 
«{,  «25  ...,«//,  .  •  .  ajoutons  la  suivante  :  en  désignant  par  A„  la 
quantité  qui  figure  au  premier  membre  de  l'inégalité  (2),  on  peut 
faire  correspondre  à  chaque  nombre  naturel  n  un  nombre  natu- 
rel q  qui  grandisse  indéfiniment  avec  n,  ainsi  que  n  —  r/,  et  tel 
qu'on  ait 

—7 — - —  =  I. 

Désignons  maintenant  par  z>pq  le  terme  général  d'une  suite 
convergente  à  double  entrée  ;  supposons  que  l'ensemble  des 
nombres  |  'j  ]  soit  borné  (  '  ),  et  soit  4>  la  limite  de  la  suite  à  double 
entrée  ;  on  aura 

«I  ^0,«—  ''«2 «l)'fl,«-l-i--  •  •-+-(««+1 ««)«>0.« 

<p  =  hm  — '■ • 

La  seconde  Partie  est  consacrée  aux  séries  à  termes  numériques. 
On  y  trouvera,  naturellement,  développées  comme  il  convient, 
toutes  les  propositions  classiques  concernant  les  règles  de  conver- 


(')  Cette  supposition  n'est  pas,  comme  pour  les  suites  simples,  impliquée  pai- 
l'existence  dune  limite*:  dire  que  «t>  est  la  limite  de  la  suite  à  double  entrée, 
c'est  dire  qu'à  cliaque  nombre  positifs  correspondent  deux  nombres  positifs  P,  Q 
tels  que  les  inégalités  /?  >  P,  q>Q  entraînent  j*— '-p^,  |<e;  or  il  peut  en 
être  ainsi  et  il  peut  se  faire  en  même  temps,  par  exemple,  que,  pour  certaines 
valeurs  de  ç,  ■£      augmente  indéfiniment  avec  p. 


38  PREMIÈRE    PARTIK. 

gence;  je  dois  signaler,  comme  moins  courantes,  les  recherches  de 
M.  Pringsheim  sur  les  critères  de  convergence  des  séries  à  termes 
positifs  ('),  le  Chapitre  sur  la  multiplication  des  séries,  celui  qui 
concerne  les  méthodes  de  transformation,  dues  à  Euler  et  à 
M.  MarkofF,  qui  permettent  d'augmenter  la  convergence  de  cer- 
taines séries. 

Dans  cette  même  Partie,  on  trouve  un  Chapitre  sur  les  produits 
infinis,  un  autre  enfin,  assez  considérable,  sur  le»  séries  à  double 
entrée,  d'après  M.  Prinsgsheim. 

La  troisième  Partie  est  consacrée  aux  séries  et  aux  produits 
infinis  dont  les  termes  sont  des  fonctions.  L'auteur,  après  avoir 
développé  ce  qui  concerne  la  çonvei'gence  uniforme,  traite  succes- 
sivement de  la  fonction  F,  des  séries  trigonométriques,  des  séries 
de  puissances,  des  séries  de  Dirichlet  et  des  séries  de  facultés. 

Pour  les  séries  trigonométriques,  il  établit,  en  supprimant  des 
restrictions  inutiles,  une  proposition  qu'on  doit  à  Malmstèn  : 

Les  deux  séries 

^^a,i  cosnx,        7  a„sin/i:r 

convergent  uniformément  dans  l'intervalle  (a,  211:  —  a),  où  a  est 
un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  le  veut,  si  l'on  a 

lim  Un  —  o 
et  si  la  série 


2* 


rt/i  —  (t/i+i 


est  convergente. 

Outre  diverses  propositions  dues  à  M.  Pringsheim,  sur  la  multi 
plication  des  séries  trigonométriques,  il  donne  la  règle  suivante 


(')  C'est  encore  à  M.    Pringsheiin    qu'est   due  la   proposition  élémentaire    que 
voici  : 

Si    l'on  a,  quel  que  soit  «,  «„4.il:«„>  o  et  lim  a„  =  x,  la   série  dont  le  terme 
général  est 


est  convergente  quand  l'exposant  p  est  positif. 
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Soient 

1  1 

i  1 

les  quatre  pi'oduits  /,/o, /,  o-^, /j  ^i , /a  ^2  peuvent  s'efFecluer 
par  la  règle  de  Caucliy,  si  les  deux  séries  qu'on  multiplie  sont 
convergentes  pour  la  valeur  de  x  considérée  qui,  toutefois,  ne 
doit  pas  être  un  mulliple  de  tt  et  si  les  deux  conditions  suivantes 
sont  vérifiées  : 
1"   On  a 

p  =  n 

lim  2,1  ^pba-p  I  =  f>; 

/.=  1 

2"   L'une  au  moins  des  quatre  séries 

00  00 

1  1 

est  convergente. 

Sur  les  séries  de  puissances,  outre  les  théorèmes  classiques,  on 
trouvera  une  intéressante  généralisation  du  théorème  d'Abel,  due 
à  M.  Frobenius  ;  si  la  série  P(j?)=  N  «„  x"  est  sommable  (au 
sens  de  Cesàro)  pour  x  =  to  et  si  sa  somme  moyenne  est  s,  P  (x) 
s'approche  de  s  quand  le  point  x  se  rapproche  du  point  o)  en 
restant  à  l'intérieur  d'un  angle,  de  sommet  co,  dont  les  côtés  sont 
deux  cordes  du  cercle  de  convergence  qui  partent  de  ce  point. 

Les  propositions  concernant  la  convergence  des  séries  de 
Dirichlet 

des  séries  de  facultés,  de  première  et  de  seconde  espèce, 

il(x)    ^      7       ; ; -y 

^^    X\  X  -^-\).  .  .{X  --  II) 

n  =;  00 

V^         (t  —  \\{  X  —  ■:>,). .  A  T  —  n\ 

B(j-)  =    >    «„ . 

'       ^tU  \  .1. .  .n 

n  =  [ 
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sont  établies  d'une  façon  simple  :  dans  ces  diverses  séries,  les 
coefficients  an  sont  indépendants  de  x\  dans  la  série  D(.r),  les 
coefficients  des  X„  sont  positifs  et  l'on  suppose 

n  =  00 

toutes  ces  séries  convergent  uniformément  à  droite  d'une  paral- 
lèle à  l'axe  des  ordonnées  :  il  faut  toulefois  exclure,  s'il  y  a  lieu, 
pour  la  série  Q.  (x)  les  points  o,  ^ — ■  i ,  —  a,  .  .  . .  J.  T. 


MELANGES 


DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  DE  L  EXISTENCE  DE  L  INTÉGRALE 
DANS  UN  TYPE  HYPERBOLIQUE  PARABOLIQUE  D  ÉQUATIONS  AUX 
DÉRIVÉES  PARTIELLES; 


Par  m.  Filippo  SIBIRANI.  à   Milan. 


Dans  sa  Thèse  Sur  les  suites  infinies  de  fonctions  ('), 
M.  Montel,  au  paragraphe  31,  a  démontré  pour  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre 

f{x,  y,  z)  étant  une  fonction  continue,  dans  un  certain  domaine 
A,  de  l'ensemble  des  variables  x,  y,  z,  l'existence  d'une  intégrale 
continue  qui  se  réduit  pour  j>^  ^=J'o  ^  ^{x)  et  pour  a?  =  ^Tq  à  '}(j'), 
Xq^o  étant  un  point  du  domaine  A  et  o{xo)  =  '^{yo)- 

Dans  cette  petite  Note,  je  veux  montrer  que  la  méthode  despa- 
raboloïdes,    dont   fait  usage    M.    Montel,    peut   s'employer  à  la 

(')  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  1907. 
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démonstration  de  l'exislence  de  l'intégrale  pour  un  lype  hyperbo- 
lique parabolique  d'équations,  dans  lequel  rentre,  comme  cas  par- 
ticulier, l'équation  (i);  plus  précisément  je  démontre  la  proposi- 
tion suivante  : 

Etant  donnée  l'équation  de  V ordre  n 

d"-z  ^[  dz      dz  ài'^'i  z 

(2) =  /     X.  y.  z, 


rJx'"cfy>-"'        ''  \      -^  '        dx     dy  dxi'ôyl 

où  p  ne  surpasse  pas  m  —  \  et  q  ne  surpasse  pas  n  —  m  —  i .  et 
où  f  est  une  fonction  finie  et  continue  dans  un  domaine  A  des 
arguments  qu'elle  contient,  il  existe  toujours  une  fonction 
z  =  z{x,y)  continue  avec  les  dérivées  partielles,  qui  paraissent 
dans  (2),  continues,  laquelle  satisfait  à  l'équation  proposée. 
En  outre,  on  a 

ô'"-'z  ,      ,  ,  ■ 

:  =  oi(r)         (  t  =  1 ,  2,  .  .  . ,  m ) 

0X'"—'-  >''■•//  '      '  '         ' 

pour  X  =  ^07  Gt 

dn-in-i  z 

()yU—/ll-C  .«V       /  V  '       '  '  ^ 

pour  y  =  y^-^  'Sily)  et  ài(x)  étant  les  fonctions  arbitrairement 
préfixées,  pourvu  que  les  dérivées  des  y  jusqu'à  l'ordre 
n — m  —  I  et  les  dérivées  des  <h  jusqu'à  l'ordre  m  —  i  soient 
continues,  comprises  entre  certaines  limites,  et  satisfassent  aux 
conditions 

( k  =  1,2,  ....  m 

^oJKo  étant  un  point  de  A. 

Je  ferai  la  démonstration  sur  un  cas  particulier;  mais  il  est  fa- 
cile de  voir  qu'on  peut  l'étendre  au  type  général  dont  j'ai  |)arlé 
tout  à  l'heure. 

Soit  donc  l'équation 

(3)  -^ ;=/^)JK,-3, —  h 

^    '  dx  ôy^        ./  \     '  -"     ■  f,y  j 

f  étant  une  fonction  finie  et  continue  dans  un  certain   domaine  A 
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des  argiimciUs  qu'elle  conlient.  Je  suppose  que  l;i  solution  à  cher- 
cher pour  la  (3)  doit  s';innuler  sur  les  axes  et  la  —  sur  l'axe  r  ;  à 

celles-ci  on  peut  ramener  les  autres  conditions  aux  limites,  à  l'aide 
de  convenahles  substitutions  des  variables  x^  y,  z. 
Soit  M  le  maximum  de  la  fonction  /"dans  le  domaine 

âz 
o^arla,         o^r£6.         —c^z^c,         -~  d<  ^-  <d. 

Ha  ^y 

T\T      1      ^     I         Mrf/?'-  ,  , 

et  je  suppose  que  m  ab  <  a  et  ^ <  c  —  w,  co  étant  un  nombre 

positif  préfixé  aussi  petit  qu'on  veut. 

Divisons  le  rectangle  construit  sur  les  segments  (o...a)  (o...^) 
en  hk  rectangles  partiels  par  les  droites 

.  (^       a  b 


Envisageons    le    paraholoïde    hyperbolique   à    plans    directeurs 
uOx^  iiOy 

u  =  iiij^  ^T  —  Xi){y—yj)fixiyj  gtj  ucj) 

(  ui+\j  —  iiij  I  H — '■ (  iiij+\  —  Uij  )  ; 


X 


i^x  —  xi  yj^\--fj 


il  passe  |)ar  les  points  (x/j/M/y),  (^/+i  JV«/+iy),   (j^^  rz+i '^/y+,  )  et 
il  satisfait  à  la  condition 


■fi^iyjgij^^ij)- 


dx  oy 


De  ce  paraboloïde  je  ne  considère  que  le  morceau  dont  les  points 
se  projettent  à  l'intérieur  du  rectangle  de  sommets  (^iyj), 
{-^i+iyj)-!  {xij^iyjj^x)^  (^iJKy-i-i).  Dans  chacun  des  hk  rectangles, 
je  peux  définir  de  semblables  morceaux  de  paraboloïde  lorsque 
je  fais  les  conventions  qui  suivent.  Avec  Uij  ]Q  dénoie  l'ordonnée  u 
dans  le  point  ic/yy  au  paraboloïde  défini  dans  le  rectangle  qui  a  le 
point  xiyj  pour  sommet  supérieur  droit;  avec  ^,y  j'indique  la  va- 
leur en  [xiyj)  de  la  fonction  g{x,  y)  définie,  dans  le  rectangle  de 


4) 
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sommets  {xiyj^i),  (^ij-j),  (xi_^^,  yj^,),  {xi^^Vj),  par 


/  -: 


r  —  0 

.7"  —  .r,  I  ~| 

-^ —  (Mi-i-U—  U,r)iyr+l—  rr)  -^  -  (  Jr+l— JK,-j  ("//•^l—  "/>) 

Xi+ 1 Xi  2  J 

-^  «0-1  (y  —yj-i )  +  2  (^  —  ^')  Cj^"  — Jy-i )-y(^/  j/-i  ^'V-i  "o-i ^ 
J^ V  ^  "'+'^-'  —  "'V-i  )  -^  :,  ^i^ — '— (  «'V  —  "'7- 1  )  ; 

enfin,  pour  définir  les  morceaux  de  paral)oloïdes  relatifs  aux  deux 
rangées  de  rectangles  qui  ont  un  côté  sur  les  axes,  je  pose 

Uio  —  uoj  —  o        et        ffio  =  goj  =  o. 

L'ensemble  des  hk  morceaux  des  paraboloïdes  considérés  forme 
une  surface  ^  qui  est  la  représentation  géométrique  d'une  fonc- 
tion •j[^A](>2^5  ^}')  (')  définie  dans  le  rectangle  construit  sur  les  seg- 
ments (o...a)(o...b).  Et  dans  le  même  rectangle  se  trouve  définie 
ime  fonction  yi^A]  (^,  J')  par  la  (4)  étendue  à  tous  les  rectangles 
partiels. 

On  voit  immédiatement  que 


Y[A/.i  (-^^  y)=   i    ''>{hn]{x,  y)  dy. 


Ily  a  une  infinité  de  fonctions  U|^A](x,  jk),  lorsqu'on  augmente 
indéfiniment  le  nombre  des  rectangles  partiels,  qui  forme  une  fa- 
mille de  fonctions  également  continues,  comme  je  le  démontrerai. 

Chaque  section  de  ^     avec  un  plan   parallèle   à  uOx  par  un 

point  de  l'axe  )'  compris  entre  o  et  j^i  est  une  ligne  polygonale  dont 
les  côtés  ont  des  coefficients  angulaires  inférieurs,  en  valeur  abso- 
lue, à  /,  M;  alors,  dans  le  rectangle  (o  . .  .^',)  (o  . .  .xî)^ 

Les  sections  de    >       avec   des   plans  parallèles  à  uO x  pour  v 
j^hk  ri  f         j 


(')   l-es  indices   [/lA]    dénotent  que  les  cotés  du  rectangle   (o...a)  (o...^)  ont 
été  divisés  en  h  et  k  parties  respectivement. 
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compris  entre  yy  cl  yj^t  sont  des  polygonales  dont  les  coefficients 
angulaires  qiy)  sont  compris  entre  (j{yj)  et  (]{yjjf.\)i  c{ui  sont 
les  coefficients  angulaires  des  sections  pary  =  j'y  ely  =  yy^,.  A 
l'aide  desimpies  considérations,  on  voit  que,  ponryy_, '^j'^yy, 

I  qiy)  1  <  MyY) 

et  par  conséquent  que,  dans  le  rectangle  (o . . .«)  (o. . .  b)^ 

\q{y)\<Uh. 

Alors  la  |  M^hk]  \  dans  le  rectangle  (j'y_)  •  ■  •  yj)  (o.  .  .^j),  et  a  for- 
tiori en  (o. .  .yj)  (o.  .  .Xi)^  reste  inférieure  à  M/o/rj. 
Il  est  facile  de  voir  que,  en  (o  . . .  yj)  (o  . . .  .r/),  on  aura 


Ti/./.il<M.-5(^-^^')r,^ 


d'où  l'on  lire  que  dans  le  rectangle  (o  . .  .a)  (u  .  . .  6)  on  a 


Y(/.A)|<MAo(^-^^j-ri2=__ 


/i  -4-  I  \  M  «62        jvi  abï        M  r/ 62 


M  a62 


pour  A  quelconque  et  A"  >>  — 

Si  je  dénote  avec  p{x)  le  coefficient  angulaire  des  sections  de 
2,  par  des  plans  parallèles  à  iiOy  conduits  par  un  point  d'ab- 
scisse X,  on  verrait  facilement  que 

\p{3Ci+x)  —  p{Xi)  j   <  M{Xi+^  —  Xi), 

d'où,  quel  que  soit  x^ 

\p{x)  \  <  Ma. 

Toutes  les  fonctions  U(^A](^,  y)  forment  donc  une  famille  de 
fonctions  également  continues;  on  peut  choisir  une  suite  de  fonc- 
tions, où  h  et  A"  croissent  tous  les  deux,  qui  tende  uniformément 
à  une  fonction  continue  \]{x.,y).  Alors  la  suite  des  Y|/^/,],  douées 
des  mêmes  indices,  tend  uniformément  à 


X 


y 
^{.^,y)dy 
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D'un  autre  côlé,  la  suite  des  fonctions 

toujours  pour  les  mêmes  indices  h  et  A"  jadis  considérés,  tend  uni- 
formément à 


A^'^J      U'^5  7)û(r>  U(a-,^) 


Mais,  puisque,  sur  les  sommets  des  rectangles  qui  se  rapportent 
à  chaque  division, 


à-'^[/iK 


dx  Oy 
on  aura  encore 

dx  dy 
ou,  si  nous  posons 


il  viendra 


f'  \}dy=^Z{x,y), 


_d^Z  J  „    dZ 

à 
Eu  outre,  comme 


'J[/</.)(o,  y)  =  -Ji/^A-jC^r,  o)  =  o,         Y[/;Ai(o,  y)  =  Y[AA-,(:r,  o)  =  o, 

on  a 

Z(a7,  oj  =  Z(o,  j-)  =  o,         l  —  \=o. 

La  ("onction  Z  satisfait  donc  l'équation  (3)  et  vérifie  les  condi- 
tions aux  limites  que  nous  avons  imposées;  ainsi  le  théorème  est 
démontré. 

En  somme,  nous  avons  pris  comme  nouvelle  fonction  inconnue 

la  —  =  ?^  :   la  z  devient    /     u  dy  si  Ton   veut  que  la   condition 

'^    .  .  .     ^»  '  .       , 

z[x,  o)  =  o  soit  remplie,  et  alors  on  doit  déterminer  la  fonction  u 

qui  satisfait  à  l'équation 


à-  u 


dx  Oy 
et  qui  s'annule  sur  les  axes 


=  /{^^y^  J     ^^dy,  u\ 
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Si  nous  avons  l'équation  générale  (2),  nous  pouvons,  avec,  de 
simples  substitutions,  nous  réduire  au  cas  que  ^o=JKo  =  o  et  que 
les  fonctions  oi  et  -i,  qui  paraissent  dans  l'énoncé  soient  nulles. 

Si  nous  posons 


Jf       /     u(x,  j)  dx'"-r>-^  dy"-"'-'7-^  =  g-''"-^-/'>"-"'-^-i'(  u), 
0      «-0 

l'équation  (2)  devient 

—  =f[x,  y,    rr.m-l,n~m-l.(  u),   cr(w-2,«-m- li  (  „  )^ 

g-Un-\,n-/n-'î  (  n  ,^   ,  ,  ,  ^  g('n-\-p,n-ni-l-q)  (  n  ^ ,<j. 

On   construira   une   suiface     7       à  l'aide  de  morceaux  de  para- 

boloïdes,  en  définissant  des  fonctions  Xuik]^'^'""^'^''' {^1  Y)  ana- 
logues à  la  ''[hh]i  jadis  considérée,  de  façon  qu'on  ail 

f     f    ';"/;i7^-P'"-"''-^-9Hx,  y  )  dx"^-^-/'  dy-'"-^-^'/  =  ■j^/a](x.y) 

si  u  =  'J^/t/i]{x,  y)  est  l'équation  de  la  surface    > 

Les  U[^A]  forment  une  famille  de  fonctions  également  continues; 
il  V  a  alors  une  suite  de  fonctions  U(AVf']  q^ù  tend  uniformément 
à  une  fonction  U,  et  les  suites  de  fonctions  y';^"^,',"^' ""'""' ~^  tendent 
uniformément  aux  fonctions 

pour  toutes  les  valeurs  de/>  et  de  ^,  et  l'on  a 

—   =  /'\x.    y    M'n-l,u-m-l)!U  j orUii-l-/>,u-  m-l-<i)  ({]  \     (j  [^ 

ÔX  dy  '       ' 

OU  bien 

=  fl  X.  y,  Z.  —  ,  •••,  >   •  ■  ■  »  ; 7  • 

dx'"  ay"^'"       "^  ^  ox  dxi' dy'i  dx'"-^  dy'^~'"~^/ 

si  nous  posons 

Z  =    r     f    \J  dx>"-i  dy"-'"-K 
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La  fonction  Z  salisfail  à  la  (î)  et  aux  conditions   aux  limites  que 
nous  avons  imposées  ('). 


CORRESPONDANCE  ENTRE  LIOUVILLE  ET  DIRICHLET  r-). 

Publiée  par  M.  J.  TANNERY. 

(  Suite.) 

DIRICHLET  A  LIOUVILLE. 

Ne  vous  étonnez  pas,  clier  et  excellent  ami,  si  je  réponds  un 
peu  tard  à  votre  lettre  (|ui  ne  m'a  pas  trouvé  ici  lorsqu'elle  est 
arrivée  mercredi  dernier.  Je  vietis  de  faire  une  absence  de  plu- 
sieurs jours,  avant  profité  avec  quelques  amis,  Riess,  Magnus, 
Rose  et  Poggendorf",  des  vacances  de  Pâques  et  du  printemps  si 
précoce  dont  nous  jouissons  cette  année  pour  faire  une  petite 
excursion  dans  les  environs  de  Dresde.  C'est  seulement  la  veille 
de  notre  départ  que  j'avais  eu  connaissance  de  la  liste  présentée 
par  vous  au  nom  delà  Commission  (3),  grâce  à  l'obligeante  attention 
de  M.  de  Humboldt  qui  l'avait  extraite  pour  moi  du  journal  du 
savant  abbé  (^).  En  voyant  cette  liste  qui  porte  si  visiblement 
l'empreinte  de  votre  indulgente  amitié,  j'avais  bien  conçu  quelque 


(')  Si  la  foncLion  /  satisfait  à  la  condition  de  Lipscliitz,  la  fonction  Z  est 
unique.  On  peut  voir  à  ce  propos  :  F.  Siijiram,  Unicità  delV  intégrale  in  alcuni 
tipi  di  equazioni  aile  deiivate  parziali  [Periodico  di  Mateniatica,  Livorno, 
1908). 

(-)  Voir  Bulletin,  t.  XW!!;,  1908,  p.  47  et  p.  88.  Page  55,  la  date  de  la  lettre 
de  Liouville  à  Dirichlet,  26  mai  i84o,  a  été  omise. 

(')  La  Commission  élue  le  6  mars  iS54,arin  de  présenter  une  liste  de  candidats 
pour  la  place  d'Académicien  étranger  vacante  par  suite  de  la  mort  de  Léopold  de 
Buch,élait  composée  de  :  Liouville,  Élie  de  Beaumont,  Biot  (Sciences  mathéma- 
tiques); Flourens,  Thénard,  Chevreul  (Sciences  physiques j;  Combes,  président 
en  exercice;  la  liste  pré>entée  le  10  avril  comprenait  Dirichlet  en  première  ligne 
et,  en  seconde  ligne  :  Airy,  Ehrenberg,  Herschel,  Licbig,  .Melloni,  Muller,  Mur- 
chison,  Owen,  Plana,  Struve.  Le  17  avril,  Dirichlet  fut  élu  pur  4i  voix  contre  <i 
à  Airy,  2  à  Muller  et  i  à  Ehrenberg. 

( '>  )  La  composition  de  la  Commission  est  annoncée  dans  le  Cosmos  du  10  mars 
:854.  p.  3oo. 
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espoir  de  réussir  sans  toulefois  partager  la  confiance  de  Mr  de  H. 
qui  ne  doulail  plus  de  ma  nomination.  Mais  l'incertitude  où  j'étais 
a  enfin  cessé  vendredi  dernier  au  moment  de  me  rendre  à  la  gare 
de  Dresde  pour  revenir  ici,  ayant  lu  dans  un  journal  que  l'Acadé- 
mie des  Sciences  m'avait  fait  l'honneur  insigne  de  me  recevoir, 
moi  chétif  géomètre,  au  nombre  de  ses  huit  associés  étrangers.  Je 
n'ai  pas  besoin  de  vous  dire  combien  cette  heureuse  nouvelle  me 
rendait  impatient  de  rentrer  chez  moi,  où  j'étais  sûr  de  trouver 
une  lettre  de  vous,  et  de  vous  témoigner  ma  reconnaissance  la  plus 
vive.  C'est  à  mon  très  grand  regret  qu'un  refroidissement  gagné 
en  roule  et  qui  m'a  retenu  plusieurs  jours  au  lit,  ne  m'a  pas  per- 
mis plus  tôt  de  m'acquitter  d'un  devoir  qu'il  me  tardait  tant  de 
remplir.  En  prenant  enfin  la  plume  pour  vous  écrire,  je  ne  sais 
comment  vous  exprimer  les  sentiments  de  gratitude  si  vifs  qui 
m'animent  et  comment  vous  remercier  dignement  vous  et  nos 
amis  communs,  de  la  Ijonté  pleine  d'indulgence  que  vous  avez 
montrée  dans  une  circonstance  si  importante  pour  moi.  Veuillez 
être  l'interprète  de  ma  reconnaissance  auprès  de  Mrs  Chasles, 
Lamé,  Pelouze,  Sturm,  Poncelet  et  Duhamel  et  être  assuré  avec 
eux  que  le  souvenir  d'un  si  grand  bienfait  est  à  jamais  gravé  dans 
mon  cœur  et  que  tous  mes  efforts  tendront  désormais  à  justifier 
dans  la  mesure  de  mes  faibles  moyens  la  bienveillance  de  tant 
d'hommes  éminents  qui  m'a  valu  d'une  manière  si  prématurée  la 
plus  haute  distinction  qu'un  savant  puisse  ambitionner. 

En  attendant  que  je  puisse  adresser  mes  remerciements  (')  à 
l'iVcadémie,  ce  que  je  ne  dois  faire,  à  ce  que  je  suppose,  qu'après 
que  ma  nomination  m'aura  été  annoncée  par  Mr  de  Beaumont,  je 
prends  la  liberté  de  vous  prier,  cher  ami,  de  vouloir  exprimer  ma 
vive  reconnaissance  aux  membres  de  la  (Commission  qui,  sans  me 
connaître  personnellement  et  |)our  la  plupart  étrangers  aux  sciences 
mathématiques,  m'ont  traité  si  favorablement  sur  votre  autorité  à 
juste  titre  si  j)uissante,  mais  que  dans  le  cas  particulier  l'amitii- 
que  vous  me  portez  pouvait  rendre  un  |)eu  suspecte. 

Je  suis  si  loin  de  vous  en  vouloir  de  votre  long  silence  que  je 
me  suis  au  contraire  re|)roché  plus  d'une  fois  à  moi-même  de  ne 
pas  vous  avoir  écrit  pour  vous  témoigner  la  vive  part  que  je  prenais 

(')  Ils  sont  mentionnés  aux  Comptes  rendus  dt  la  séance  du  22  mai. 
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aux  chagrins  que  devaient  \ous  causer  les  perséculions  odieuses 
exercées  contre  vos  amis  et  même  contre  votre  fils  (')  au  début 
dans  sa  carrière.  C'est  avec  une  satisfaction  bien  vive  que  j'ap- 
prends de  vous  même  que  vous  ne  perdez  pas  courage  et  je  pense 
comme  vous  que  lorsqu'on  ne  veut  que  ce  qui  est  juste  et  vrai,  on 
peut  attendre  l'avenir  avec  confiance. 

Ajez  la  bonté  de  présenter  mes  respects  à  Madame  Liouville  et  de 
lui  dire  que  je  pense  souvent  avec  délices  aux  jours  si  agréables 
qu'il  m'a  été  donné  de  passer  dans  votre  intérieur.  Ne  m'oubliez 
pas  non  plus  auprès  de  Mesdemoiselles  Louise  et  Marie,  ainsi 
qu'auprès  de  Mrs  votre  fils  et  votre  frère  et  recevez  encore  une 
fois  l'assurance  de  la  gratitude  et  de  l'amitié  éternelle  de 

Votre  dévoué 

G.  LEJEUNE-DIRIGHLET. 

Berlin,  ce  25  avril  iS54. 

N'oubliez  pas  de  m'envover  la  note  de  ce  qui  vous  manque  du 
journal  de  Crelle.  Les  anciens  volumes  commencent  à  être  rares 
et  il  n'y  a  pas  de  temps  à  perdre  pour  compléter  votre  collection. 


DIRICHLET  A  MADAME  LIOUVILLE. 

Madame, 

Ce  n'est  pas  parce  que,  comme  vous  le  disiez  le  jour  de  mon 
départ,  depuis  l'établissement  des  chemins  de  fer  tout  voyageur  a 
le  devoir  d'accuser  proniptement  son  arrivée,  je  me  hâte  de  vous 
écrire,  c'est  bien  plutôt  parce  que  j'éprouve  le  besoin  de  vous 
renouveler  à  vous  et  à  toute  votre  famille  l'expression  de  ma  vive 
reconnaissance  pour  les  marques  de  bienveillance  dont  vous  m'avez 
comblé  pendant  mon  séjour  dans  la  capitale  du  monde.  Grâce  à 
cette  bienveillance  j'ai  pu,  en  même  temps  que  je  jouissais  de 
tous  les  agréments  de  la  grande  ville,  me  croire  chez  moi  lorsque 
je  me  trouvais  dans  votre  intérieur. 

Mon  voyage  a  été  singulièrement  favorisé  par  le    beau  temps  ei 

(')  Le  Verrier  avait  élé  nommé  directeur  de  l'Observatoire  le  3o  janvier  i854. 
Bull,  des  Sciences  mathéin.,  i'  série,  t.  XXXIII.  (Février  1909.)  4 
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la  première  nuit,  la  seule  que  j'ai  passée  en  route,  était  très  belle 
quoique  un  peu  fraîche;  je  m'étais  bien  promis  de  saluer  la  bonne 
ville  par  le  beau  clair  de  lune  que  nous  avions,  mais  ma  bonne 
volonté  n'a  pas  résisté  aux  suites  des  fatigues  de  la  journée  et  à 
celles  de  votre  copieux  dîner.  Je  n'ai  qu'un  souvenir  confus  que 
notre  arrivée  à  Epernaj  et  Bar-le-Duc  a  été  annoncée,  mais  je  ne 
me  suis  nullement  aperçu  dt-  noire  passage  à  Tout  et  je  ne  me  suis 
entièrement  l'éveillé  que  dans  la  gare  de  Metz.  C'est  là  sans  doute 
uti  grand  méfait  dont  je  demande  humblement  pardon  à  Made- 
moiselle Louise. 

J'ai  trouvé  Mad.  Dirichlet  assez  souffranle  à  mon  arrivée,  les 
fatigues  du  déménagement  et  un  refroidissement  gagné  plus  tard 
avant  fortement  agi  sur  ses  nerfs,  qui,  comme  vous  savez,  Madame, 
sont  loin  d'être  dans  un  état  normal;  mais  le  beau  temps  dont 
nous  jouissons  depuis  quelques  jours  et  nos  deux  jardins  ne  tar- 
deront pas  à  lui  rendre  son  état  de  santé  ordinaire.  Elle  se  joint  à 
moi  pour  vous  remercier  des  nombreuses  commissions  que  vous 
avez  bien  voulu  faire  pour  elle.  Tout  ce  que  j'ai  apporté  fait  sen- 
sation ici  et  personne  ne  veut  m'écouter  lorsque  je  réclame  une 
part,  bien  modeste  sans  doute,  dans  le  choix,  des  robes  pour  moi. 
A  propos  de  modestie,  veuillez  dire  à  Mr  Liouville  que  si  l'envoi 
de  l'épreuve  de  ma  lettre  (')  datée  de  Paris  lui  cause  le  moindre 
embarras,  je  le  prie  d'j  faire  tous  les  changements  qu'il  jugera 
convenables.  En  réfléchissant  à  ce  que  je  viens  de  dire  je  vois 
qu'il  ne  s'agit  pas  là  de  modestie,  les  changements  qu'il  y  ferait 
ne  pouvant  que  tourner  à  mon  profit. 

Remerciez,  s'il  vous  plaît,  M.  Ernest  de  toutes  les  complai- 
sances qu'il  a  eues  pour  moi  et  remerciez-le  surtout  de  sa  bien- 
veillante attention  de  me  conduire  au  chemin  de  fer.  Son  étoile 
changeante  (-)  avait  déjà  attiré  l'attention  de  notre  astronome 
adjoint  (^)  qui  ne  manquera  pas  d'en  faire   une  étude  suivie.    En 


(  '  )  Sur  l'équation  t--\-  u--h  v"  ^  w-  =  li  m  (  Journal  de  Liouville,  2°  série,  t.  I, 
i856,  p.  210);  il  en  est  question  dans  la  dei-niére  lettre  de  Dirichlet. 

(-)  Le  Tome  XLIl  (i856)  des  Comptes  rendus  contient  (p.  546)  une  Note 
d'Ernest  Liouville  Sur  deux  étoiles  variables. 

Les  observations  d'Ernest  Liouville  remontent  à  Tannée  iS53  ;  il  avait  eu  l'inten- 
tion de  les  poursuivre  :   «  Mais,  dit-il,  les  moyens  de  travail   me  manquent.  » 

(^)  D'après  l'indication  donnée  au  Compte  rendu  {en  marge). 
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allcnclanl  que  M.  Ernest  devienne  célèbre  au  barreau,  il  est  donc 
sûr  d'acquérir  rimmortalilé  par  son  étoile. 

Agréez,  s'il  vous  jjlaît,  Madame,  les  compliments  de  Mad.  Di- 
richlet,  faites  agréer  mes  souvenirs  affectueux  à  toute  la  famille  et 
recevez  les  bommages  respectueux  de 

Votre  dévoué 

G.  LEJEUNE-DIRIGHLET. 

Gôltingen,  ce  35  avril  i856. 


LIOUVILLE  A  DIRICHLET  C). 

Mon  cher  ami, 

Vous  me  comblez.  Il  j  a  cpielques  jours,  M.  Deville  m'a  remis 
de  voire  part  la  médaille  de  Gauss.  J'allais  vous  en  faire  mes  re- 
merciements quand  une  lettre  de  M.  Haussmann  arrive  et  m'ap- 
prend que  je  viens  d'être  nommé  associé  étranger  de  la  Société 
royale  des  Science  de  Gœltingue.  Je  réponds  à  M.  Haussmann  et 
je  le  prie  de  transmettre  au  corps  illustre  qu'il  représente  comme 
secrétaire  l'expression  de  ma  vive  gratitude.  Mais  c'est  à  vous 
surtout  que  je  dois  une  éternelle  reconnaissance.  Vos  bontés  me 
soutiennent  et  m'encouragent.  Je  vais  me  remettre  au  travail  avec 
une  ardeur  nouvelle.  J'ai  été  content  de  mes  vacances,  et  je  me 
porte  mieux  qu'à  l'ordin-îire.  Tous  les  miens  se  rappellent  à  votre 
souvenir.  Mes  respects  à  vos  Dames. 

Mille  amitiés  pour  vous. 

J.  L. 

P.  S.  —  Deux  mots  de  réponse,  s'il  vous  plaît,  pour  me  dire 
si  M.  Haussmann  a  reçu  ma  lettre  et  si  j'ai  autre  chose  [à  faire]. 
Dois-je,  par  exemple,  écrire  au  Ministre  à  Gœttingue  qui  a  con- 
firmé mon  ('lection? 


(')  Celle  lellre  el  la  suivanle  à  I.-F.  Haussmann  sonl  sur  la  uiême  feuille. 

Les  Nachrichten  de  Gotlingen  pour  l'année  i856  (p.  285)  meniionnent  la  nomi- 
nation de  Joseph  Liouville,  E.  Kummer,  F.-C.  Neumann  comme  associés  étrangers 
dans  la  Classe  mathématique,  et  celle  de  Henri  Sainte-Claire  r>eville  comme  corres- 
pondant dans  la  Classe  de  Physique.  Etaient  nommés  correspondants  dans  la  Classe 
mathématique  :  G.  Rosenhain,  C.  Weierstrass,  O.  Hesse,  P.  Riess,  R.  Kohlrausch. 
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LIOUVILLE  A  HAUSSMANN. 

Paris,  4  décembre  1806. 
Mo^iSlKUH, 

Je  reçois  la  lettre  par  laquelle  vous  m'annoncez  que  la  Société 
royale  des  Sciences  de  Gœttingue  vient  de  m'admettre  au  nombre 
de  ses  associés  étrangers.  Ce  témoignage  d'eslime  de  la  part  d'un 
corps  si  distingué  me  louche  vivement  et  me  pénètre  de  recon- 
naissance. 

Veuillez,  Monsieur,  recevoir  mes  remerciements  empressés  et 
transmettre  à  mes  nouveaux  confrères  l'expression  de  ma  profonde 
gratitude. 


A  M.  Haussmann.  secrétaire  perpétuel. 


DIRICHLET  A  MADAME  LIOUVILLE. 

Oui,  Madame,  après  tant  de  services  que  vous  avez  daigné  me 
rendre,  j'ose  vous  en  demander  un  nouveau  qui  aurait  pour  moi 
plus  de  piix  encore  que  l'emplette  de  la  fameuse  robe  qui  ("ait 
toujours  l'admiration  de  la  société  de  Gœttingue.  Mais  malgré 
l'importance  que  j'attache  à  la  chose  que  je  voudrais  obtenir  par 
votre  bienveillante  intervention,  je  dois  vous  prier  instamment  de 
regarder  ma  prière  comme  non  avenue,  si  la  chose  pouvait  vous 
causer  le  moindre  embarras  et  ne  se  trouvait  pas,  en  quelque  sorte, 
sous  votre  main.  Voici,  Madame,  de  quoi  il  s'agit.  Je  crois  vous 
avoir  dit  qu'une  de  mes  nièces  prévovanl  qu'à  la  mort  de  son  père 
—  événement  survenu  dejîuis  —  elle  se  trouverait  presque  sans 
fortune,  avait  eu  le  bon  esprit  de  se  former  à  l'étal  d'institutrice 
et  qu'après  avoir  fait  un  bon  examen  et  obtenu  un  diplôme,  elle 
s'était  engagée  dans  un  pensionnat  de  Londres  où  elle  fonctionne 
depuis  près  de  deux  ans.  Cette  jeune  personne  —  el  en  la  nommant 
ainsi,  je  la  flatte  un  peu  puisque  ma  nièce  a  passé  la  trentaine  — 
avant  de  retourner  en  Allemagne,  voudrait  se  perfectionner  dans 
la   langue   française  et   se   placer  à  cet  effet   vers  Pâques,  où  son 
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engagement  actuel  finit,  dans  quelque  pensionnat  de  Paris.  Si 
donc.  Madame,  parmi  les  personnes  avec  lesquelles  vous  êtes  en 
relation  à  Paris,  se  trouvait  quelque  maîtresse  de  pension  et  que, 
l'occasion  se  présentant,  vous  voulussiez  vous  informer  auprès 
d'elle,  si  elle  pounait  employer  une  jeune  allemande  sachant, 
outre  sa  langue,  assez  bien  l'anglais  et  les  éléments  des  nombreuses 
sciences  dont  on  est  dnns  l'usage  de  donner  une  teinture  aux  jeunes 
demoiselles,  je  vous  devrais  une  étemelle  reconnaissance.  Dans  le 
cas  où  la  réponse  serait  favorable,  veuillez,  Madame,  me  le  dire  en 
deux  mois  et  me  donner  en  même  temps  l'adresse  de  la  maîtresse 
de  pension  pour  que  ma  nièce  puisse  lui  écrire  et  lui  envoyer  ses 
certificats.  —  Mais,  je  le  répète,  Madame,  prenez  que  je  n'ai  rien 
dit  si  vous  ne  connaissez  |)as  de  maîtresse  de  pension  et  si  le  ser- 
vice que  je  vous  demande  pouvait  exiger  des  démarches  qui  vous 
donnassent  le  moindre  souci. 

Puis-je  vous  prier  d'agréer  les  amitiés  de  Mad.  Dirichlet  ainsi 
que  mes  hommages  respectueux  et  [de]  nous  rappeler  au  souvenir 
de  toute  votre  famille? 

P.  S.  —  Il  est  sans  doute  superflu  d'ajouter  que  si  ma  nièce 
pouvait  se  placer  dans  quelque  famille,  cela  vaudrait  mieux  encore. 

Votre  dévoué 

G.  LEJEUNE-DIRIGHLET. 

Gœttingue,  ce  12  déc.  iS.5(J. 


DIRICHLET  A  LIOU VILLE. 

Mon  cher  ami, 
Par  le  plus  singulier  des  hasards,  je  me  trouve  en  mesure  de 
lever  la  difficulté  qui  vous  tourmente,  sans  que  cela  me  coûte 
aucun  eff'ort  d'esprit  et  voici  comment.  Outre  M.  Riemann  dont 
je  vous  ai  déjà  parlé,  nous  avons  ici  un  autre  jeune  agrégé  de 
l'Université,  fort  distingué,  M.  Dedekind  (*  )  qui  s'est  beaucoup 
occupé  de  la  théorie  des  équations  —  il  connaît  à  fond  les  travaux 
de  Galois  —  et  de  celle  des  congruences.  Ce  j(;une  savant  ayant 

(')  En  marge  :  il  y  a  de  lui  deux,  ou  trois  Mémoires  dans  Crelle. 
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remarqué,  il  j  a  déjà  quelque  temps,  la  lacune  dont  il  s'agit  dans 
le  Mémoire  de  M.  Kummer  (')  s'est  attaché  à  la  combler  et,  après 
j  être  parvenu  à  la  suite  de  plusieurs  tentatives  infructueuses,  il 
m'a  fait  part  du  moyen  très  simple  dont  il  avait  fait  usage,  et  c'est 
ce  moyen  de  Dedekind  que  je  vais  vous  indiquer. 

Conservant  les  notations  de  Kummer,  il  s'agit  de  prouver  que 
la  congruence  (s(y)^o  (mod^)  aura  e  racines  réelles  si  le 
nombre  premier  q  satisfait  à  la  condition  qf^\  (mod/i).  Avant 
de  le  faire,  précisons  bien  le  sens  de  la  proposition  qui  consiste 
en  ceci  :  il  existe  toujours  des  entiers  u^  «,.  .  .  .,  Ue^\  tels  qu'on 
a  identiquement 

?(r)  =  (J  — ")  (j^'  — "O- --(J  — «e-i)         (mod^j, 

c'est-à-dire  qu'en  développant  suivant  les  puissances  de  la  quantité 
entièrement  indéterminée  y^  les  coefficients  des  puissances  sem- 
blables sont  congrus  mod^. 

Le  sens  d'une  congruence  renfermant  une  indéterminée  )^  ainsi 
fixé,  rien  n'empêche  d'étendre  la  définition  au  cas  où  les  coeffi- 
cients   ne    sont  plus   des  entiers,   mais  des  fonctions    entières   à 


(■  )  Je  n'ai  pas  su  préciser  le  Mémoire  auquel  il  est  fait  allusion  ici.  Un  peu 
plus  loin,  Dirichlet  signale  le  Mémoire  du  Tome  53  (1857),  p.  142-148,  du  Journal 
de  Crelle  :  Ueber  die  den  Gaiissisclien  Perioden  der  Kreistheilung  entsprechen- 
den  Con gruenzivurzeln ,  où  Kummer  «  revient  sur  le  point  en  litige  et  le  traite 
rigoureusement  »  ;  il  est  à  remarquer  que  Kummer,  après  avoir  énoncé  le  théorème 
en  question,  et  avant  d'en  donner  une  nouvelle  démonstration,  renvoie  le  lecteur 
d'une  part  au  Mémoire  du  Tome  35  (iSog),  p.  827  :  Ueber  die  Zerlegung  der 
ans  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  cotnplexen  Zahlen  in  ihre  Primfactoren, 
où  il  a  donné  divers  développements  relatifs  à  ce  théorème,  et,  d'autre  part,  au 
Mémoire  du  Tome  30  (i845),  p.  107- 116  :  Ueber  die  Divisoren  gewisser  Fornien 
der  Zahlen,  ivelc/ie  aus  der  Théorie  der  Kreistheilung  entstehen,  où  il  en  aurait 
donné  une  première  démonstration  rigoureuse  :  «  Dièses  habe  ich  zuerst  in  der 
Abhandlung . .  .streng  bewiesen.  » 

Quant  aux  notations  qui  ne  sont  pas  expliquées  dans  la  lettre  de  Dirichlet,  leur 
sens  résulte  sans  difficulté  des  divers  Mémoires  de  Kummer. 

Le  nombre  /i  est  premier,  n  —  i  =  ef;  T,^(a  =  o,  i,  . . .,  e  — i)  est  une  période 
au  sens  de  Gauss,  c'est-à-dire  qu'on  a 

-r,^  =  a?"  -I-  a?""^'  4-  aï""^-'  + . . .  4-  aS''+(/-')% 

en  désignant  par  a  une  racine  imaginaire  de  l'équation  x"  —  i  =  o  et  par  g  une 
racine  primitive  de  la  congruence  j;"~'hh  1  (modn);  enfin  tp  {y)  est  le  polynôme 
y  +  X^y-^ -\-. . .  + \^,  à  coefficients  entiers,  dont  les  racines  sont  les  périodes  t,, 
fii f\.-x- 
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coefficients  entiers  des  périodes  t^,  r,,,  ...,  les  coefficients 
étant  regardés  comme  congrus  lorsqne,  dans  leur  différence 
qu'on  peut  mettre,  et  cela  d'une  manière  unique,  sous  la  forme 
cr,  +  C( '/Il  +  .  .  . ,  c,  C) ,  ...  sont  tous  divisibles  par  le  module  q. 
Cela  posé,  considérons  la  congruence  évidemment  identique 

qui  ne  perdra  pas  ce  caractère  en  y  remplaçant  z  par  y  —  -/-j^, 
y  étant  une  nouvelle  variable-,  il  vient  ainsi 

'  (  J"  —  ■'■.a  )  {y  —  \  —  r^a)---{y  —  q^\  —  -{,a) 

En  remplaçant  •/■,„  par  la  somme  des  racines  que  cette  lettre 
désigne  et  ayant  ensuite  égard  à  la  condition  qf -^  i  (mod^z),  on 
trouve  facilement 

^,«  =  ^,a  (mod^), 

ce  qui  réduit  le  second  membre  'a y'i — y.  Posant 
a  =  o,     I,     . . . ,     e  —  I 

et  multipliant,  il  viendra 

?(r)?(7  — i)---'r(j  — ^y-+-i)  =  (jv— j/)e=j/«(jK  — i)«...(j'  — ^  +  i)«     (modg-). 

De  cette  dernière  congruence  on  conclut  sur  le  champ  la  propo- 
sition qu'il  s'agit  d'établir;  il  suffit  d'y  appliquer  un  théorème 
connu  et  d'ailleurs  facile  à  prouver.  Pour  énoncer  ce  théorème, 
soient  y('>'),  f\{y),  fn{y)  des  polynômes  à  coefficients  entiers, 
les  coefficients  des  plus  hauts  termes  étant  supposés  pour  plus  de 
simplicité  égaux  à  l'unité.  Si  maintenant  nous  disons  (^nef{y)  est 
divisible  pai'/i(jK)  (mod^)  lorsqu'il  existe  une  congruence  iden- 
tique 

Ay)^A(y)fn(y)      (modq) 

et  que  nous  appellions  le  polynôme  f{y)  irréductible  suivant  le 
module  q  lorsqu'il  n'est  divisible  par  aucun  polynôme  de  degré 
inférieur,  en  exceptant  le  degré  zéro,  mod^,  le  théorème  en 
question  consiste  en  ce  qu'un  polynôme  irréductible  (mod^)  qui 
divise  (mod^)  le  produit  d'autres  polynômes,  divise  nécessaire- 
ment [inodq)  l'un  de  ces  derniers.  Or,  toute  expression  du  pre- 
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niicr  degré  étant  irréductible,  l'application  du  ihéorèine  à  noire 
dernière  cong.  donne  immédialemeni  comme  je  l'ai  déjà  dit,  la 
proposition  en  question. 

Il  y  a  deux  Mémoires  très  intéressants  de  M.  SclKinemann  sur 
les  congruences  renfermant  une  variable  y  et  rapportées  à  un 
litodule  premier  [Crelle,  vol.  19,  p.  3oG  ('),  vol.  31,  p.  269  (-)] 
dont  le  premier  contient  (à  la  page  citée)  une  proposition  qui  est 
au  fond  la  même  que  celle  dont  M.  Kunimer  fait  usage  el  dont 
nous  venons  de  nous  occuper  (').  M.  Kummer  ne  faisant  pas 
mention  des  ingénieuses  recherches  de  Schonemann,  il  faut  croire 
f[u'il  ne  les  a  pas  connues.  J'ajoute  eu  terminant  cette  longue 
lettre  que  dans  le  dernier  cahier  de  Crelle-Borchardt,  vol.  53, 
<:ah.  2,  que  je  viens  de  recevoir,  M.  K.  revient  de  son  côté  sur  le 
point  en  litige  el  le  traite  rigoureusement,  mais,  je  crois,  d'une 
manière  moins  simple  que  Dedekind. 

Veuillez  remercier  Madame  Liouviile  en  mon  nom  de  la  com- 
munication qu'elle  a  bien  voulu  me  (aire,  lui  présenter  mes  respects 
et  les  compliments  de  Mad.  Dirlchlet,  et  nous  rappeler  au  souvenir 
de  toute  la  famille. 

^  otre  tout  dévoué 

DIRICHLET. 

Gœttingue,  ce  i"  fév.  1857. 

P.  S .  —  Gomme  vous  étiez  soulTrant,  j'attends  sans  retard  des 
nouvelles  de  votre  santé  ainsi  que  de  celle  de  Mr  Chasies  sur  la- 
quelle vous  gardez  obstinément  le  silence. 

(')  Théorie  der  symmetrischen  Funktionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung. 
Allgemeine  Sàtze  ùber  Congruenzen  nebst  einigen  Anwendungen  derselben, 
p.  231-243  et  289-308. 

(-)  Grundzuge  einer  allgemeinen  Théorie  der  hoheren  Congruenzen, 
deren  Modul  eirie  réelle  Primzahl  ist,  p.  269-32.5. 

{^ )  Au  lieu  de  considérer  le  polynôme  9  [y)  dont  les  racines  sont  les  diverses 
périodes,  Schonemann  considère,  d'une  façon   générale,  le  polynôme 

à  coefficienls  entiers,  dont  les  racines  s'obtiendraient  en  remplaçant,  dans  une 
fonction  symétrique  entière  à  coefficients  entiers  des  variables  a^,  a,,  ...,  ot^,, 
ces  variables  par  les  racines  de  x"  —  1  =  0  dont  les  périodes  sont  les  sommes 
respectives;  Schonemann  démontre  que  si  q  est  un  nombre  premier,  non  inférieur 
à  e,  satisfaisant  à  la  condition  9'=  i  (  mod/i  ).  la  congruencc  *  {y)  =  o  (mod^) 
a  q  racines  réelles. 
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DIRICHLET  A  MADAME  IJOUVILLE. 

Permettez-moi,  Madame,  de  vous  adresser  une  nouvelle  et  je 
crois  pouvoir  ajouter  dernière  prière  en  faveur  de  ma  nièce 
Mademoiselle  Baerns  dans  rintérèt  de  laquelle  vous  avez  déjà  eu  la 
bonté  de  prendre  quelques  informations  et  qui  vous  remettra  ces 
lignes.  Je  regrette  infiniment  la  peine  qu'ont  dû  vous  donner  ces 
informations  maintenant  sans  objet  par  un  changement  récemment 
survenu  dans  la  position  de  ma  nièce.  Ayant  accepté  une  place 
avantageuse  qui  lui  était  offerte  en  Allemagne,  elle  a  dû  renoncer 
à  l'idée  de  prendre  un  engagement  à  Paris,  où  elle  se  trouve  en  ce 
moment  pour  ainsi  dire  de  passage  et  pour  un  temps  très  limité. 
Si  pendant  les  quelques  semaines  qu'elle  se  propose  de  passer  à 
Paris,  vous  vouliez  bien,  Madame,  lui  permettre  de  vous  voir 
quelquefois  et  lui  accorder  un  peu  de  cette  bienveillance  à  laquelle 
vous  avez  habitué  depuis  longtemps,  vous  et  toute  la  famille, 
l'oncle  de  la  jeune  personne,  je  vous  en  aurais  la  plus  grande 
obligation.  Je  ne  dirai  toutefois  pas  que  cela  augmenterait  la  re- 
connaissance dont  les  bienfaits  de  la  famille  Liouville  m'ont  pénétré 
depuis  longtemps,  car  mariée  à  la  Géométrie  vous  savez  aussi  bien 
que  moi  que  les  quantités  infinies  ne  sont  pas  susceptibles  d'ac- 
croissement. 

Mad.  Dirichlet  me  charge  de  ses  compliments  auxquels  je  joins 
mes  souvenirs  affectueux  pour  toute  la  famille,  sans  en  excepter  le 
chef,  quoique  cet  illustre  chef  me  traite  d'une  manière  peu  ami- 
cale. Croiriez-vous,  Madame,  qu'ayant  fourni  et  fourni  de  suite, 
il  y  a  près  de  4  mois,  à  Mons.  Liouville  un  renseignement  qu'il 
m'avait  demandé,  et  l'ayant  prié  en  même  temps  de  me  donner 
promptement  des  nouvelles  de  sa  santé  dont  il  paraissait  peu  con- 
tent, je  suis  resté  sans  réponse.  Heureusement  que  le  Compte 
rendu  et  le  Journal  des  Mathé,  sont  là  pour  me  rassurer,  un 
homme  productif  à  ce  point  ne  peut  pas  être  un  homme  bien 
malade. 

Veuillez,  Madame,  agréer  les  hommages  respectueux  de 
Votre  dévoué  serviteur 

G.  LEJEUNE-DIRICHLET. 

Gœttingue,  ce  21  mai  1857. 
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DIRICIILET  A  LIOUVILLE. 

Gœltingue,  ce  27  aoiU  i858. 

Mon  cher  et  excellent  ami, 

Pour  vous  prouver  que  je  ne  suis  pas  incorrigible,  je  me  hâte 
de  vous  remercier  de  la  promptitude  au-dessus  de  tout  éloge  avec 
laquelle  vous  avez  bien  voulu  me  répondre  et  de  vous  exprimer  en 
même  temps  mes  regrets  les  phis  vifs  de  voir  renvoyé  aux  calendes 
grecques  la  visite  sur  laquelle  nous  avions  compté  pour  cette 
année.  —  Mad.  DiriclileL  est  de  retour  depuis  quelques  jours,  je  ne 
larderai  pas  à  me  mettre  en  route  moi-même.  Je  me  dirigerai  proba- 
blement vers  la  Bavière  rhénane,  le  Palatinat  (*),  pays  renommé 
pour  la  cure  de  raisins  qui  y  doit  commencer  cette  année  vers  le 
premier  septembre,  si  l'on  peut  s'en  rapporter  aux  annonces  dans 
les  journaux.  Comme  je  me  trouverai  là  sur  la  frontière  de  France, 
à  5  ou  6  heures  de  Toul,  je  n'ai  pas  besoin  de  vous  dire  si  je 
suis  tenté  de  faire  une  apparition  dans  la  ville  antique  que  vous 
appelez  la  capitale  de  la  Lorraine.  Je  crois  pourtant  que  j'aurai  la 
force  morale  nécessaire  pour  m'abstenir  et  pour  ne  pas  pécher  de 
nouveau  contre  une  loi  qui  doit  être  sacrée  à  nous  autres  surtout 
viri  arithmetici  comme  nous  appelait  Jacobi,  je  veux  dire  la  loi 
de  réciprocité. 

A  propos  d'arithméthique,  je  dois  vous  exprimer  le  vif  plaisir 
que  m'a  causé  le  beau  théorème  que  vous  avez  donné  dans  le  cahier 
d'avril  (-).  Je  n'en  ai  eu  connaissance  que  hier  soir  à  la  biblio- 
thèque, mon  exemplaire  ne  m'étant  pas  encore  parvenu.  Comme 
ce  premier  article  ne  contient  pas  la  démonstration  de   cette   pro- 

(  '  )  D'après  la  Gedàchtnissrecle  auf  Gustav-Peter  Lejeune-Dirichlet  de 
Kumiiier  {ŒJuvres  de  Diriclilet,  t.  II,  p.  SSg),  c'est  en  Suisse  que  voyagea 
Dirichiet;  il  s'arrêta  à  Montreux.  C'est  là  qu'il  ressentit  la  première  et  violente 
atteinte  de  la  maladie  de  cœur  qui  devait  l'emporter  quelques  mois  plus  tard 
(3  mai  1859),  après  la  mort  subite  de  sa  femme. 

(-)  5m/-  quelques  formules  générales  qui  peuvent  être  utiles  dans  la  théorie 
des  nombres  {Journal  de  Liouville,  2=  série,  t.  III,  i858,  p.  i43).  J'extrais  de  ce 
-Mémoire  l'énoncé  que  Dirichiet  démontre;  dans  ce  qui  suit,  f{x)  désigne  une 
fonction  paire. 

«  Soit  ni  un  nombre  impair  donné  à  volonté.  Décomposons  2m  en  deux  parties 
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position  si  riche  en  conséquences,  je  nie  hasarderai  à  vous  commu- 
niquer celle  que  j'ai  trouvée  dans  ma  promenade  du  soir,  juste  à 
la  suite  de  cette  lecture.  Comme  celte  démonstration  est  fondée 
sur  le  même  principe  que  la  démonstration  du  théorème  de  Jacobi 
telle  que  je  l'ai  exposée  dans  un  article  de  votre  journal  (')  je 
conserverai  les  notations  de  cet  article,  je  désigne  de  plus  par 
z>(a:,y)  une  fonction  paire  en  x  et  y  et  en  outre  telle  que 

9(jK,  .Î-)  =  —  v(-^i  y)- 

Cela  posé  considérons  la  somme 

A  =  ^  <f(  a  —  b,c  -T-  cl) 

qui  doit  être  étendue  à  toutes  les  solutions  de  l'équation 
(i)  ad  -^  bc  =^  î  ni. 

impaires  m' ,  m",  de  maaière  qu'on  ail 

2  ni  =  m'  -f-  m", 

m'  prenant  successivement  les  valeurs 

I,     3,     5,     ....     ini  —  3,     -2  m — i, 
tandis  que  m"  prend  les  valeurs  complémentaires  ou  correspondantes 

2  ni  —  1 ,     2  ni  —  3 ,     . . . ,     5 ,     3 ,     i . 

»  Désignons  généralement  par  cl'  un  quelconque  des  diviseurs  de  m'  et  par  ci'  un 
quelconque  des  diviseurs  du  nombre  correspondant  ni' ,  puis  formons  la  somme 
triple 

^  =  ^\^^[f^d--cl")-f{cl-^d")]\. 

»  Les  deux  premières  sommations  se  rapportent  aux  diviseurs  cl' .  cl"  de  chacun 
des  groupes  m',  m"  et  le  troisième  2  indique  qu'on  doit  faire  le  total  des  sommes 
partielles  ainsi  obtenues  pour  les  groupes  successifs 

I ,     ini  —  I  ;     3,     1  m  —  3  ;     ...  ;     im  —  i ,     i . 

»  La  valeur  de  la  somme  complète  S  peut  toujours  être  exprimée  simplement  au 
moyen  des  diviseurs  d  de  l'entier  impair  donné  m.  Je  trouve  en  effet  que 

(  '  )  Sur  l'équation 

t--^  u^+  V--T-  w-  =  4  m, 

par  M.  G.  Lejeune-Dirichlet.  {Journal  de  Liouville,  2'  série,  t.  I,  i856,  p.  210. 
—  Œuvres  de  Dirichlet,  t.  II,  p.  200.)  «...  Tous  les  entiers  que  nous  désigne- 
rons par  des  lettres  latines  sont  positifs  et  impairs  ....  >> 
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Laissant  de  côté  pour  nii  instant  les  solutions  pour  lesquelles 
a  =  b,  \\  est  évident  qu'on  peut  supposer  a^b  cl  doubler  le 
résultat.  Mais  les  solutions  qui  remplissent  cette  condition  sont 
toujours  associées  deux  à  deux  de  cette  manière  que,  pour  deux 
solutions  associées  a,  b,  c,  d]  a',  b',  c',  d' ;  on  a 

a  —  b  ^  c'  -^-  d\         c  -h  d  =  a'  —  b'  ; 

il  suit  de  là  et  de  l'hypothèse  faite  sur  la  fonction  ^(x,^^)  qu'on  a 
o{a' —  b\  c' -\-  d')  ^=  (i{c  ^  d,  a  —  è)  =  —  œ(a  —  b,c  -^  d). 

Les  termes  répondant  à  des  solutions  associées  se  détruisent 
ainsi  deux  à  deux  ;  il  ne  reste  dans  A  que  les  termes  pour  lesquels 
on  a  a  =  b,  et  l'on  aura 

^  o(a  —  b,  c  -\-  d)  =  ^  e  «pfo,  se), 

cette  dernière  somme  s'étendant  aux  diviseurs  e  de  m.  Si  mainte- 
nant on  suppose  '^(x  +  JK)  =/{x)  — f{y)if{^)  étant  une  fonc- 
tion paire,  on  obtient  votre  théorème,  en  observant  qu'à  cause  de 
la  manière  symétrique  dont  l'équation  (i)  contient  ces  deux  groupes 
rt,  b  ]  c,  d,  on  peut  au  lieu  de 

^[f{a-b)-f(c-^d)] 
écrire  plus  simplement 

V[/r«_é)-/(«-H6)]. 

J'ai  oublié  l'autre  jour  de  vous  dire  que  l'attraction  d'un  ellip- 
soïde plein  s'exprime  sons  forme  finie  pour  toute  loi  d'attraction 

de   la    forme — >   m   étant  un  entier  ">i.  C'est   une  conséquence 

très  simple  du  cas  particulier  où  m  =  2  et  delà  propriété  générale 
presque  évidente  que  de  l'attraction  exercée  par  une  masse  quel 
conque  pour  le  cas  d'une  loi  d'attraction  exprimée  par  la  formule 

—,   on   peut  déduire  par  de   simples    differentiations    l'attraction 

pour  le  cas  de  —^^,y  pourvu  qu'on  n'ait  pas  a  =  2. 

Mais  en  voilà  assez  de  grimoire. 
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Ayez  la  bonté  de  présenter  les  compliments  de  Mad.  Dirichlet 
cl  mes  respects  à  vos  dames. 
Totus  tibi 

G.  LEJEUNE-DIRICHLET. 

P.  S.  Quoique  je  doive  être  absent  de  Gœttingue  pour  un 
mois  à  peu  près,  ce  n'est  pas  une  raison  pour  que  vous  n'écriviez 
pas  pendant  ce  temps.  Votre  lettre  adressée  ici  me  sera  envoyée 
quelque  part  que  je  me  trouve. 


LIOUVILLE  A  DIRICHLET  (i). 

Toul,  21  octobre  i85S. 

J'étais  si  souffrant  hier  en  vous  écrivant  que  je  crains  fort  de 
vous  avoir  très  mal  expliqué  les  éléments  de  la  formule  dont  je 
vous  faisais  part.  11  faut  se  donner  à  volonté  un  nombre  entier  m 
et  considérer  toutes  les  solutions  de  l'équation  m  =  m'-  -t-  m",  où 
l'on  prend  pour  m'  un  entier  positif,  nul  ou  négatif,  indifférem- 
ment et  pour  ni^'  un  entier  esseiitiellement  positif.  Pour  chaque 
groupe  m',  m"  ainsi  obtenu  on  décompose  nf  dans  le  produit 
i'^' d'o' ^  où  d'  et  o"  sont  des  entiers  positifs  impairs,  et  où  l'expo- 
sant a"  doit  être  supposé  égal  à  zéro  quand  utl'  est  impair.  Gela 
posé,  soit  F(.r,j^)  une  fonclion  telle  que  l'on  ait 

F(o,jK)       =o, 

c'est-à-dire  une  fonction  qui   change  de  signe  avec  x  et  se  réduise 
à  zéro  pour  a:  =  o,  tandis  (pi'elle  ne  dépend    pas  du  signe  de  j^. 


(')  M"^  de  Blignières  a  reirouvé  récemment  le  brouillon  de  cette  lettre  qui, 
quoi  qu'en  dise  Liouville,  est  écrit  avec  le  plus  grand  soin.  Il  est  bien  vraisemblable 
qu'elle  était  destinée  à  Dirichlel,  mais  il  n'y  a  pas  certitude.  Elle  est  inachevée, 
il  n'est  pas  certain  non  plus  qu'elle  ait  été  envoyée.  Pour  le  contenu,  le  lecteur 
pourra  consulter  les  articles  de  Liouville  dans  son  Journal  :  Sur  quelques  formules 
générales  qui  peuvent  être  utiles  dans  la  théorie  des  nombres,  qui  se  trouvent 
dans  le  Tome  III  (iS58)  de  la  deuxième  série  et  plus  spécialement  le  septième, 
le  huitième,  le  neuvième  et  le  dixième,  p.  i,  7.3,  m,  19J  du  Tome  IV  (1809). 
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Faisons  la  somme  des  expressions  de  la  forme 

(— i)'«"  F(2^"d"  -^  m',  2  m'—  o") 

pour  toutes  les  valeurs  de  i'^' d"  et  o"dont  le  produit  est  m",  m'  et 
m"  restant  fixes;  puis  sommons  de  nouveau  le  résultat  pour  tous 
les  groupes  (wi',  wî")  dont  il  a  été  question  plus  haut  et  qui  donnent 
m  =  m'-  +  m". 

Celte  somme  double 

"V^  (—1)'""  F(2='"<i"-f-  m\  im'—o") 

sera  généralement  égale  à  zéro.  Mais  il  y  a  exception  quand  m  est 
un  carré,  et  alors  la  somme  est  égale  à 

—  [F(/m,  i)-i-F(/^,  3)-f-F(v/^,  5)+...+  F(v/m,  2/^-1)]. 

Vous  voyez  que   les  valeurs   de  y   employées   dans  F(a^,  r)  sont 

toutes  impaires;    mais  les  valeurs  de  a?  sont  paires   ou   impaires, 

.1. 
suivant  que  m  est  pair  ou  impair. 

Prenons  m  =  3.  Nous  aurons  ces  quatre  décompositions  : 

m  =  /n-  -T-  m"  ;         m'  =  o,         m"  =  i .  3         et         m"  =  3 .  i  ; 
/n'  =  ±  I ,         m"  =  2.1. 

De  là,  pour  notre  somme  double, 

—  F(i,  — 3j  — F(3,— i)-(-F(3,  i)-^F(i,  — 3), 

et,  comme  F  (3,  —  0^^  ^{^i  O5  ^^  trouve  bien  zéro  pour  lésullat. 

Mais  si  m  ^  I ,  on  n'a  que  cette  décomposition  1  =  o-  -f-  i .  i ,  et 
notre  somme  devient  (  —  i)-F(i, —  1)  ou  — F(i,i),  vu  que 
F(i,-i)  =  F(i,,). 

Cela  s'accorde  avec  ce  que  j'ai  dit  ci-dessus,  parce  que  i  est  un 
carré. 

Pour  m  =  4^  on  doit  trouver 

-[F(2,i)-i-F(2,3)], 

et  cela  résulte  en  efi'et  des  décompositions  m  =  /;/--|-  m",  qui  sont 
alors  au  nombre  de  cinq,  savoir:  m'=zo,  /;i"=4.i;  m' ^  z<z  i 
avec  m"  =z  3.i  et  avec  wt"=  i.3  ;  ce  qui  donne 

F(4,-i)-F(4,  i;-F(2, -3j-F(2,-ij-F(o,  5); 
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il  suffit  d'observer  à  présent  cjLieF(4,  —  0  ^=  F(4,i), 

F(2,  — 3)=  F(2,3),         F(';>,  — I)  =  F(2.  I),         F(o,  — J)  =  o. 

Il    me    semble    qu'hier  j'ai  écrit    pour   la   valeur  de  la    somme 
double,  dans  le  cas  de  m  carré, 

—  \/  m  [F(v//?i,  i)  +  F(v/m,  •).)  -i- .  .  . --+-  F(\//n,  is/m  —  i)], 

au  lieu  de 

—  [-F(v'm.  i)-f-F(v/^,  3)  -+-F(v/m,  5) +.  . .-;- F(v/7;7, '2/^  — i)], 

barbouillant  à  la  hâte  le  papier  (ce  que  je  fais  encore  aujourd'hui) 
et  pienant  une  formule  pour  une  autre  dans  mes  cahiers  qui  sont 
tout  en  désordre.  Excusez-moi  et  croyez  bien  que  du  moins  je  ne 
me  trompe  pas  en  vous  répétant  que  tout  dépend  des  identités 

/??'•--!-(/>  —  m')o"=  (0" —  ni  y-  -h  (p  -{-  m' —  Ô")o" 

=  (2jP  -H  ni  —  0" )--^  {0"  —  p  —  ///')  (4/»  —  ô") 
=  (  ni  —  ip  )2  H-  {p  —  ni  )  (  ô"—  4/?  ). 

Une    autre  formule    d'une    importance    égale   dépend  de   cette 
autre  identité 

m'2-i-  {p  —  ni )rj"  —  p"- '^-  {  p  —  ni)  (0"  —  p  —  ni). 

Pour  l'écrire,  il  faut  d'abord  décomposer  m  comme  ci-dessus  et 
considérer  la  somme  double 

"V"V  (—  1)"^" ( 2^" d" -^  m' —  o")/(2*"c^"-+-  m',  2ni  —  0"), 

f{x^y)  étant  cette  fois  une  fonction  paire  tant  par  rapport  à  x 
que  par  rapport  a  y.  Il  faut  ensuite,  avec  les  mêmes  éléments,  for- 
mer cette  seconde  somme 

V y  (2«"rf"-  o")/( m',  2*"^"+  ô"). 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  les  deux  sommes  sont  égales. 

Soit /7i  =  I.  La  première  somme   sera   égale  à  zéro,  la   seconde 
aussi.    Soit    m  =  2  j     la    première    somme    sera     [à     cause     de 
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2  ^  0-+  2  . 1  =  (±:  1)-+  1 .  i] 

(2  — l)/(2,  —  l)—  (l-M  — !)/(•>,,  1)  —  (l  — I  —  l)/(0,  —  3)       OU      /(O.  —  J), 

el  la  seconde  ('  ) 

(2-i)/(o,  3)-H(i-i)/(i,'2)  +  (i-i). 
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(  '  )  La  lettre  et  même  la  formule  finale  sont  interrompues.  Dans  cette  formule 
le  dernier  terme  devrait  être  écrit 


(i-i)/(-i,  2). 
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CZUBER  (E.).  —  EiNFinRUNG  in  die  hoherr:  Mathe.matik.  i  vol.  in-8, 
x-38:i  pages.  Leipzig,  Teubner,  1909. 

Celte  Introduction  aux  hautes  Mathématiques  contient  ce 
qu'on  neiiL  regarder  comme  indispensable  à  un  ('liidiant  qui  veul. 
suivre  un  cours  de  Calcul  di(Térentiel  et  intégral;  elle  correspond 
donc  en  partie  à  ce  qui  s'enseigne  chez  nous  dans  la  classe  de  Ma- 
thématiques spéciales;  je  dis  en  partie,  parce  que,  aujourd'hui, 
le  Calcul  intégrai  et  la  Mécanique  tiennent  dans  celte  classe  une 
place  très  importante,  et  il  n'en  est  pas  question  dans  le  Livre  àv. 
M.  Czuber. 

Ce  Livre  |)eul  être  divisé  eu  trois  Parlies,  qui  sont  à  peu  |)rès 
d'égale  longueur. 

Dans  la  première,  après  avoir  rappelé  ou  développé  les  défi- 
nitions et  les  propositions  les  plus  importantes  relatives  à  la 
notion  de  nombre  réel  ou  imaginaire,  Tauieur  traite  des  limites, 
des  séries  et  des  produits  infinis;  il  introduit  d'une  façon  1res 
claire  les  notions  de  fonction  et  de  continuité,  en  s'aidanl  beau- 
coup de  la  représentation  géométrique;  il  développe  les  éléments 
du  Calcul  dilléientiel. 

La  seconde  Partie  se  rapporte  à  l'Algèbre  :  on  \  trouvera  suc- 
cessivement la  théorie  des  déterminants  et  des  équations  du 
piemier  degré,  les  propositions  fondamentales  sur  les  équations 
algébriques,  la  résolution  des  équations  numériques,  la  résolution 
algébrique  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

La  troisième  Partie,  enfin,  contient  les  premiers  éléinenls  de  la 
Géométrie  analvtique,  à  deux  ou  trois  dimensions.  J.  T. 


//(///.  des  Sciences  mathéni .,  1'  scne,   1.  XXXIII.  (Mars  '9<'9-) 
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VAHLEN  (K.-TH.).  —  Abstraktiî  Gkomktrie  :  Unterxnchunf^en  liber  die 
Griindlagen  der  euklidischen  und  niclit-euklidischen  Géométrie. 
I  vol.  in- 8".  xi-3o2  pages.  Leipzig,  Teuhner,  Kjoâ. 

Réduire  au  plus  pelil  uoinbi'e  jjossible  les  concepls  fonda- 
menlaux  [G lundbe griffe)  —  les  concepls  cpi'on  ne  ramène  pas  à 
d'aiilres  concepls  —  et  les  ihéorènies  fondamenlaux  l^Grund- 
sàlze\  —  les  ihéorèmes  qu'on  ne  démontre  pas,  qu'on  les  re- 
garde d'ailleuis  comme  des  axiomes  ou  des  postulats;  —  en  même 
tenH)s,  réduire  au  minimum  le  coulenu  de  chaque  concept  et  de 
chaque  théorème  fondamental,  tel  est  le  but  que  s'est  proj)Osé 
M.  Vahlen  en  écrivant  cette  Géométrie  abstraite.  Elle  mérile 
bien  son  épilliète  :  les  concepts  gi'ométriques,  comme  ceux  du 
point  ou  de  la  droite,  n'ont  plus  rien  de  ce  qui  reste  encore  en 
eux  d'intuilil  ou  de  concret  dans  la  Géométrie  usuelle.  L'intui- 
tion spatiable  n'intervient  pas  dans  les  démonstrations  :  celles-ci 
résultent  logiquement  de  définitions  ou  d'énoncés  des  concepls  ou 
des  théorèmes  fondamentaux,  qui  ne  siii;gèrent  aucune  image, 
qui  contiennent  tout  juste  ce  qui  est  indispensable  pour  les  dé- 
ductions, et  rien  de  plus;  les  uns  et  les  autres  sont  introduits  et 
développés  au  fur  et  à  mesure,  de  manière  à  mettre  en  évidence 
la  parfaite  indépendance  de  chacun  des  tliéorèmes  et  de  ceux  qui 
le  précèdent,  à  montrer  qu'ils  sont  nécessaires  et  suffisants  pour 
le  développement  ullérieur  de  la  Science  et  à  faire  nettement  res- 
sortir les  points  où  bifurquent  les  diverses  géométries.  Les  con- 
cepts que  l'on  continue  de  traduire  par  les  dénominations  géomé- 
triques habituelles  peuvent  d'ailleurs  être  n'alisés  au  moven  de 
systèmes  de  nombres  (coordonnées)  et  d'éopialions  de  façon  à 
satisfaire  aux  théorèmes  fondamentaux  (axiomes  et  [)Ostulats).  On 
est  ainsi  bien  assur(''  que  les  systèmes  de  ces  axiomes  et  postulats 
ne  comportent  pas  de  contradiction. 

Les  nombres  tenant  ainsi  un  rôle  essentiel  dans  la  (j'-omélrie, 
\L  Vahlen  devait  reprendre  les  notions  fondamentales  qui  les  con- 
cernent, et  les  Graiidlageii  der  Aritlinietilc  par  où  commence  son 
l^lvre  n'en  sont  pas  la  partie  la  moins  originale.  Le  lecteur  éprou- 
vera peut-être  quelque  étonnement  en  lisant  les  définitions  de 
1  égalité,  de  la  continuité,  du  nombrt;  lui-même  ;  mais  il  se  rap- 
pellera que  V étonnement  est  le  eommenccnient  de  la  science,  et 
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ces  définitions  lui  donneront  grandement  à  réflécliir.  Il  ne  peut 
d'ailleurs  manquer  de  s'intéresser  à  la  façon  ingénieuse  et  pro- 
fonde dont  cette  arithmétique  prépare  à  la  géométrie. 

Le  développement  de  celfe-ci  comporte  quatre  parties  :  deux 
sont  consacrées  à  la  géométrie  projeclive  ;  la  première  traite  des 
problèmes  de  construction  (Verbinden  und  Schneiden)^  et  la 
seconde  des  propositions  relatives  à  l'ordre.  L'auteur  s'occu|)e 
ensuite  de  la  géoniélrie  affine,  qui  se  distingue  de  la  géométrie 
projective  par  l'introduction  des  points  impropres  :  dans  la  géo- 
métrie eucliilienne  il  n'j  a  qu'un  point  impropre  sur  chaque 
droite;  il  v  en  a  une  infinité  dans  la  géométrie  de  Boljai-Lobot- 
chefskv.  Enfin  la  cinquième  et  dernière  partie  est  consacrée  à  la 
géométrie  métrique;  elle  se  termine  par  quelques  pages  sur  les 
aires  et  les  volumes.  J.  T. 


JoANNis  BoLYAi  IN  Memoriam.  Libellas  post  sœciilurn  quant  Joannes 
Bolyai  de  Bolya  anno  MDCCCII.  a.  d.  kalendas  januarias  Claudio- 
poli  natus  est  ad  celebrandarn  mernoriain  ejus  inxinortalem  ex  con- 
silio  ordinis  matheniaticoruni  et  naturœ  scrutatoruni  regiœ  littera- 
rani  universitatis  hungaricœ  Francisco-Josephinœ  Claudio politanœ 
éditas.  Claudiopoli  MGMII,  typis  societatis  Franklinianae  Budapesti- 
neiisis. 

La  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  François-Joseph,  à  Bu- 
dapest, pour  célébrer  le  cenlenaire  de  Jean  Boljai,  avait  décidé  de 
publier  un  Ouvrage  destiné  à  mettre  en  évidence  les  services  que 
la  Géométrie  absolue  fondée  par  cet  illustre  géomètre  a  rendus  aux 
autres  disciplines  mathématiques,  au  cours  du  siècle  qui  vient  de 
finir. 

La  rédaction  de  cet  Ouvrage  avait  été  confiée  à  un  géomètre 
bien  connu,  M.  L.  Schlesinger,  professeur  à  l'Université  de  Buda- 
pest et  membre  de  l'Académie  hongroise  des  Sciences,  qui  s'est 
acquitté  de  cette  tâche  avec  tout  le  soin  et  tout  le  talent  auxquels 
on  pouvait  s'attendre. 

Le  Volume  commence  par  la  traduction  latine  d'une  lettre 
écrite  par  J.  Boljai  à  son  père,  Wolfgang,  lettre  dont  le  fac-similé 
forme  en  quelque  sorte  le  frontispice  du  Volume. 
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VienL  ensuite  un  Mémoire  de  M.  L.  Sclilesinger,  De  noniiullis 
absolutœ  geonietrîce  ad  theoriam  complexœ  variabilis  functio- 
num  applicationibus.  L'aulenry  développe  des  pro|)osilions  inté- 
ressanlcs  relati\es  à  VAnalysis  situs  et  à  dlIlV'ienls  piohirmes  de 
représentation  conforme. 

Vient  ensuite  un  IMémoire  de  M.  P.  Stack(^I,  De  ea  mechanicœ 
analyticœ  parte  quœ  ad  varielates  compliiriutn  diniensionum 
spécial.  Ce  travail  sera  consulté  avec  grand  jirofit  par  tous  ceux 
qu'intéresse  ce  sujet  de  haut  intérêt,  cpi'a  si  bien  approfondi 
IM.  Slâckel. 

Enfin,  l'opuscule  se  termine  par  un  index,  dûàM.  R.  Bonola, 
des  Ouvrages  cpii  ont  quelque  rapport  à  la  Géomélrie  absolue. 

Ce  précieux  index  ne  comprend  pas  moins  de  683  numéros  se 
rapportant  à  des  écrits  mathématiques  et  de  292  numéros  compre- 
nant les  Mémoires  critiques,  historiques  et  philosophiques. 

Ce  résumé  succinct  suffit  à  montrer  combien  l'Ouvrage  que  nous 
signalons  à  nos  lecteurs  est  intéressant  et  vraiment  digne  du  grand 
inventeur  dont  la  nation  hongroise  est  firre  à  juste  litre. 

D.  G. 


RICHTER  (O.).  —  Krkis  und  Kugel  in  senkri-chter  Projection  fur  den 
Unterricht  lm)  zum  SelbststijDIUM.  I  vol.  in-8,  x-i88  pages  avec 
147  figures  dans  le  texte.  Leipzig  et  Berlin,  Teiihner,    1908. 

Comme  l'indique  son  titre,  l'Ouvrage  du  IJ""  Richter,  professeur 
au  Gymnase  Konig-Albert  de  Leipzig,  est  un  Ouvrage  d'ensei- 
gnement destiné  à  servir  de  complément  aux  ^lanuels  et  aux  Trai- 
tés de  Géométrie  descriptive.  Il  sera  co.nsultt'  avec  grand  profit, 
nous  en  sommes  convaincu,  par  les  professeurs  de  nos  lycées 
dont  la  |)réoccupation  est  d'élargir  et  d'améliorer  sans  cesse  leur 
enseignement.  Voici  les  titres  des  principales  divisions  de  la 
Table  : 

1 ''-'  Section  :  l'ellipse;  1"  Section  :  projection  orthogonale  de  la 
s[)hère;  3^  Section  :  applications,  prisme,  pjramide,  cylindre, 
cône,  sections  de  la  sphère,  solides  réguliers,  tore,  etc. 

J.  G. 
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LORIA  (GiNo).  —  Il  passato  ed  il  prksente  dellk  principali  teorie 
GEOMETRicHE.  Tcrza  edizione,  accresciuta  di  uno  sguardo  allo  sviluppo 
délia  Geometria  in  qtiest'  ultimo  decennio.  I11-8,  xxlii-475  pages.  Turin, 
Hans  Rinck,  1907. 


Depuis  (|ue  nous  avons  rendu  compte,  il  v  a  plus  de  10  ans,  de 
la  première  el  de  la  deuxième  édition  de  cet  Ouvrage  que  l'auteur 
plaçait  sous  l'invocation  d'un  de  nos  grands  écrivains,  Bossuet,  le 
beau  travail  de  M.  Loria  a  obtenu  dans  tous  les  pays  le  succès 
qu'il  méritait  à  tous  égards.  Les  travaux  relatifs  à  l'bistoire  des 
Sciences  sont  devenus  aujourd'hui  plus  indispensables  que  jamais. 
Ecrit  avec  une  grande  connaissance  du  sujet,  un  souci  incontes- 
table d'impartialité,  celui  du  savant  et  érudit  professeur  de  l'Uni- 
versité de  Gênes  a\ait  droit  au  succès  qu'il  a  obtenu.  Il  a  été 
traduit  en  allemand,  en  anglais,  en  polonais;  nous  regrettons  qu'on 
n'ait  pas  encore  songé  à  nous  en  donner  une  traduction  française. 
Cela  tient  sans  doute  à  la  négligence  dans  laquelle  on  tient 
aujourd'hui  la  Géométrie;  mais  on  ne  tardera  pas,  nous  en  sommes 
convaincu,  à  j  revenir.  On  s'apercevra  bientôt  sans  doute  (pi'elle 
est  le  fondement  indispensable,  et  tro|)  négligé,  aux  études  qui 
ont  pour  le  moment  la  faveur  des  mathématiciens  :  j'allais  dire  des 
géomètres. 

La  nouvelle  édition  a  encore  été  améliorée.  Elle  contient  un  a|i- 
pendice  étendu  faisant  connaître  les  progrès  accomplis  dans  les 
diflférentes  branches  depuis  la  publication  de  la  deuxième  édition. 
Cet  appendice,  qui  ne  comprend  pas  moins  de  120  pages,  se 
divise  en  plusieurs  sections,  ce  qui  rend  les  recherches  des  plus 
faciles. 

Des  travaux  comme  ceux  de  M.  Loria  seront  plus  tard  les  guides 
les  plus  précieux  et  les  plus  autorisés  pour  les  futurs  historiens  de 
la  Science  mathématique.  G.  D. 
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MÙLLER   (Félix).  —   Fuhrer  dlrch  die  mathematische  Literatur   mit 

BESONDERER      BeRLXKSICHTIGUNG      DER       HISTORICH-WICHTIOEX       ScilRIKTEN. 

I  \o\.  in-8,  x-i57.  pages.  Leipzig  et  Berlin,   B.-G.  Teubner,   1909. 

Ce  n'est  pas  à  proprement  parler  une  Bibliographie  malhéma- 
ti(pie  ([u'a  voulu  composer  M.  Mûllcr.  Il  a  été  moins  ambitieux,  ou 
plus  sage;  il  a  voulu  seulement  nous  orienter  à  travers  les  œuvres 
si  variées  |)ubliées  par  Jes  géomètres.  Nous  crovons  (pi'ila  atteint 
le  but  (ju  il  se  proposait  et  que  ce  guide  à  travers  la  litlératui^e 
nialhéniatique  (ju'il  offre  à  ses  lecteurs  sera  bien  propre  à  faci- 
liter leurs  travaux  et  leurs  recherches.  Sans  aucune  prétention  à 
être  complet,  M.  Mûller  s'est  attaché  à  signaler  les  écrits  les  plus 
importants  de  toute  nature,  et  il  a  généralement  réussi. 

Son  Livre  se  partage  e:i  trois  Parties.  La  première  fait  connaître 
les  écrits  didactiques,  les  œuvres  complètes,  les  encvclopédies,  etc. 
La  deuxième  comprend  la  philosopliie,  les  questions  d'enseigne- 
ment, l'Algèbie,  l'Ai  ithmélique  cl  l'Analyse.  La  troisième  est  con- 
sacrée à  la  Géométrie.  G.  J. 


P.  STiEGKEL  iND  AV.  AHRENS.  —  Der  Briekwechsel  zwischen  C.-G.-J. 
Jacobi  und  p. -H.  VON  Fàss  ueber  die  Heraisgabe  DER  Werke  Leonhari) 
Ellers,  herausgeben,  erlâutert  und  durch  einen  Abdruck  der  Fusschen 
Histe  der  Eulerschen  Werke  ergânzt.  i  vol.  in-S",  xi-184  pages.  Leipzig, 
Teubner,  1908. 

11  nous  suffira  évidemment  de  signaler  celle  intéressante  publi- 
cation qui  vient  à  point,  au  moment  où  l'on  s'occupe  de  léaliser 
le  désir,  ex|)rimé  de  toutes  parts  et  par  les  savants  les  plus  autorisés, 
de  publier  les  Œuvres  d'Euler.  Des  écrits  tels  que  celui  que  nous 
avons  la  bonne  fortune  de  signaler  sont  une  excellente  préparation 
à  la  publication  des  Œuvres  complètes,  et  en  même  temj)S  elles 
donnent  la  garantie  que  cette  publication  pourra  se  faire  dans  les 
meilleures  conditions.  D.  J. 
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BÔCHER  (M.)-  —  Ax  introdlciio.n  to  the  stldv  of  intégral  kquations. 
I  vol.  in-S,  72  pages.  Cambridge,  University  press  Warehouse,  1909. 

Ce  petit  Volume  fait  paiHie  des  Cambridge  Tracts  in  Mathe- 
matics  and  niatheniatical Physics,  dont  nous  avons  eu  plusieurs 
fois  l'occasion  de  parler.  Tl  sera  le  très  bien  venu  :  l'auteur  a 
exposé  d'une  fiiçon  concise  et  claire  les  propositions  les  plus 
inipoitantes  de  la  théorie  des  équations  intégrales  ;  l'exposition 
est  faite  en  tenant  le  |)lus  grand  compte  de  l'ordre  historique  ; 
les  découvertes,  ainsi  enchaînées,  apparaissent  comme  plus  natu- 
relles, sans  que  le  mérite  de  ceux  qui  les  ont  faites  soit  en  rien 
diminué.  Tout  au  contraire,  chaque  progrès  fait  mieux  ressortir 
Timporlance  des  résultats  antérieurement  obtenus  dans  celte  belle 
et  difficile  théorie,  dont  je  vais  essayer  de  retracer  l'histoire, 
d'après  le  Livre  de  M.  Bôcher. 

(]e  Livre  vient  d*nul;inl  mieux  à  son  heure  qiielesujet  n'a  guère 
pu  être  développé  dans  les  Traités  classiques  (')  et  que  l'intérêt  des 
applications  est  sans  doute  loin  d'être  épuisé. 

M.  Bôcher  commence  ])ar  développer  quelques  lemmes  concer- 
nant les  intégrales  définies,  qu'il  aura  souvent  l'occasion  d'ap- 
pliquer ;  je  ne  retiens  de  ces  premières  pages  que  la  définition 
suivante,  dont  j'aurai  besoin  :  on  dit  que  les  discontinuités  d'une 
fonction  des  deux  variables  .r,  y  sont  régulièrement  distribuées 
dans  le  carré  S  défini  par  les  inégalités 

a^x  ^b,        a  ^y^  b, 

ou  dans  le  triangle  T  défini  de  même  par  les  inégalités 

a  '^y'^x'^  b, 

si  elles  se  trouvent  toutes  sur  un  nombre  fini  de  courbes  qui 
admettent  des  tangentes  tournant  d'une  façon  continue  et  qui  ne 
sont  coupées  qu'en  un  nombre  fini  de  points  par  les  parallèles  à 
l'axe  des  x  ou  des  y. 


(')  Nous  signalons  un   peu    plus  loin   les  quelques  pages  consacrées  aux  équa- 
tions intégrales  dans  les  Exercices  et  Leçons  d'Analyse,  de  M.  d'Adhémar. 


PREMIÈRE  PARTIE 


l.c  premier  cxemijle  de  résoliitiou  (J'iine  é([tialioii  intégrale  est 
foiinii  par  la  cc'lèbre  formule  de  Foiirier 

f{3r)=—   I        j       cos(xz)  cos(zzi)/i  zi  )  dz  (/zi, 

valable  sous  ceiLaines  conditions  imposées  à  la  lonclion  f{x)el 
(pii  montre,  en  supposant  ces  conditions  vérifiées,  que  l'équation 

uih'ijiale 


->VîX 


/■(.r)  =  t/—    /       QO?,{xz)u{  z)  dz, 


011  /{x)  estime  fonction  donnée   et    a(.r)  la  fonction   inconnue, 
admet  la  solution 

M(.r)  =  i/l    r    cos{TZ)/(z)dz. 

i]p  ti'esl  pas,  toutefois,  à  ce  point  de  vue  que  Fourier  s'est 
placé. 

La  première  équation  intégrale  posée  explicitement  se  ren- 
contre dans  la  généralisation  par  Abel  du  problème  des  taulo- 
clironcs;  elle  a  la  forme 

u( z)  dz 


r    u(z)dz 


elle  appartient  au  tjpe  que   M.    Bôcher  désigne  comme  étant  de 
première   espèce;   la  fonction   inconnue    uÇz)   n'y  figure    pas   en 

dcliors  du  signe     /  • 

Abel  en  a  oblenu  la  sobiliuii  par  deux  méthodes  diliérentes  ; 
M.  (îoursat  est  revenu  récemment  sur  ce  sujet  [Acta  inathe- 
rnalica,  t.  XX\  II,  lyoS  l  M.  Bôcher  reproduit  l'ingénieuse 
solution  de  Liouville  (^Journal  de  Lioaville,  t.  IV,  i83ç)).  Ce 
n'est  pas,  d'ailleurs,  la  seule  contribution  que  l^iouville  s'est 
trouvé  apporter  à  une  théorie  dont  l'importance  devait  apparaître 
beaucoup  plus  tard.  Dans  le  Tome  H  de  son  journal  (i83-),  il 
montre  en  effet  que  l't'-qualion  différentielle  linéaire 

d^y        r    ,  /       1 
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où  p  est  une  constante  et  7{x)  une  fonction  coiiliniie  dans  lin- 
ler\alle(/7,  6),  admet  une  solulion  a  {x)  satislaisanl  au\  condi- 
lioDS  initiales, 

if(«  )  =  I,  «'(a  )  =  o, 

qui  vénlie  l'équalKjn  iiit('';.;rale 

uix)  =  co?,o{x  —  a) -\ /      i{z)û\io{x  —  z)uiz)dz, 

laquelle  n'a,  d'ailleurs,  qu'une  solution  continue. 

Or,  il  arrive  que  la  méthode  de  substitutions  successives  qua 
employée  Liouville  pour  résoudre  celte  dernière  équation  s'ap- 
plique tout  aussi  bien  à  la  résolution  de  l'équation  intégrale  de 
seconde  espèce 


(0 


«(^)  =/(^)  -+-  /      K(a',  z)  u{z)  dz, 


OÙ  l'on  suppose  (jue  la  fonction  fi^x^  est  continue  dans  Tinler- 
valle  (a,  b)  et  que  les  discontinuilés  du  noyau  K(j7,y),  s'il  y 
en  a,  sont  régulièrement  distribuées  dans  le  carré  S,  où  Ton 
admet,  en  outre,  rpie  la  fonction  R(jc,  y)  est  bornée.  Cette 
méthode  consiste  à  poser 

Uf)(x)—f{x),         u,i{x)  =f(x)-h  I     K{x,  z)Un-i{z)  dz, 
V\<yX)—   i     K{x,z)Uo(z)dz, 


'n(x)  =  K{x,z)Vn-l(^)  dz. 


On  reconnaît  >aiis  peine  fpie  la  série 

(2)  "o(^)  -+-  t'iC^)  — .  .  .—  ^a^X)  ^.  .  . 

satisfait  formellement  à  l'équation  intégrale  ;  si  donc  la  série  est 
uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (a,  6),  sa  somme  four- 
nira une  solution  de  cette  équation,  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  ; 
\\  est,  d  yilleuis,  aisé  de  voir  (pi  il  n  v  a  pas  d'autre  solution  con- 
tinue. 

Or,  la  convergence  uniforme  de  la  série  apparaît  aisément  dans 


74  PREMIER  K   PAirriE. 

deux  cas,  celui  où  la  fonclion  K(a:,y)  est  supposée  nulle  dans  S 
|iour  r  >  J7,  en  sorte  cpie  l'équalion  intégrale  peut  s  écrire 

(3)  u{x)  =  f{x)  ^  I      K(x,  z)  u(z)  dz, 

et  celui  où,  en  désignant  par  M  la  borne  supéiienre  de  la  fonclion 
K(x,jk)  dans  le  carré  S,  on  a 

M(b  —  a)<\. 

M.  Bôclier  montre  encore  cpie  la  même  méthode  s'applique 
aussi  à  l'équation  intégrale 

u{x)=f(x)-^  f     •^l^^u{z)dz  (o<).<i), 

OÙ  l'on  suppose  que  la  (onction  (j{x,  y)  est  bornée  dans  le 
triangle  T  et  que  ses  discontinuités,  si  elle  en  a,  sont  réguliè- 
rement distribuées  dans  ce  triangle. 

M.  Volterra  (')  a  indiqué  un  nouveau  point  de  vue  et  obtenu 
des  résultats  très  importants.  M.  Bôcher  expose  la  méthode  sur 
l'équalion  (i),  en  supposant  toujours  cpie  la  fonction  K(.r,j') 
soit  bornée  dans  S  et  qne  ses  disi  ontinuités,  si  elle  en  a,  soient 
régulièrement  distribuées  dans  celle  aire.  (>e  cas  contient,  comme 
on  \ientde  le  voir,  celui  qu'a  considéré  M.  Volterra,  où  I  étpiation 
intégrale  a  la  forme  (3). 

En  posant 

Ki(a7,7)  =  K(:r,jK),  K,{x,v)=l      K{  x,  z)  Ki-i(z,y)  dz, 

on  trouve  sans  peine,  quels  que  soient  les  nombres  naturels  i  ety, 

(4)  Ki^j(x,y)=  Kiix,z)Kj(z,y)dz. 
La  série 

(5)  K,(x,y)-]-K,(x.y)^K,(x,y)-^... 

est  d'ailleurs  absolument  et  uniformément  convero^ente  dans  S  ou 


(')  Voir  les  Atti  de  l'Académie  de  Tui'in  et  les  Pendiconti  de  l'Académie  des 
Lincei  pour  1896. 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES.  75 

dans  T,  chms  les  deux  mêmes  cas  où  l'on  a  vu  que  cette  conver- 
gence élait  assurée  pour  la  série  (2).  Supposons  la  séiie  (5)  uni- 
formément convergente;  désignons  sa  somme  par  — k  (x,y)  et 
son  reste  par  R„2  (.r,  j>^),  en  la  limitant  au  m''""''  terme.  On  montre 
sans  grande  difficulté,  en  tenant  compte  de  l'identité  (4),  qwe 
l'on  a 

R„,(T,y)=^  j      k{x,z)K„,{z,y)dz=—  j      K„Ax,  z)k  {z,  y)  dz, 
*-  Il  *-  Il 

d'où  l'on  déduit  en  particulier,  pour  /;?  =  !, 

(6)      K(x,y)-^k(x,y)=  f     K{x,  z)  k{z,y)  dz  =  f    k{x,  z)K(z, y)  dz. 

Ces  dernières  égalités,  indépendamment  de  la  façon  dont  on  les 
a  obtenues,  permettent  de  définir  les  fonctions  R(.r,jK),  k{x,y), 
dont  on  suppose  les  discontinuités  régulièrement  distribuées 
dans  S,  comme  étant  réciproques  dans  S;  leur  somme  est  une 
fonction  continue  dans  S.  Il  n'y  a  qu'une  fonction  réci[)roque 
d'une  fonction  donnée  K  i^x^y').  Tontes  les  fois  qu'on  a  obtenu 
une  fonction  k[x^y)  réciproque  de  K(a7,j'),  on  a  une  solution 
de  l'équation  (i),  à  savoir 

^  h 

«(^)=/(^)-  /      kix,z\f(z)dz. 
'-Il 

Dans  les  cas  qu'on  a  signalés,  cette  solution  peut  s'écrire 

"  =  "       b 
u(x)=f{x)-^^J    K,Ax,z)J\z)dz. 

n  =  1 

M.  Volterra  avait  aussi  remarqué  f|U(;  les  équations  du  tj|)e 

fix)—   /      \\(x,  z)  u{z)  dz 
<-  ,1 

pouvaient  être  regardées  comme  une  Ibrme  limite  d'un  système 
de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues  où  n  augmente 
indéfiniment,  et  cette  remarque  s'étendait  d'elle-même  au  cas 
des   équations    de    seconde    espèce.    C'est,    comme    on    le    sait, 
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M.  Fredlîolm  (')  qui  a  eu  le  grand  mérite  de  monlrer  comment 
on  pouvait,  en  partant  de  cette  idée,  aussi  simple  mais  plus  diffi- 
cile à  réaliser  que  l'œuf  de  Colomb,  parvenir  à  la  solution  des 
équations  du  type  (i),  équations  auxquelles  son  nom  est  resté 
attaché. 

La  résolution,  par  la  règle  de  (^lamer,  des  équations  du  premier 
degré  obtenues  en  regardant,  dans  l'équation  (i),  l'intégrale  définie 
comme  une  somme  et  en  remplaçant  x  par  les  bornes  des  i:iler- 
vallcs  partiels,  puis  en  supposant  que  les  intervalles  partiels  tendent 
vers   zéro,    un    passage  à    la  limite,   analogue  à   celui    ((ui  conduit 

du  développement  de  (  i  H —  \  à  la  séiie  <?■*',  amèn(;nt  à  la  consi- 
dération d'un  nombre  D  (le  délerininant)  et  d'une  fonction 
D  (^x,y)  (la  fonction   adjointe),  qui  sont  définies  par  les  séries 

(7)  D^i-j      \i(zi,zOdz, 


d 


(8)     D(a;,y)=li(x,j)-  I 


\\{Z.,Z,)        K(J.,,32) 

"''  '   \Ux,y)      K(a",  3i) 

K(^i,j)     K(2;,,^,) 

h 


dz<  dz-i  ■ 


dz, 


K{x,j)  K{x,z,)  Kix,z,) 
K(,zi,y)  K{zi,zi)  K(^i,^o! 
K{z,,j')     K{z,,zi)     K(z,.,z,) 


dz[  dz-y 


et  l'on  a  la  proposition  précise  que  voici  : 

A  cliaf|ue  fonction  K(,r,y)  bornée  dans  S,  dont  les  disconti- 
nuités sont  régulièrement  distribuées  dans  S  et  pour  la(|uelle 
K(.2::,  x)  est  intégrable  dans  l'intervalle  (a,  b),  correspond  un 
déterminant  D  donné  par  la  série  al)Solument  convergente  ('j)  et 
une  fonction  adjointe  D  (x^y)  donnée  par  la  série  (8)  absolument 
et  unilormément  convergente  ;  cette  fonction  adjointe  est  bornée 
dans  S;  elle  est  continue  en  tout  point  oîi  la  fonction  K.  (x,  y)  est 
continue;  celle  dernière  fonction,  le  dt'terminanl  D  et  la  fonction 


(')    Ofversigt  of  K.  Vetenskaps-Akademieiis  Fôrhandliagar.   t.  LVIf,  igoo; 
Acta  mathemalica,  t.  XXVII,  kjoS. 
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adjointe  D  (.c,  ))  vérifient  les  idenlilés 

(9)  D(x.y)-DK(x,y)=  f    K(T,z)D(z,y)dz=  f    D(x,  z)K{z,y)dz, 

D  (.r    r) 
qui  monlrenl  que '^     est  la  fonction  réciproque  k{x,y) 

de  R  (x, y),  lorsque  le  déterminant  D  n'est  pas  nul. 

D'a|)rès  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  Téqualion  (1)  admet  alors 
la  sol ul ion 

(10)  -  u(x)=f{x)-  ^   j     /(x)D{x,z)dz. 

<-  Il 

Telle  est  la  solution  de  M.  F'tedliolni.  M.  Bôclier  la  présente 
sous  une  forme  très  suggestive  et  claire,  en  indiquant  d'abord  à 
grands  tiaits  la  suite  des  idées,  puis,  la  solution  une  lois  obtenue, 
il  rétablit  d'une  façon  rigoureuse. 

]\ous  ne  devons  ])as  oublier  le  rôle  que  joue,  |)our  la  démons- 
tration de  la  convergence  des  séries  (-)  et  (8),  le  beau  théorème 
sur  le  maximum  de  la  valeur  absolue  d'un  déterminant,  que 
M.  Hadamard  a  donné  dans  \e  Bulletin  (t.  XVIL,  1893)  quelques 
années  avant  la  découverte  de  M.  Fredholm.  On  doit  à  M.  Wir- 
liiigerune  démonstration  simple  de  ce  théorème,  moins  profonde 
que  la  démonstration  algébrique  de  M.  Hadamard,  mais  commode 
pour  l'enseignement. 

Il  |)eut  être  utile  de  considérer  (  '  )  à  côté  de  la  fonction  K  (a;,  y)^ 
dans  S,  une  ("onction  Ro(.r,  j')  cpii  lui  est  égale  quand  x  est  dif- 
férent dey,  qui  est  nulle  pour  x  =y.  La  solution  de  M.  Fredholm 
subsiste  quand  on  rem|)lace  le  déterminant  D  et  la  fonction 
adjointe  D[x,y)  par  le  déterminant  D^  et  la  fonction  adjointe 
Do(.Z',  j),  qui  se  rapportent  à  la  l'onction  K^Çx^y)  :  il  est  à 
remarquer  que  Dq  et  Do(>27,  j)')  [)euvent  exister  lorsque  D  et 
D(a-,y)  n'existent  j)as. 

En  particulier,  quand  l'équation  appartient  au  type  (3)  consi- 
déré par  M.  Volterra,  et  qu'on  la  ramène  au  type  (i)  en  suppo- 
sant, comme  on  l'a  expliqué,  Ko  {x,r)  =  o  pour  j'  >  x,  on  a  alors 


Cj  HiLUEUT,  Gotliiigei-  Aac'i/ic/iten,  1904,  p.  Bii.  M.  Hilbcrl  avait  principale- 
ment en  \ue  le  cas  où  la  fonclioti  li{x,  y)  peut  devenir  infime.  M.  IJùclier  ne 
truite  jias  ce  cas. 
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Du=i    ci   la  série   qui   donne  Do(x,y)  se  réJuil   à   la  série   (5), 
en  sorlo  f|iron  retrouve  la  soltilion  de  M.  Vollerra. 
La  considération  de  l'équation 

uicc)  =fix) -^  1  I      K(x,  z)  u(z)  dz, 

qui  se  déduit  simplement  de  l'équation  (i)  en  remplaçant  K(^,  :;) 
par  aK(^,5)  (à  constarit),  donne  lieu  à  d'Intéressants  dévelop- 
pements; les  séries  D  et  D(:c,  j),  qu'il  convient  maintenant  de 
désigner  par  D(À)  et  D(jc,y;À),  sont  alors  ordonnées  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  X.  Si  A  n'est  pas  une  racine 
de  D()v),  la  solution  précédente  s'ai)plique  sans  dif(iculté  :  oa 
prévoit,  dès  lors,  l'importance  que  vont  prendre  les  racines  de 
l'équation  D(À)==o,  qu'on  désigne  comme  étant  les  racines 
pour  la  fonction  K(:r,y).  Cette  importance  apparaît  en  particu- 
lier pour  les  équations  intégrales  homogènes 


ii{t)  = /.  I      li{x,  z)  u{z)  dz, 


qui,  lorsc|ue  À  n'est  pas  une  racine  pour  K,  n'ont  pas  d'autre 
solution  continue  qu'une  fonction  n(x)  identiquement  nulle. 
jNI.  Fredholm  a  montré  que,  si  A  est  une  racine,  l'équation  a  une 
ou  plusieurs  solutions  continues,  aiities  <|ue  zéro  :  elles  sont  dites 
solutions  principales  relatives  à  la  racine.  M.  Knesev  {Rendico/fti 
du  Cercle  de  Paler/ne,  t.  XXII,  1906)  a  donné  une  démonstration 
très  simple  de  ce  théorème,  que  reproduit  M.  Bôcher.  Le  nombre 
des  solutions  principales  relatives  à  une  racine,  qui  sont  linéaire- 
ment indépendantes,  s'appelle  V indice  de  la  racine.  M.  Fredholm, 
par  l'étude  approfondie  de  séries  qui  correspondent  aux  mineurs 
du  déterminant  d'un  système  d'équations  du  premier  degré,  est 
parvenu  à  montrer  que  l'indice  d'une  racine  ne  peut  pas  excéder 
son  ordre  de  multiplicité.  M.  Bôcher  se  contonte  d'établir, 
d'après  AL  Schniidt,  que  l'indice  d'une  racine  réelle  de  D('a)  est 
fini. 

Le  cas  où  le  noyau  }L(x^y)  est  symétrique  est  intéressant  en 
lui-même  ri  par  les  nombreuses  a|)|)lications  auxquelles  il  donne 
lieu,  enlin   jjarce  qu'il   [)eut  servir  de  (otulenient  à  une  théorie  des 
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équations  intégrales  à  nojau  non  symétrique  (').  M.  Bôcher  éta- 
blit les  propositions  fondamentales  relatives  à  ce  cas,  celle-ci  en 
particulier  pour  laquelle  il  a  utilisé  une  démonstration  due  à 
M.  Goursat  (-).  Si  x(^,y)  est  une  fonction  symétrique  bornée 
dans  S,  à  discontinuités  régulièrement  distribuées  et  qui  n'est  pas 
nulle  en  tous  les  j)oints  de  S  où  elle  est  continue,  si  p{x)^  Ç{y) 
sont  des  fonctions  continues  dans  lintervalle  (a,  b),  qui  ne  s'an- 
nulent pas  dans  cet  intervalle,  il  y  a  pour  la  fonction 

K(x,y)  =p{x)q(y)-A(x,y) 

au  moins  une  racine;  toutes  les  racines  sont  réelles  et  la  fonction 
réciproque  de  aK(:p,  jk),  considérée  comme  une  fonction  de  A, 
n'a  pas  d'autres  singularités  que  des  pôles  du  premier  ordre. 

Deux  solutions  principales  Ui{x),  u.,{x)  d'une  équation  inté- 
grale linéaire  et  homogène  à  noyau  symétrique,  qui  correspondent 
à  deux  racines  distinctes,    jouissent   de   la    jiropriété  qu'exprime 


l'égalité 

b 


f 


Ui{x)  u-2{x)  dx  =  o; 


en  d'autres  termes,  elles  sont  orthogonales  l'une  à  l'autre  dans 
l'intervalle  («,  b).  On  peut  alors  constituer  un  système  fini  ou 
infini  de  solutions  principales 

Ui{x),       Ui{x),        ...,        Unix),        ... 

orthogonales  l'une  à  l'autre,  et  qui  est  dit  complet  parce  que 
toutes  les  solutions  principales  dépendent  linéairement  de  celles-là. 
L'étude  des  développements  suivant  les  fonctions  m,(x), 
«2(^)1  •••  s'impose.  On  doit  d'importants  résultats  sur  ce  sujet 
à  M.  Hilbert,  à  M.  Schmidt  (Mémoires  cités  plus  haut)  et  à 
M.  Kneser  (^).  M.  Bôcher  démontre,  d'après  M.  Schmidt,  la  pro- 
position suivante,  qu'on  doit  à  M.  Hilbert  : 

(•)  Voir  les  .Mémoires  publiés  par  M.  HilberL  dans  les  .\achrichten  de  Gottin- 
gen,  à  parLir  de  1904,  sous  le  titre  Grundzuge  einer  allgenieinen  Théorie  der 
linearen  Integralgleichungen  el  dans  les  Math.  Annalen,  à  partir  de  1907, 
ceux  de  M.  Selimidt  lutiluiés  :  Zur  Théorie  der  linearen  iind  nichtlinearen 
Integralgleichungen . 

(^)  Comptes  rendus,  t.  CXLVI,  1908,  p.  Zi~. 

(';  Die  Théorie  der  Integralgleichungen  wid  die  Darstellun  g  der  Wirkiir  lichen 
Funktionen  in  der  niatheniatischea  Physilc  {Math.  Annalen,  t.  LXIII,  p.  477  )• 
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Si  la  fondion  symétrique  R(^,  j>^)  est  bornée  dans  S,  si  ses 
fli>conlimiitcs  sont  régulièrement  distribuées,  si  les  funclions 
ifi(x),  u^Çx)-!  ...,  Un{-Tc)i  •••  constituent  uti  système  coni|)lel 
de  sobitions  correspondant  respectivement  aux  racines  À,  ).o,  ..., 

Si  Ton  a  enfin,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  «, 


/ 


b 
uJi{  X j  dx  =  I, 


U\(t)  Uy(  y)        u^J  x)  iu(  y  ) 

quand  elle  converge  uniformément  dans  S,  re|)résenle  la  fonction 
R(jr,jK)  en  tout  point  où  cette  fonction  est  continue. 

Dans  les  dernières  pages  de  son  Livre,  M.  Bôclier  revient  sur 
réf|ualion  de  première  espèce  et,  en  particulier,  sur  l'é(|ualion 
de  Vol  terra, 

f{x)—l      li(x,  z)  u(z)dz, 

soit  que  le  noyau  soit  borné,  soit  cju'il  ait  la  forme 

(j{x,  z) 

}k(x,Z)—  r  (0<A<[). 

(X  —  Zf 

Il  établit  di  verses  propositions  dues  soit  à  M.  Vollcrra  lui-même, 
soit  à  M.  Holmgren  ('),  soit  à  M.  Lalesco  (-). 

J.T. 


LILIENTHAL  (R.  v. ).  —  VouLKsrxGEx  uber  Du  FERENTr\LGi:o.Mn:rRiE. 
Erster  Band  :  Kurventheorie.  i  vol.  in-8,  vi-368  pages  avec  26  lii;ures 
dans  le  texte.  Leipzig,  B.-G.  Teubner,  1908. 

i^a  première  Piirtie  de  cet  Ou\  rai;e  traite  des  courbes  planes  et 
fait  connaître  les  propi-iélés  essenlielles  relatives  à  la  hmii'enle,  à 
la  courbure,  aux  développées,  à  l;i  ilit'-niie  lle•^  cnxelopMf-,  eie. 

(')  Atti  cle  rAcadéniie  de  Turin,  l.  \XX\',   1900,  p.  5-<.. 

(-)  Journal  de  Mathématiques,  G'  série,  l.  IV,  1  joS,  p.  la.K 
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La  seconde  Partie  contient  la  théorie  des  courbes  dans  Tespace, 
Nous  y  avons  remarqué  plus  |>articulièrement  l'exposé  de  quelques 
travaux  intéressants  et  trop  négligés  d'habitude  :  par  exemple, 
l'étude  des  courbes  si  curieuses  dont  les  tangentes  appartiennent 
à  un  complexe  linéaire;  celle  des  courbes  de  Bertrand;  celle  de 
]a  méthode  par  laquelle  Sophus  Lie  nous  a  appris  à  déduire,  d'une 
courbe  à  torsion  constante,  une  suite  de  courbes  de  même  défini- 
tion, etc.  Nous  y  signalerons  également  une  étude  cinématique, 
toute  difterenle  d'ailleurs  de  la  méthode  du  trièdre  mobile.  C'est 
par  cette  étude  que  se  termine  le  Volume,  qui  sera  suivi,  nous 
l'espérons,  de  travaux  analogues  sur  les  autres  parties  de  la  Géo- 
métrie infinitésimale.  D.  J. 


STURM  (R.).  —  Die  Lehre  von  den  geometrischen  Yerwakdtschaftem. 
Erster  Band  :  Die  Verwanctschaften  zavischen  gebilden  ebster  Stife. 
I  vol.  in-8,  xii-4i5  pages.  Leipzig  et  Berlin,  B.-G.  Teubner,  igoS. 

Au  moment  où  le  distingué  géomètre  à  qui  nous  devons  tant 
d'importantes  études  de  géométrie  svnlhétique  entrevoit,  dans  un 
lointain  encore  éloigné,  nous  l'espérons,  la  fin  de  son  activité 
professorale  et  académique  à  l'Lniversité  deBreslau,  il  a  eu  l'idée 
très  heureuse  de  consacrer  un  Traité  élendu  à  cette  branche  de  la 
Géométrie  vraiment  trop  négligée  aujourd'hui.  Le  Volume  que 
nous  avons  à  présenter  à  nos  lecteurs  n'(;sl  que  le  premier  d'un 
Ouvrage  complet  qui  comprendra  quatre  Volumes  dont  le  plan  est 
déjà  tracé  et  qui  fera  reposer  la  Géométrie  sur  l'étude  des  diffé- 
rentes méthodes  de  transformation. 

Quoique  étant  lui-même  géomètre  de  synthèse,  M.  R.  Sturm 
n'est  pas  de  ceux  qui  veulent  que  la  Géométrie  se  suffise  à  elle- 
même  et  se  constitue  en  quelque  sorte  un  corps  de  doctrine 
propre  et  fermé.  Ce  n'est  pas  à  v.  Slaudl  qu'il  se  rattacherait, 
mais  plutôt  à  Descartes  qui  a  scellé  à  jamais  l'alliance  féconde  de 
l'Algèbre  et  de  la  Géométrie.  Il  ne  craint  pas  d'employer  la  théorie 
des  invariants  et  d'en  exposer  les  principes.  Il  y  a  dans  son  Traité 
quelquefois,  rarement  nous  en  convenons,  des  déterminants.  El 
s'il  est  loin  de   repousser   les   imaginaires,  c'est  en  s'appuyant  sur 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XXXIII.  (Mars  1909.)  6 
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l'Algèbre  qu'il  les  introduit.  Aussi  ne  irouvera-t-on  |)as  clans  son 
Ouvrage  de  dissertation  sur  les  fondements  de  la  Géométrie.  Il 
emploie  les  niéthodes  de  v.  Staudt,  et  nous  serions  même  tenté 
de  lui  reprocher  de  les  réunir  à  celles  des  autres  géomètres,  mais 
il  se  rattacherait  plutôt  à  Ponceiet  et  à  Sleiner,  à  Mobius,  à  Chasies, 
et  à  Crémona  dont  il  a  été  l'émule  pour  la  théorie  des  surfaces  du 
troisième  ordre. 

Le  présent  Volume  est  consacré  à  Tétude  des  transformations 
des  figures  à  une  dimension,  droites  [)onctuées,  faisceaux  de 
rayons  dans  un  plan,  faisceaux  de  plans  dans  l'espace.  On  sait, 
et  le  Traité  de  M.  Sturm  montre,  une  fois  de  plus,  tout  ce  que 
cette  étude,  si  limitée  en  apparence,  peul  donner  en  réalité.  Une 
courte  et  rapide  analyse  le  montrera  mieux  encore. 

Le  Volume  débute  par  la  théorie  des  segments  de  Mobius  et  de 
Chasies,  la  définition  et  les  propriétés  du  rapport  anharmonique, 
l'étude  de  l'involution  et  de  la  projectivité.  Les  propriétés  du 
quadrilatère  et  du  quadrangle  v  sont  établies  d'une  manière  pro- 
jeclive.  Nous  y  remarquons  aussi  la  reproduction  des  belles  pro- 
positions que  M.  Zeuthen  a  données  dans  ses  études  sur  le 
théorème  fondamental  de  la  géométrie  projective  parues  au 
Tome  GXXV^  des  Comptes  rendus.  Les  principes  de  la  théorie  des 
transversales,  la  définition  des  angles  à  l'aide  des  rapports  anhar- 
moniques,  les  constructions  avec  des  éléments  imaginaires,  les 
propriétés,  des  courbes  et  des  cônes  du  second  degré,  celles  des 
surfaces  réglées  du  second  ordre  se  présentent  naturellement  dans 
la  théorie.  L'exposition  est  toujours  accompagnée  d'iutlications 
historiques  faisant  connaître  à  qui  appartient  chaque  théorème 
important. 

La  seconde  Partie  de  l'Ouvrage  nous  représente  ce  principe  de 
correspondance  qui  jouait  un  rôle  si  important  et  si  utile  entre 
les  mains  de  Michel  Chasies  et  qui  paraît  si  oublié  aujourd'hui. 
M.  Sturm  nous  fait  connaître  d'après  Halphen  comment  ou  évaluera 
le  degré  de  multiplicité  de  chaque  solution  fournie  par  le  prin- 
cipe. Au  nombre  des  applications,  nous  remarquons  la  démons- 
tration des  célèbres  formules  de  Pliicker  relatives  aux  points 
singuliers. 

Le  Volume  se  termine  par  l'étude  des  correspondances  qui  sont 
de  degré  supérieur  et  en  particulier  par  l'étude  des    involutions 
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de  degré  quelconque.  Nous  y  signalerons  également  un  Chapitre 
sur  la  correspondance  trilinéaire  entre  trois  ligures  à  une  dimen- 
sion. 

Nous  espérons  que  Tauteur  ne  nous  fera  pas  trop  longtemps 
attendre  la  suite  de  sa  belle  exposition.  J.    G. 


WRIGHT  (J.-E.).  —  Invariants  of  quadratic  differential  forms.  {Cam- 
bridge  Tracts  in    Mathematics   and  matheniatical   Physics,   n"   9.) 

I  vol.  in-8,  vni-90  pages.  Cambridge,  University  Press  Warehouse,   1908. 

Ce  petit  Volume  contient,  sous  une  forme  abrégée,  des  indica- 
tions qui  seront  très  utiles  à  tous  ceux,  et  nous  aimons  à  croire 
qu'ils  seront  nombreux,  qui  veulent  s'orienter  dans  une  étude 
susceptible  des  applications  les  plus  variées  :  celles  des  formes 
quadratiques  de  différentielles. 

II  commence  par  une  introduction  donnant  la  définition  d'un 
invariant  différentiel.  Le  Chapitre  premier  contient  ensuite  des 
notions  sommaires  sur  la  définition  des  groupes  de  transforma- 
tions, puis  il  rappelle  dans  leur  ordre  les  principaux  travaux  qui 
ont  été  accomplis  sur  ce  sujet,  citant  le  nom  de  Cliristofïel  (il 
néglige  entièrement  Lipschitz),  ceux  de  Ricci  et  Lévi-Civita,  de 
Lie  et  de  Maschke. 

Le  Chapitre  II  contient  l'exposé  de  la  méthode  de  Christoffei,  la 
notion  de  la  forme  quadrilinéaire  et  les  conditions  d'équivalence 
de  deux  formes.  Il  donne  aussi  quelques  indications,  trop  brèves 
peut-être,  sur  l'excellent  Calcul  différentiel  absolu  de  MM.  Ricci 
et  Lévi-Civita  et,  en  particulier,  sur  la  dérivation  covariante  et 
contre-variante. 

Le  Chapitre  III  contient  l'exposé  de  la  méthode  de  Sophus  Lie 
reposant  sur  la  considération  et  les  propriétés  des  groupes  coriti- 
nus.  Il  introduit  aussi  la  définition  du  rang  d'une  forme  quadra- 
tique de  11  différentielles.  (On  dit  que  /•  est  le  rang  d'une  forme 
à  n  variables,  si  celle-ci  peut  être  ramenée  à  une  somme  de  carrés 
de  n -\- r  différentielles  exactes  et  ne  peut  pas  être  équivalente  à 
une   somme  contenant   les  carrés  d'un    moins    grand   nombre  de 


différentielles.) 
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Le  Cliapilre  IV  contient  l'exposé  de  la  méthode  symbolique  de 
Maschke  qui  se  rapproche  à  certains  égards  de  celle  qu'on  emploie 
dans  la  théorie  des  formes  algébriques. 

Viennent  ensuite  les  applications  de  la  théorie  générale  :  l'inter- 
prétation géométrique  des  invariants,  l'étude  des  formes  qua- 
dratiques de  deux  variables,  l'expression  des  paramètres  différen- 
tiels dans  ce  cas  spécial  en  fonction  de  trois  d'entre  eux,  les 
conditions  d'applicabilité  de  deux  surfaces  l'une  sur  l'autre. 
M.  Wright  passe  ensuite  aux  formes  quadratiques  à  trois  variables. 
Il  cherche  la  condition  pour  qu'une  famille  de  surfaces  fasse 
partie  d'un  sjstème  triple  orthogonal  et  fait  connaître  une  mé- 
thode donnée  par  M.  Darbpux  en  janvier  i8^3  dans  les  Comptes 
rendus.  11  termine  enfin  par  le  cas  des  formes  à  n  variables  et  les 
applications  à  Ja  Mécanique. 

On  le  voit,  cet  opuscule  de  90  pages  est  rempli  de  faits  intéres- 
sants et  sera  très  utilement  consulté  par  ceux  qui  s'occupent,  à  des 
points  de  vue  des  plus  variés,  des  formes  quadratiques  de  diflé- 
rentielles.  D.  G. 


SCHÙBEL(HaNS).  —  AUFSTELLUNG  VON  NICHT-EUKLIDISCHEN  MiNIMALFLACHEN. 

In-8,  47  pages.  Munich,  F.  Straub,  1906. 

M.  Darboux  a  montré  autrefois  que,  si  l'on  cherche  les  surfaces 
minima  dans  l'espace  non  euclidien,  on  est  conduit  exactement  à 
la  même  équation  aux  dérivées  partielles  que  si  l'on  cherche  les 
surfaces  à  courbure  conslante  dans  l'espace  ordinaire.  Ce  résultat 
avait  été  communiqué  à  Sophus  Lie  et  l'avait  vivement  intéressé. 
Dans  le  petit  écrit  dont  nous  rendons  compte  et  qui  n'est  autre 
que  sa  dissertation  inaugurale,  M.  Schiibel  reprend  les  équations 
de  M.  Darboux  pour  en  faire  des  applications  précises  et  détaillées. 
Ces  applications,  conduites  avec  habileté,  fournissent  la  déter- 
mination complète  des  surfaces  minima  non  euclidiennes  qui  cor- 
respondent, dans  resj)ace  ordinaire,  aux  hélicoïdes  ou  aux  surfaces 
«.le  révolution  de  courbure  constante.  J.  G. 
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FESTSCHRIFT  zuR  feieu  des^oo  Geburtstages  Leonhard  Ellers,  heraus- 
gegeben  vom  Vorslande  der  Berliner  mathematischen  Gesellschaft  mit 
■2  Bildriissen  Eulers.  i  vol.  in-8,  i^j  pages.  Leipzig  et  Berlin,  B.-G. 
Teubner,   1907. 

La  Société  mathématique  de  Berlin,  désirant  fêter  le  aoo*'  anni- 
versaire de  la  naissance  d'Eiiler,  a  tenu  le  i  5  avril  1907  une  séance 
solennelle  dans  le  grand  amphithéâtre  de  l'Institut  de  Physique  de 
l'Université.  Trois  membres  de  la  Société  avaient  été  invités  à 
prendre  la  parole.  M.  Valentin  fit  un  récitdelavie  d'Euler,  et  plus 
particulièrement  de  son  séjour  à  Berlin  pendant  la  période  de 
25  ans  qui  s'étend  de  1741  à  1766.  M.  Kneser  lut  une  intéressante 
Notice  sur  la  part  qu'Euler  a  prise  à  la  création  du  Calcul  des 
Variations,  et  M.  F.  Rcitter  parla  ensuite  des  travaux  d'Euler  sur 
le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide.  La  Société  mathéma- 
tique décida  de  publier  les  deux  premières  lectures,  en  y  adjoi- 
gnant une  étude  de  M.  F.  Millier  qui  est  une  revue  des  travaux 
les  plus  importants  d'Euler  et  un  travail  de  M.  Lampe  sur  l'intro- 
duction due  à  Euler  des  variables  imaginaires  dans  la  théorie  de 
la  fonction  exponentielle  et  de  la  fonction  logarithmique. 

On  a  encore  accru  l'intérêt  de  cette  publication  en  j  repro- 
duisant deux  portraits  d'Euler,  l'un  dii  à  Lorgna  et  datant  de  1787, 
l'autre  dû  à  Darbes  et  se  rapportant  à  peu  près  à  la  même  époque. 

J.   G. 


SCHILLING  (E.).  —  La  Piiotogrammétrie  comme  application'  de  la  Géo- 
métrie DESCRIPTIVE.  Édition  française,  rédigée,  avec  la  collaboration  de 
l'auteur,  par  L.  Gérard,  i  vol.  in-8,  101  pages  et  5  planches.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1908. 

Dans  sa  Préface,  l'auteur  nous  présente  son  Livre  comme  pro- 
venant de  conférences  qu'il  a  faites,  en  1904,  aux  professeurs  des 
écoles  supérieures  de  la  ville  de  Guttingen,  en  vue  de  rattacher  à 
l'enseignement  de  la  Géométrie    descriptive  la  Photogrammétrie, 
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qui,  depuis  longtemps,  a  pris  un  grand  développement  el  trouvé 
de  nombreuses  applications. 

Les  figures  géométrales  d'un  objet,  plan  et  élévation,  étant 
lonnées,  on  peut  tracer  sur  un  tableau  l'ensemble  des  lignes  qui 
constituent  la  perspective  de  cet  objet  par  rapport  à  un  point  de 
vue  déterminé.  Inversement,  on  peut  déduire  les  projections  hori- 
zontale et  verticale  d'un  objet  de  la  connaissance  d'une  ou  de 
plusieurs  de  ses  perspectives.  Tel  est  le  but  de  la  Photogram- 
mélrie  ('). 

Les  perspectives  considérées  ici  ne  sont  pas  des  épures  arti- 
ficielles, mais  résultent  de  photographies  d'objets  qui  nous 
environnent.  A  ce  propos,  il  est  nécessaire  de  faire  la  remarque 
que  voici  :  la  photographie  positive  d'un  objet  peut  être  regardée 
comme  la  perspective  de  cet  objet  sur  un  tableau  symétrique  de  la 
plaque  sensible  par  rapport  au  centre  de  l'objectif  qui  joue  le  r(jle 
de  point  de  vue  ;  la  distance  focale  représente  la  distance  du  point 
de  vue  au  tableau. 

L'Ouvrage  du  D""  Schilling  est  divisé  en  trois  Parties,  compre- 
nant respectivement  l'exposé  des  méthodes  photogrammétriques 
quand  on  connaît  une  seule  perspective,  l'extension  de  ces  mé-^ 
thodes  aux  cas  où  l'on  donne  deux  ou  plusieurs  vues,  et  enfin" 
les  applications  pratiques  de  la  Photogrammétrie. 

Une  seule  perspective  ne  suffit  pas  en  général  pour  définir  une 
figure,  car  on  peut  déplacer  les  points  de  la  figure  sur  les  ravons 
visuels  correspondants  sans  modifier  les  traces  de  ces  rayons  sur 
le  tableau.  Aussi,  dans  la  première  Partie,  ne  considère-t-on  que 
des  objets  dont  certaines  propriétés  géométriques  sont  connues  a 
priori  ou  se  déduisent  de  quelques  mesures  simples  prises  sur 
l'objet,  comme  des  monuments,  des  édifices,  des  intérieurs 
d'appartement. 

Un  premier  groupe  de  théorèmes  fait  connaître  les  règles  qui 
permettent  de  trouver,  par  des  constructions  très  simples,  qui 
sont  en  même  temps  des  exercices  intéressants  de  Géométrie,  ce 
que  l'auteur  appelle  la  première  orientation,  c'est-à-dire  la  ligne 
d  horizon,  le  point  principal  et  la  distance,  dans  le  cas  où,  le 
tableau  étant  vertical,  on  connaît   la    perspective    d'une  colonne 

(')  Désignée  en  Fiance  sous  le  nom  de  Métroplictographie. 
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verticale  à  base  carrée,  rectangle  ou  même  parallélogramme, 
pourvu  que  dans  ce  dernier  cas  on  ait  mesuré  sur  l'objet  le  ra|)port 
des  deux  dimensions  horizontales. 

Le  cas  du  tableau  incliné  est  examiné  ensuite  avec  un  objet  présen- 
tant trois  directions  principales  rectangulaires,  dont  une  verticale. 

Enfin,  lors(|ue  les  renseignements  fournis  par  la  perspective 
donnée  sont  insuffisants,  on  peut  utiliser,  pour  obtenir  la  première 
orientation,  des  indications  fournies  par  la  chambre  noire  conve- 
nablement préparée  et  des  ajipareils  qui  [jeuvent  v  être  adjoints, 
comme  un  théodolite. 

Après  avoir  ainsi  posé  les  règles  qui  permettent  d'obtenir  la 
première  orientation  dans  les  différents  cas  pratiques  qui  peuvent 
se  présenter,  l'auteur  fait  connaître  les  tracés  qui  donnent  la  resti- 
tution de  l'objet  par  sa  projection  horizontale  et  les  cotes  de 
hauteur.  La  méthode  revient  à  considérer,  comme  on  le  fait  en 
perspective  axononiétiique.  un  trièdre  Irirectangle  de  coordonnées, 
formé  par  les  trois  directions  principales  de  Tobjet  et  auquel  on 
rapporte  tous  les  autres  points.  On  obtient  ainsi  seulement  une 
figure  semblable  à  l'objet  réel,  mais  alors  la  connaissance  de  la 
grandeur  d'un  segment  de  l'objet  suffit  pour  reconstruire  cet  objet 
dans  sa  grandeur  véritable. 

Ces  tracés  sont  appliqués  à  des  exemples  frappants.  C'est  ainsi 
qu'une  simple  carte  postale,  donnant  une  vue  d'une  école,  a  per- 
mis de  restituer,  avec  la  plus  grande  facilité,  le  plan  et  les  deux 
élévations  du  bâtiment. 

De  même  un  tableau  d'Alljert  Durer,  représentant  saint  .Jérôme 
dans  sa  cellule,  a  permis  non  seulement  la  reconstruction  des 
objets  qui  figurent  dans  cet  intérieur,  mais  encore  de  pénétrer  la 
pensée  du  graveur  en  découvrant,  par  les  points  de  fuite  de 
certaines  lignes,  un  certain  arrangement  voulu  de  ces  objets. 

L'extension  des  méthodes  photogrammétriques,  au  cas  où  l'on 
connaît  deux  ou  plusieurs  perspectives  de  l'objet,  constitue  la 
deuxième  Partie  du  Livre  du  D'"  Schilling.  Ici  les  restrictions 
apportées  dans  la  piemière  Partie,  et  qui  impliquaient  la  connais- 
sance de  certaines  propriétés  géométricpies  de  la  figure,  ne  sont 
plus  nécessaires  :  avec  deux  perspectives,  faites  de  deux  points  de 
vue  dont  la  position  est  connue,  on  peut  restituer  dans  tous  les 
cas  les  figures  générales,  à  l'échelle  près. 
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L'auteur  expose  d'abord  les  diverses  manières  d'obtenir  prati- 
quement, soit  par  la  photographie,  soit  au  moyen  de  quelques 
mesures  "éodésiques  simples,  les  éléments  qui  permettent  d'éta- 
blir la  seconde  orientation  de  la  figure,  c'est-à-dire  les  projections, 
sur  un  même  plan  horizontal,  des  points  de  vue  et  des  axes  prin- 
cipaux. 

On  obtient  ensuite,  sur  l'épure,  le  plan  de  l'objet  par  un  tracé 
tout  à  fait  analogue  à  celui  qui  donne  les  points  d'un  levé  topo- 
graphique par  la  méthode  des  intersections.  Et,  de  même  qu'en 
Topographie,  deux  stations  suffisent  pour  relever  le  polygone  du 
terrain,  mais  qu'une  troisième  station  est  généralement  employée 
pour  servir  de  vérification,  de  même,  en  Photogrammétrie,  deux 
photographies  sont  suffisantes  pour  déterminer  le  plan,  mais  une 
troisième  est  souvent  utile  soit  pour  vérifier  les  points  obtenus, 
soit  p.our  mieux  fixer  la  position  de  certains  points  mal  déter- 
minés par  des  rayons  se  coupant  sous  des  angles  trop  aigus. 

Quant  aux  cotes,  elles  sont  déterminées,  comme  dans  la  pre- 
mière Partie,  par  la  considération  de  deux  triangles  rectangles 
semblables  qui  permetientde  construire  ou  de  calculer  rinconntie 
comme  une  quatrième  proportionnelle. 

Deux  exemples  illustrent  cette  deuxième  Partie  :  la  construction 
du  plan  et  de  l'élévation  du  théâtie  de  Gotlingen  au  moven  de 
deux  photographies;  puis  celles  d'un  autre  édifice  plus  compliqué, 
pris  de  trois  points  de  vue.  Une  seule  mesure,  celle  de  la  largeur 
de  l'édifice  dans  le  premier  cas,  celle  de  la  distance  de  deux  points 
de  vue  dans  le  second,  a  permis  d'établir  une   échelle  géométrale. 

La  troisième  Partie  est  consacrée  à  des  ap|)lications  pratiques 
diverses  de  la  Photogrammétrie,  à  la  Peinture,  à  l'Architecture,  à 
la  Topographie,  à  la  Géophysique  et  à  l'Astronomie  et  se  termine 
par  la  description  de  rpielques  appareils  photograinmétriques. 

On  y  Irouve  un  aperçu  historique  des  rapports  de  la  Photo- 
grammétrie avec  ces  différents  arts  ou  sciences  et  des  indications 
bibliographiques  nombreuses. 

Relativement  à  la  Peinture,  l'auteur  montre,  par  l'examen  de 
plusieurs  œuvres  de  maîtres  qui  illustrent  l'Ouvrage,  que  rien  n'est 
plus  |)ropre  à  cultiver  le  sentiment  de  l'art  et  à  donner  à  son 
histoire  toute  sa  valeur  éducative  que  l'analyse  photogrammé- 
trique  d'un    tableau   ou  d'une    gravure.  Lorsque  les   règles   de   la 
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perspective  y  ont  été  convenablement  observées,  il  s'en  dégage 
une  impression  de  relief,  la  scène  prend  de  la  profondeur  et  l'on  a 
une  sensation  très  nette  de  l'espace.  En  même  temps,  une  telle 
image  permet,  en  général,  de  restituer  la  forme  et  la  position  des 
objets  représentés.  D'où  l'importance  des  règles  de  la  perspective 
pour  la  Peinture,  règles  qui  ont  été  scrupuleusement  observées 
par  les  grands  maîtres  de  la  Uenaissance  :  Léonard  de  Vinci, 
Raphaël,  Michel-Ange,  et  par  Albert  Diirer  dans  ses  gravures; 
l'une  d'elles  a  donné  naissance  à  la  méthode  de  la  vitre  encore 
utilisée  aujourd'hui. 

L'intérêt  artistique  n'est  pas  moindre  dans  l'étude  des  rapports 
de  la  Photogrammélrie  avec  l'Architecture  :  des  vues  d'un  même 
objet,  prises  à  diflerentes  époques,  permettent  de  reconstituer 
son  histoire  à  travers  les  siècles.  L'auteur  nous  apprend,  à  ce 
propos,  qu'un  institut  pour  les  levés  photographiques  de  bâti- 
ments, fondé  à  Berlin  en  i885,  a  permis  de  fixer  pour  l'avenir  l'état 
présent  des  édifices  publics  d'Allemagne. 

Mais  c'est  surtout  en  Topographie  que  la  Photogrammétrie, 
dont  l'auteur  fait  retnonter  l'origine  à  Lambert  de  Zurich  (inSg), 
permet  de  mettre  en  évidence  des  avantages  pratiques  et  semble 
destinée  à  prendre  tout  son  essor.  Les  premières  applications  ont 
été  faites  en  France,  dès  1791,  par  l'explorateur  Beautemps- 
Beaupré,  d'après  des  croquis  perspectifs  faits  à  main  levée;  puis, 
aprè?  l'invention  de  la  Photographie,  par  le  colonel  Laussedat, 
dans  deux  Mémoires  fondamentaux  sur  l'application  de  la  chambre 
claire  et  de  la  photographie  au  levé  des  plans  (i854  et   1864). 

Aujourd'hui  les  levés  photographiques  se  font  dans  les  contrées 
d'Europeetd'Amérique,  principalement  dans  les  régions  rocheuses 
ou  glacées.  L'auteur  cite  notamment  les  tracés  du  chemin  de  fer 
de  la  Jungfrau,  par  M.  Koppe.  J'ajouterai  la  Carte  du  mont  Blanc, 
à  l'échelle  de  Tnîrôô'  *^l"^  ^^-  "^'^"ot  vient  d'exécuter  par  les  mêmes 
procédés. 

Il  indique  aussi  le  moyen  d'établir  une  projection  cotée  d'une 
région  au  moyen  de  vues  prises  en  ballon.  Celte  méthode  peut 
devenir  féconde  avec  le  progrès  des  dirigeables  et  ce  ne  sera  peut- 
êlre  pas  un  des  moindres  résultats  que  l'avenir  de  l'Aréonautique 
nous  réserve. 

Enfin,   les   procédés    photogrammétriques  permettent  d'étudier 
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les  phénomènes  visibles  de  l'atmosphère,  au  moyen  de  photo- 
graphies faites  simultanément  de  dififérenls  endroits  on  d'une 
même  station,  à  des  intervalles  déterminés.  Elles  viennent  ainsi 
en  aide  à  l'Astronomie  et  à  la  Météorologie. 

Pour  terminer,  rauteur  indique  encore,  sans  y  insister,  l'appli- 
cation qui  peut  en  être  faite  à  la  Radiographie,  à  la  Microsco|)ie  et 
et  à  la  Cristallographie. 

En  résumé,  l'Ouvrage  du  D""  Schilling,  rédigé  en  français  avec 
une  clarté  parfaite  par  M.  Gérard,  forme  un  complément  utile 
aux  Traités  de  Géométrie  descriptive.  La  Pliotogran)métrie  est  en 
effet  une  simple  application  de  la  Géométrie  descriptive;  ses 
méthodes  ne  reposent  que  sur  des  principes  très  élémentaires, 
accessibles  aux  commençants. 

De  même  que  celle-ci,  elle  est  éminemment  propre  à  déve- 
lopper l'intuition  géométrique,  à  donner  aux.  élèves  le  sentiment 
du  réel. 

Elle  fournit  une  mine  inépuisable  d'épurés;  les  exemples 
donnés  par  le  D""  Schilling,  empruntés  à  la  vie  de  tous  les  jours, 
sont  des  plus  caractéristiques.  >Jos  élèves  ne  pourraient  manquer 
de  s'y  intéresser,  soit  en  prenant  eux-mêmes  des  vues  photogra- 
phiques, soit  en  utilisant  simplement  les  cartes  postales  illustrées, 
si  répandues  aujourd'hui  et  à  si  bon  marché. 

G.    ROUBAUDI. 


WEINSTEIN  (B.).  —  Duc  philosophischen  Grundlagex  dkr  Wissknsceiaf- 
TEN.  Vorlesungen  gehalten  an  der  Universilât  Berlin,  i  vol.  in-8, 
xiv-543  pages. 

M.  Weiustein  a  fait,  pendant  plusieurs  semestres,  un  cours  à 
l'Université  de  Berlin  sur  les  fondements  philosophiques  des 
Sciences;  il  a  réuni  en  un  Volume  ces  leçons,  qui  s'adressent  au 
grand  public,  et  leur  a  conservé  la  forme  oratoire,  qui  convient 
d'ailleurs  parfois  aux  arguments  qu'il  développe. 

Un  enseignement  sur  ce  beau  sujet  est  parfaitement  à  sa  place 
dans  une  Université;  les  étudiants  peuvent  en  tirer  grand  parti, 
quels  que  soient  leur  origine  et  leur  but. 

Les   uns,  qui  n'ont  pas  l'intention  d'étudier  les  sciences  posi- 
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lives,  peuvent  èlre  désireux  d'enlendre  parler  de  ces  sciences  et 
d'acquérir  l'art  d'en  parler.  Dans  les  lycées  français,  le  professeur 
de  Philosophie  n'est  jamais  mieux  écouté,  paraît-il,  que  lorsqu  il 
parle  des  Sciences;  au  contraire,  les  professeurs  scientifiques  ne 
parviennent  pas  à  intéresser  les  mêmes  élèves  aux  sciences  parti- 
culières qu'ils  sont  chargés  de  leur  enseigner,  lors  même  quils 
s'efTorcent  de  donner  à  leur  enseignement  un  caractère  philoso- 
phique. Ce  singulier  état  desprit  des  élèves,  qu'on  pourrait  sans 
doute  expliquer,  n'est  peut-être  pas  spécial  aux  jeunes  gens  de 
notre,  pays. 

Quant  aux  étudiants  qui  s'adonnent  aux  sciences  positives, 
ils  ont  grand  hénéfice  à  connaître  le  langage  et  la  façon  de  rai- 
sonner des  philosophes,  leurs  méthodes,  les  problèmes  qu'ils 
posent  et  qu'ils  agitenr.  Il  manque  (juelque  chose  à  ceux  qui  n  ont 
jamais  connu  1  angoisse  métaphysique.  D'ailleurs,  il  est  temps  de 
perdre  l'habitude,  justifiée  il  y  a  5o  ans,  de  reprocher  aux  philo- 
sophes leur  dédain  ]iour  les  Sciences;  ne  pourrait-on  reprocher 
plus  justement  à  quelques  scientifiques  leur  excessive  ignorance 
de  tout  ce  qui  touche  à  la  Philosophie? 

Il  y  aurait,  de  ma  part,  grande  impertinence  à  prétendre  |uger 
le  contenu  philosophique  du  Livre  de  M.  Weinstein.  Il  ma  paru 
que  l'auteur,  très  bien  renseigné  sur  les  sujets  les  plus  divers,  atta- 
ché à  des  doctrines  éminemment  respectables,  développait  ses  idées 
avec  abondance  et  ses  opinions  avec  chaleur.  Mais  la  plaisan- 
terie et  la  satire  ne  lui  réussissent  pas  aussi  bien  que  les  matières 
sérieuses  :  après  avoir  cité,  en  italien,  la  question  bouffonne  qu'on 
dit  que  le  cardinal  d'Esté  adressa  un  jour  à  l'Ariosle,  il  ajoute  : 
Der  eine  liest  ein  Werk  als  eine  cler  hochsten  Kunlsc/iôofun^en, 
der  andere  sucht  darin  —  ich  mochte  kein  deutscfies  Wort  brau- 
clien  —  Cochonerien.  Pour  m'expliquer  le  lien  de  cette  observation 
un  peu  banale  avec  l'anecdote  qui  la  précède,  j'ai  dû  supposer  que 
le  vocable  français,  si  élégamment  germanisé  par  M.  Weinstein, 
est  pour  lui  la  traduction  du  mot  italien  qu'on  prête  au  cardinal, 
et  dont  tout  le  comique  consiste  en  ce  que  les  cardinaux  et  même 
les  gens  de  bonne  compagnie  ne  le  prononcent  guère,  non  plus  que 
sa  traduction  française.  Mais  une  telle  candeur  est  peu  vraisem- 
blable. J.  T. 

r-=-crr--» 
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TIMERDING  (  E.-H.)  —  Géométrie  der  Kr.efte.  i  vol.  in-8,  xii-38i  pages 
avec  27  figures  dans  le  texte.  Leipzig,  Teubner,  1908. 

Le  titre  de  cet  Ouvrage  ne  j3eut  être  bien  compris  et  précisé  que 
par  ceux  qui  sont  au  courant  des  idées  et  des  travaux  tie  Pliicker. 
L'auteur  a  voulu  exposer  celte  partie  de  la  Mécanique  qui  prend 
son  origine  dans  la  Nouvelle  Mécanique  de  Varignon,  dans  les 
Eli'nnents  de  Statique  de  Poinsol,  dans  le  Traité  de  Statique 
de  M(>bius.  An  reste,  l'analyse  détaillées  des  questions  qui  y  sont 
traitées  sera  de  nature  à  renseigner  nos  lecteurs  beaucoup  mieux 
que  des  aperçus  généraux. 

Les  premiers  Chapitres  de  l'Ouvrage  traitent  des  vecteurs  et  se 
rattachent  directement  aux  travaux  d'Hamilton  et  Grassmann. 
Nous  y  voyons  définis  les  vecteurs  et  les  difTérenles  grandeurs  in- 
troduites par  Grassmann,  les  produits  de  vecteurs,  les  définitions 
et  les  piopriétés  des  produits  intérieur  et  extérieur,  la  théorie  des 
moments,  etc. 

r^e  sixième  Chapitre  traite  des  mouvements  infiniment  petits 
d'un  solide  invariable  et  de  leur  composition. 

Le  septième  Chapitre  traite  des  forces  et  de  leur  travail,  des 
dvnames. 

Le  huitième  Chapitre  contient  les  éléments  de  la  Géométrie  de 
la  ligne  droite,  les  complexes  et  les  congruences  linéaires  et  leurs 
applications. 

Le  neuvième  Chapitre  traite  des  principales  propriétés  relatives 
à  l'équilibre  d'un  système  de  forces. 

Les  Chapitres  suivants  exposent  au  lecteur  les  théories  de  Bail. 

Le  treizième  Chapitre  traite  du  cylindroïde  et  de  ses  élégantes 
propriétés  géométriques. 

Après  la  théorie  de  Bail,  l'auteur  étudie  la  déformation  infini- 
ment petiie,  à  propos  de  laquelle  il  introduit  l'étude  du  complexe 
de  Chasies  et  de  Reye  formé  par  les  droites  qui  coupent  les  quatre 
faces  d'un  tétraèdre  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharmo- 
nique  est  constant.  Puis  il  passe  au  problème  de  l'équivalence 
asiatique,  inauguré  par  les  travaux  de  Minding.  On  sait  en  quoi 
consiste  ce  problème  : 
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Imaginons  des  forces  appliquées  en  des  points  déterminés  d'un 
corps  solide.  Supposons  que  le  corps  se  déplace  sans  que  le  point 
d'a|)plication  et  la  direction  des  forces  soient  changés.  Alors  se 
posera  un  problème  nouveau  :  celui  de  la  réduction  et,  par  suite,  de 
J'équilibre  des  forces,  subsistant  indépendamment  de  Torlenlation 
du  corps  solide.  C'est  ce  problème  que  traite  M.  Timerding. 

L'Ouvrage  se  termine  par  l'étude  des  moments  d'inertie,  du 
mouvement  d'un  corps  solide  libre  ou  assujetti  à  des  liaisons,  et 
par  un  retour  à  la  théorie  de  la  déformation  infiniment  petite  et 
de  l'élasticité. 

Il  est  écrit  avec  grand  soin  et  contient  un  grand  nombre  d  indi- 
cations histori(iues  et  bibliographiques  qui  rendront  le  j)liis  grand 
service  au  lecteur.  J.  G. 


ADHÉMAR  (R.  d').  —  Exercices  et  leçons  d'Analyse.  Quadratures. 
Equations  différentielles.  Equations  intégrales  de  M.  Fredholni  et 
de  M.  Volterra.  Equations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
I  vol.  in-8,  vni-'2o8  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1908. 

Ce  Livre  contient  des  Chapitres  très  divers,  mais  qui,  d'ailleurs, 
sont  tous  intéressants.  Il  v  a  d'abord  une  trentaine  de  pages  d  in- 
troduction ;  l'auteur  j  a  résumé  les  notions,  les  propositions  et 
les  formules  les  plus  importantes  de  la  Géométrie  infinitésimale, 
de  la  ihéorie  des  intégrales  à  variable  réelle  ou  complexe,  des 
équations  différentielles  ordinaires  ou  aux  dérivées  partielles,  etc. 
Puis  viennent  des  exemples  de  quadratures  et  des  Problèmes  di- 
vers, dont  les  uns  ont  un  intérêt  théoricjue  véritable,  dont  les 
autres  sont  de  bons  exercices  :  ils  sont,  pour  la  plupart,  em|irimtés 
à  d'excellents  Mémoires  ou  aux  examens  de  la  Sorbonne  ;  les  pro- 
blèmes divers  se  rapportent  presque  tous  à  la  Géométrie  ou  à  la 
théorie  des  équations  différentielles.  Dans  le  Chapitre  suivant, 
Sur  les  transcendantes  classiques,  M.  d'Adhémar  développe 
quelques  propriétés  des  fonctions  de  Bessel,  des  intégrales  eulé- 
riennes  et  de  la  fonction  ^  de  Riemann. 

Beaucoup  de  lecteurs  seront  reconnaissants  à  M.  d'Adhémar  de 
son  Chapitre  IV,  qui  traite  de  léqualion  de  Fredholm.  Pour  l'ex- 
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position,  il  a  ulilisé  l'enseignement  de  M.  Picard  :  la  formule  de 
M.  Fredliolni  est  obtenue  en  suivant  la  méthode  qu'on  doit  à 
M.  Hilheri.  Application  est  faite  aux  problèmes  de  Diriclilet 
(pouf  le  plan),  sur  lesquels  l'auteur  avait  donné  antérieurement 
quelques  indications,  comme  aussi  sur  la  théorie  du  potentiel 
logarithmique  de  simple  et  de  double  couche  ;  pour  cette  der- 
nière théoiie,  M.  dWdhémar  a  profité  d'un  cours  récent  de 
M.  Darboux. 

L'auteur  traite  ensuite  de  certaines  équations  des  types  hjper- 
bolifpie  et  parabolique  et,  à  ce  propos,  de  la  méthode  de  Riemann 
et  de  la  méthode  des  approximations  successives  de  M.  Picard. 
Il  donne  quelques  brèves  indications  sur  la  façon  dont  cette 
dernière  méthode  permet  de  traiter  l'équation  intégrale  de 
M.   Vol  terra. 

Enfin,  un  dernier  Chapitre  contient  les  énoncés  d'une  cinquan- 
taine de  problèmes. 

Le  lecteur  de  celte  brève  analyse  estimera  peut-être  que  tous 
ces  Chapitres  sont  un  peu  disparates;  il  y  a,  cependant,  une  unité 
dans  le  Livre  de  M.  d'Adhémai'  :  elle  est  faite  du  désir  évident  qu'a 
l'auteur  d'être  utile  aux  étudiants  qui  ont  le  goût  des  Mathéma- 
tiques, de  leur  donner  de  petits  sujets  de  recherche  et  de  réflexion, 
enfin  de  les  mettre  un  peu  au  courant  de  certaines  questions  im- 
portantes, actuelles,  sur  lesquelles  il  leur  est  parfois  dilficile  de 
se  renseigner.  J.   T. 
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MuRRAY  (Daniel).  —  Differential  and  intégral  Calculus.  In-8".  Lon- 
don,  Longmans.  7  s,  6  d. 

Rousk-Ball  (W.).  —  Récréations  mathématiques  et  problèmes  des 
temps  anciens  et  modernes.  2*  éd.  française  avec  additions  de  /.  Fritz- 
Patrick,  2*  Partie,  364  p.  Paris,  A.  Hermann.  5  fr. 

Wright  (Edmund-J.).  —  Invariants  of  quadratic  differential  fortm. 
In-S",  90  p.  New- York,  Putnatn.  75  c. 
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PICARD  (Emile).  —  Traité  d'Analyse.  T.  III,  deuxième  édition. 
1  vol.  in-8,  604  pages.  Paris,  Gaulhier-Villars. 

Il  n'est  pas  facile  de  résumer  les  parties  nouvelles  d'un  Livre  où, 
sur  chaque  question,  c'est  l'essentiel  qui  est  exposé  ;  et,  quant 
aux  aperçus,  magistralement  donnés  sur  les  idées  directrices,  le 
mieux  serait  de  recopier  le  texte. 

J'essaie  ici,  pour  celles  des  additions  de  la  deuxième  édition  qui 
lorment  des  sections  nouvelles  du  Livre,  de  reproduire  la  position 
de  la  question  et  la  forme  du  résultat.  Je  fais  seulement  d'avance 
la  remarque  que  l'indication  fournie  par  le  nombre  des  pages 
ajoutées  (4o  à  peu  près)  ne  renseigne  pas  du  tout  sur  l'impor- 
tance des  additions  laites  par  M.  Picard. 


Chapitre  VIII  :  Section  \l.  —  De  la  stabilité  des  intégrales  de 
certaines  équations  différentielles;  théorème  de  M.  Liapounoff 
sur  l'instabilité  de  l'équilibre. 

Les  équations  dont  il  s'agit  sont  de  la  forme 

-^  =X,(^i,  .r,,  ...,  Xn)         (t  =  I,  2,  •••,  n), 
dt 

les  X;  s'annulant  pour  Xi=^X2=^  •■•  oeii=^  o  et  les  termes  du  pre- 
mier degré  dans  X,,  Xo  .  .  .,  X«  étant  supposés  se  réduire  à 

On  a  évidemment  la  solution  .r,  =  J^o^  •  •  •  =  >?"«  =  o  :  on  dit  que 
c'est  une  solution  stable  si  les  intégrales  .r,,  ^To,  ...,  .r„,  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  initiales  suffisamment  petites,  restent, 
pour  toute  valeur  positive  de  ^,  inféineures  en  valeur  absolue  à 
un  nombre  positif  donné  /,  aussi  petit  qu'on  le  veut;  on  dit  cpie 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2'  série,  t.  XXXIII.  (Avril  1909.)  7 
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la  soiiihon  csl  inslahlc  s'il  existe  un  nombre  posilif  /  pour  le<|iicl 
on  ne  peut  salisliin-e  à  la  coiulilion  préeédeiile.  (Celle  définilion, 
donnée  ici  sous  une  forme  .ihrégée,  est  [)r<''cisée  dans  le  texte.) 

M.  I^i;ipoiii!o(ra  démontré  que  si,  p;irmi  les  nombres  )>,,  7^2,  ..., 
}>,j,  il  V  en  a  dont  les  parties  réelles  soient  positives,  la  solution 
X)  =■  x-i  =....:=  x,i^=o  sera  instable. 

La  démonstration  de  ce  lliéorrme  est  une  application  des  théo- 
rèmes ijénéraux  établis  dans  le  Chapitre  VIII  sur  les  équations 
dififérentielles  de  la  forme  indiquée. 

On  en  déduit  un  caractère  permettant  de  reconnaître  l'instabi- 
lité de  l'équilibre  d'un  système,  en  supposant  qu'il  existe  une 
fonction  des  forces.  En  abréi;é,  il  v  a  instabilité  si  la  non-existence 
du  maximum  de  la  fonction  des  forces  est  indiquée  par  les  termes 
du  second  degré. 

Voici  la  conclusion  de  M.  Picard  : 

«  V^n  fait,  on  peut  dire  que,  en  géni'ral,  l'instabilité  est  la 
règle,  et  la  stabilité,  l'exception.  Il  semble  que  ce  soient  des 
conditions  d'inégalité  qui  suffisent  à  entraîner  V  instabilité,  tandis 
qu'il  faut  des  conditions  d'égalité  pour  entraîner  la  stabilité.    » 

CiiviMTiu:  W\  :  Section  IV.  —  Application  des  méthodes 
d'approximation  successives  à  la  recherche  des  valeurs 
asymptotiques. 

La  mi'lliode  est  indiquée  eu  envisageant  une  équation  du  second 

ordre 

d-  y  fly 

dx-       ^     dx       ^    ^ 

ou  /',  cl  y^o  sont  des  séries  entières  en  —  : 

a  X        a  ■■> 

/il=  «0-1 ! 7  -^-  •  •> 

X  X- 

X  X- 

convergenles  poui'  \x\  suflîsammcnl  gtaiid. 

On  j)eiiL  falie  disparaître  le  lerine  C(  nslant  dans  le  coefficient 
dej'eu  f;;isaiit  la  li  anslbrnial  ion 
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A  élanl  une  racine  de  Téqualion  dn  second  degré 

À--T-    (loK   -T-    60=    O, 

nuis,  en  ])Osant 

on  |)eiit  obtenir  une  équation  de  même  forme  que  la  proposée, 
mais  où  le  coefficient  de  j^  commence  par  un  terme  en  —  • 

Le  cas  simple  est  celui  où,  dans  l'équation  transformée,  le 
coefficient  a^)  est  négatif  et,  par  suite,  devient  égal  à  — i  si  l'on 
remplace  a:  par  kx  (k  convenable  et  positif). 

On  peut  alors  écrire  l'équation 

d'Y        dv  _        /((i  \  dy         / b.2        b^i  \       _ 

dx-         dx  \x        '      j  dv         \x-~^  x'^    ■   •  •  •  j  J 

Pour  les  approximations  successives,   on  prendra  j^,  =  A.   puis 

d-y,,  _  dy-n  _  _  lcu_  __        \  dY„^\  _   /^  __ 
dx-  d.r  \  X        '  '    I      dx  \  x- 


7n-l- 


On  montre  assez  facilement  (pic  y^  tend  uniformément  vers  une 
limite  j^  (au  moins  à  partir  dune  valeur  sulfisamment  grande  ôe  x) 
et  que  >'  est  une  solution  de  l'équation  diflércn tielle. 

En  calculant  de  proche  en  proche  j'o,  }'3,  ...,j^„  et  en  se  servant 
d'une  limite  supérieure,  à  forme  sim[)le,  de  \y — J'nl,  on  obtient 
pour  y  "ne  représentation  asymptotiquc  ;  on  en  déduit,  en  reve- 
nant a  ré(piation  initiale,  une  intégrale  avec  la  représentation 
asymptotiquc 


o}.X 


H,        H,  lt„ 


-V-  [h- -. 


pour  une  valeur  doniu-e  de  l'entier  /?,  les  coefficients  H  étant  des 
constantes  fournies  j)ar  fanaljse  précédente,  et  £„  tendant  vers 
zéro  pour  x  =  ce. 

Dans  le  cas  où  l'équation  du  second  degré  en  À  a  ses  racines 
imaginaires,  la  relation  qui  délinil  les  approximations  successives 
est  modifiée.  On  forme  d"al.)ord  l'équation  différentielle 

d-  V       ^.        dv 
-—;■  —  Pix)-^  =  n, 
</x-  ax 

qui  admet  comiiic  soIiiIumis 
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récjualion  à  étudier  peut  s'écrire 

et  les  approximations  sont  indiquées  par  la  relation 


dx^  dx  \.r2       ■■'/     dx 

Une  application  immédiate  de  ce  dernier  cas  à  l'équation   de 
Bessel 

d-i  Jy  11^    _^     /      _    :il\    )      _   ^, 

dx-         X   dx         \  x- j    ' 


donne  la  représentation  asjmptotique 

V  X 


i-'o 


/:r  V  ^  I    \J  X 

où  7-0  ot  jjQ  sont  arbitraires. 

Section  V.  —  Étude  dune  équation  récurrente; 
théorème  de  M.  Poincaré. 

Soit  la  relation  récurrente 

P,  ««+2  -H  Pi  Un+\  -^  Po  "/(  =  o  ; 

on  suppose  que  les  P  sont  des  polynômes  entiers  eu  n  de  degré /> 
et  que  P2  ne  s'annule  ])Our  aucune  valeur  entière  et  positive  de  n. 
En  se  fixant  les  valeurs  de  Mq  et  de  m,,  on  calculera  de  proche  en. 
proche  tous  les  u. 

La  question  est  de  chercher  la  limite  de  — ^^— —  pour  11=^  zc. 

'  11,1      ^ 

Pour  cela,  on  considère  l'équation 

c^--h  bz  -4-  «  =  o. 

où  a,  Z>,  c  sont  les  coefficients  de  nP  dans  1%,  P,,  Po,  et  l'on  suj)- 
|)Ose  que  les  racines  a  et  ^  ont  des  modules  distincts  (|a|>>|[i|). 

On  démontre,  d'après  M.  Poincnré,  que  la  limile  de  — csL  en 

générai  '3.^  et  exceplionnellemeni  |j. 
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On  fait  une  application  de.  ce  ihéorème  à  réLucie  des  séries  de 
poljnomes  et  l'on  définit  les  courbes  qui  limitent  la  région  de 
convergence  de  ces  séries. 


Chapitre  XIII  :  Section  \.  —  Théorème  de  M.  Landau. 

Le  théorème  de  M.  T^andau  s'énonce  ainsi  : 
Soit  une  fonction  transcendante  entière 

¥{x)  =  cio  -^  a^x  -^  ctoX-  —  .  .  .  ^ 

dans  laquelle  a^  n^ est  pas  nul;  on  peut  trouver  un  nombre 
R(«oi  «1  )  dépendant  seulement  de  «o  ^t  de  a,,  tel  que,  dans  le 
cercle  |a:|<;;R,  une  ou  moins  des  équations 

Y{x)  =  o,         ¥{x)  =  i 
possède  une  racine. 

La  démonstration  reproduite  ici  fait  intervenir,  suivant  l'exemple 
donné  par  ]\L  Picard,  une  fonction  modulaire  v(jk),  rapport  de 
deux  périodes  convenables  de  l'intégrale  elliptique 


/ 


du 


yju{u  —  i){u  —  y  }' 


cette  fonction  multiforme  v(j')  admet  les  seuls  points  singuliers 
o,  I,  x;  on  considère  son  développement  dans  le  voisinage  de  «o, 

et  l'on  trouve  qu'on  peut  prendre 

RC«o,  «i)  =  — —: :• 

i  e'o'cirti  ! 

Ce  théorème  est  une  généralisation  du  premier  tliéorème  de 
M.  Picard  sur  les  fonctions  entières. 

En  dehors  de  ces  sections  nouvelles  dont  j'ai  essayé  de  donner 
une  idée,  des  exemples  ont  été  ajoutés,  des  cas  singuliers  examinés 
en  détail,  notamment  à  la  fin  du  Chapitre  X  :  Sur  la  forme  des 
courbes  satisfaisant  à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré.  E.   Lacour. 
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VOSS  (A.).  —  Ueber  das  Wesen  der  M\tiii;matik.  Rerle  gehallen  am 
II  Mai/.  igo8  in  der  uflenllichen  Silzung  der  k.  baverischcn  Akadeiiiie 
(1er  Wissenschaften.  i  vol.  in-8,  ()8  pages.  Lei|)zig.  Teubner,  1908. 

(Jn  lira  avec  inlérèl  ce  discour.-.  où  1  auteur  exalte  les  Malliéma- 
licuies,  retrace  leur  histoire  à  grands  traits,  en  insistant  |)arlicii- 
lièrement  sur  1  liisloire  moderne  et  sur  les  questions  dont  l'intérêt 
philosophique  est  considérable;  c'est  surtout  aux  Matliéniatiques 
pures,  au  nombre,  aux  notions  de  limite,  d'ensemble,  de  fonction 
([ue  ^1.  Voss  s'attache;  il  aborde  toutefois  la  question  des  fonde- 
ments de  la  Géométrie;  il  termine  en  parlant  des  réformes  (|u'il 
conviendrait  d'apporter  à  l'enseignement  desMatliématliiques  dans 
les  gymnases  et  les  écoles  :  M.  Voss  est  de  ceux  qui  estiment  que 
des  notions  de  Géométrie  analytique  et  d'Analyse  infinitésimale 
doivent  pénétrer  dans  l'enseignement  secondaire;  les  savants  et 
les  techniciens  de  tous  les  pays  se  mettront  certainement  d'accord 
pour  |)r()clamer  la  nécessité  de  cette  réforme  qui  est  réalisée  en 
France  depuis  plusieurs  années,  grâce  à  l'initiative  et  à  l'autorité 
de  M.  Darboux. 

Le  texte  est  accompagné  de  notes  nombreuses  et  copieuses,  où 
le  lecteur  trouvera  soit  des  renseignements  bibliographiques,  soit 
des  développements  trop  spéciaux  pour  prendre  place  dans  un  dis- 
cours prononcé  dans  une  séance  pul)lique. 

J.  T. 


FUBINI  (G.).  —  Introdlzioxe  .'^lla  teoria  dei  grupi'I  discontimi  e  delli; 
KUNzioxi  AUTOMORFE.  I  vol.  in-8,  xii-4i6  pages.  Pise,  E.  Spoerri,  1908. 

On  discutera  peut-être  toujours  la  question  de  savoir  si,  pour 
exposer  une  théorie  mathématique,  il  vaut  mieux  partir  d'un  cas 
particulier,  qu'un  étudie  en  détail  cl  d"où  l'on  fait  sortir  peu  à 
peu  les  idées  générales,  ou  mettre  en  avant  ces  idées  générale^, 
donner  de  suite  aux  recherches  toute  l'ampleur  et  toute  la  généra- 
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lité  possibles,  trans|)orler  le  lecteur  sur  un  sommel  d'où  i!  a  une 
vue  d'ensemble  et  peut  reconnaître  la  place  et  rnn])oriance  des 
théories  particulières.  Cela  dépend  sans  doute  du  sujet,  du  lecteur 
et  de  l'auteur.  Celui-ci  exposera  le  mieux  les  choses  du  point  de 
vue  d'où  il  les  voit  le  mieux;  il  y  aura  toujours  d'excellents 
esprits,  mailres  ou  étudiants,  dont  les  uns  s'attacheront  de  préfé- 
rence aux  choses  très  précises  et  très  particulières,  dont  les  autres 
goûteront  surtout  la  généralité  ;  on  s'accorde,  d'ailleurs,  à  penser 
que  la  seconde  méthode  ne  convient  (pi'à  des  lecteiii'S  dont  l'esprit 
mathématique  est  déjà  ("orme  ;  il  n'v  en  aura  sans  doute  |)as  d'au- 
tres à  aborder  cette  Introduclion  à  la  Théorie  des  gi'oupes 
discontinus  et  des  fonctions  automorphes  d'un  nombre  cjuel- 
conque  de  variables,  bien  que  AI.  Fubiui  ail  lait  giande  attention 
à  ne  demandei"  à  ses  lecteurs  que  des  connaissances  relativement 
élémentaires  :  quelques  pages  seulement,  imprimées  en  caractères 
fins,  et  qu'on  peut  sauter  sans  perdre  rintelligence  du  texte, 
exigent  des  connaissances  un  peu  |)lus  élevées;  l'auteur  indique 
d'ailleurs  les  Ouvrages  où  l'on  pourra  les  acquérir. 

Quoi  qu'il  en  soit,  une  exposition  d'ensemble,  quand  elle  est 
aussi  bien  faite  que  celle  que  nous  donne  M.  Fubini,  permet  de 
voir  le  sujet  dans  une  clarté  qui  pénètre  partout  et  qui  satisfait 
mieux  l'esprit.  A  la  généralité  et  à  la  clarté,  M.  Fubini  a  su 
joindre  une  entière  rigueur  :  c'est  là,  d'ailleurs,  des  qualités  qui 
vont  ensemble.  On  reproche  quelquefois  aux  expositions  trop  bien 
faites  de  ne  pas  être  suggestives;  on  n'adressera  point  ce  reproche 
à  M.  Fubini;  s'il  s'est  attaché  à  bien  mettre  en  lumière  les  résul- 
tats acquis,  il  n'a  pas  pris  moins  de  soin  pour  (ixer  l'attention  du 
lecteur  sur  les  lacunes,  sur  les  problèmes  à  résoudre  :  son  Livre 
ne  manquera  pas  de  servir  à  l'accroissement  de  la  Science,  non 
seulement  par  les  facilités  (pi'il  donne  pour  étudier  un  beau  et 
important  sujet  et  par  la  contribution  qu'y  a  apportée  Al.  Fubini, 
mais  encore  par  les  recherches  qu'il  suscitera. 

Son  Livre  est  divisé  en  trois  Parties.  Dans  la  première,  l'auteur 
résume  rapidement  les  théories  subsidiaires  qui  sont  utiles  pour 
l'étude  des  groupes  discontinus  et  des  fonctions  automorphes  :  les 
propriétés  fondamentales  des  groupes,  la  théorie  des  métriques, 
en  particulier  des  métriques  à  courbure  constante  et  des  métriques 
hermitiennes.  l^a  deuxième   Partie  est   consacrée  à  la   théorie  des 
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i;roiipcs  dlscoDlinus.  Les  problèmes  fondanienUiux  qui  se  pré- 
sentent clans  l'application  aux  fonctions  analytiques  de  la  notion 
de  groupe  discontinu  conduisent  naturellement,  d'une  part  à  la 
définition  des  (onctions  zi'ta-crémoiiicnnes,  créinoniennes,  zêla- 
(lutoinorplics ,  automorphes ,  d'autre  part  à  la  définition  des 
groupes  proprement  discontinus.  On  s'occupe  ensuite  de  distin- 
guer les  groupes  proprement  discontinus  ou  non,  puis  de  construire 
les  champs  fondamentaux  pour  un  groupe  proprement  discontinu. 
Enfin,  M.  Fubini  traite  des  applications  arithmétiques  de  ces 
groupes  et  expose  la  théorie  des  groupes  pro|cclifs  pour  une 
seule  variable. 

l^es  applications  de  la  théorie  des  groupes  discontinus  à  la 
théorie  des  fonctions,  ou,  si  l'on  préfère,  la  théorie  des  fonctions 
automorphes,  sont  l'objet  de  la  troisième  Partie.  M.  Fubini  dé- 
montre les  théorèmes  d'existence  qui  concernent  ces  fonctions, 
étudie  leurs  propriétés  fondamentahîs,  les  relations  algébriques 
entre  les  fonctions  automorphes  (l'un<!  seule  variable  qui  corios- 
pondent  à  des  groupes  distincts,  le  théorème  de  diramation,  la 
généi  alisation  pour  les  fonctions  automorphes  du  théorème  de 
Weierstrass  pour  les  (onctions  pUisieurs  fois  périodiques,  et  ■^  <jc- 
cupe  enfin  des  ap|)lications  des  fonctions  automorphes  à  l'unifor- 
misatlon  des  fonctions  polvdromes. 

Dans  l'Appendice,  il  traite  des  Ibnctions  modulaires  en  géné- 
ral; en  outre,  divers  points  sont  complétés  ou  perfectionnés: 
M.  Fubini  signale  en  particulier  v\y\  paragraphe  dû  à  M.  Elia  Levi, 
qui  complète  sur  un  point  essentiel  la  théorie  des  fonctions  zêta- 
automorphes  et  zèla-crémoniennes  d'une  seule  variable. 

Ce  court  résumé,  pour  lequel  j'ai,  d'ailleurs,  largement  jjiofité 
de  la  préface  de  M.  Fubini,  su(fira  à  montrer  rim|jorlance  de  son 
œuvre;  il  montrera  aussi  que  cette  œuvre  ne  fait  nullement  double 
emploi  avec  les  beaux  livres  de  MM.  Klein  et  Fricke  sur  la  théorie 
des  fonctions  modulaires  elliptiques  et  sur  la  théorie  des  fonctions 
automorphes  :  ces  Ouvrages  et  celui  de  M.  Fubini  se  complètent 
de  la  façon  la  plus  heureuse.  J.  T. 
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KOWALEWSKI   (G.).  —  Grundzûge  der  Differexti\l-   u.nd   Ixtegral- 
BECHNUNG.  I  vol.  in-8,  4^2  pages.  Leipzig,  Teubner,  igttg. 

Le  Livre  de  INL  Kovvalewski  est  une  exposilion  simple  et  rigou- 
reuse des  |)ro|)ositions  fondamentales  du  Calcul  dilTérenticl  et  in- 
tégral :  l'auteur  est  de  ceux  qui  savent  èlre  courts  sans  sacrilier  la 
clarté  à  la  brièveté. 

11  prend  les  choses  an  début,  c'est-à-dire  à  la  notion  de  nombre 
irrationnel,  au  sens  de  M,  Dedekind,  en  profitant  sur  quelques 
points  des  publications  de  M.  Baire  ;  il  traite  ensuite  des  limites, 
des  ibnclions,  des  séries,  etc.  Je  dois  signaler,  à  propos  des  limites, 
une  façon  de  parler  qui  peut  être  commode  dans  un  grand  nombre 
de  cas  et  qui  ne  comporte  évidemmenl  aucun  inconvénient,  du 
moment  qu'on  est  prévenu  :  quand  tous  les  éléments  d  un  en- 
semble infini,  sauf  un  nombre  fini  de  ces  éléments,  jouissent 
d'une  propriété,  M.  Kowalevvski  ù\l  que  presque  tous  les  éléments 
de  cet  ensemble  jouissent  de  cette  |)ro|)iiété.  Par  exemple,  la  for- 
mule  lim  .T/j  ^  ^   s'énonce  en  disant  que  presque  tous  les  x,i  se 
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trouvent  dans  n'importe  quel  intervalle   dont  x  est  le  centre. 

Il  est  vrai  que  cette  façon  de  parier  ne  s'applique  que  si  les  .Xn 
constituent  un  ensemble  dénombrable,  ce  qui  est  d'ailleurs  indiqué 
parla  notation,  et  que  le  mot  limite  peut  s'appliquer  dans  d'autres 
cas;  mais  M.  Kowalewski  est  peut-être  de  ceux  qui  ne  veulent  pas 
parler  d  autres  ensembles  que  d'ensembles  dénombrables.  Ainsi,  il 
tient  à  dire  que  la  fonction y*(jc)  a  une  dérivée  si  chaque  suite 

(l)  -i- p 1^—  0"»^««=o) 

a  une  limite. 

On  ne  sauiait  sans  doute  rien  contestei-  de  cette  définition  ; 
mais  il  me  semble  qu'il  y  a  un  scrupule  excessif  à  ne  vouloir  em- 
ployer le  mot  limite  que  dans  le  cas  d'une  suite,  et,  d'ailleurs,  ce 
qu'on  gagne  peut-être  à  restreindre  ainsi  le  sens  du  mot  limite, 
on  le  |)erd  d'un  autre  côté  en  parlant  de  chaque  suite  telle  que  (i); 
il  me  semble  plus  naturel  de  parler  de  chaque  nondire,  non  nul, 
plus  petit  en  valeur  absolue  qu'une  certaine  borne  r,.  En  fait, 
lorsqu'on  chenJie  une  dérivée,  on  n'a  j)as  Ibabitude  de  consi- 
dérer des  suites   telles   t|ue  (i  ).  Je  demande  encore  la  permission 
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do  dire  ;i  celle;  occasion  f|ii('  >i  les  expressions  chaque  suite  telle 
(inc  (i),  cJiaque  nonihi-e  pins  |)elil  (|ue  r,  en  valeur  absolue,  sont 
peut-èlic  les  plus  correctes  dont  on  puisse  se  servir,  il  ne  doit  pas 
être  défendu  de  dire,  dans  le  même  scfis,  toutes  les  suites  telles 
que  (i),  tous  les  nombres  plu>  petits  c|uç  r^  en  valeur  absolue,  ou 
même  V ensemble  (non  dénombrable)  des  suites  telles  que  (  i  ),  ou 
V ensemble  (  rion  dénombrabbO  des  nombres  plus  petits  que  "/)  en 
valeur  absolue  ;  si  cliafjue  individu  d'un  ensemble  est  bien  défini, 
Tensemble  est  bien  défini;  à  regarder  des  individus  coinme  faisant 
partie  d'un  ensemble  on  ne  diminue  et  l'on  n'augmen t(.'  en  rien  la 
clarté  avec  laquelle  on  conçoit  ces  individus. 

Mais  me  vodà  bien  loin  du  Li\ie  (b;  ^I.  Rowalewski. 

En  même  temps  que  les  dérivées,  l'auteur  introduit  la  notation 
dilïérentielle.  Il  su])pose  sj'stématiquement  rpie  les  dilFérenlielles 
des  variables  indépendantes  sont  des  constantes  ;  cela  simplifie 
rex|)Osilion  ;  mais  ne  perd-on  pas  ainsi  le  principal  bénéfice  de 
la  notation  difTérentielle,  qui  est  peut-être  de  ne  |)as  spécifier  les 
variables  indépendantes?  C'est  là  assurément  une  cbicane  plutôt 
(|u'une  critique  :  si  M.  Ivowalew  ski  avait  traité  plus  explicitement 
du  changement  de  variables,  il  n'aurait  pas  manqué  de  dire  ce  qui 
convient  et  il  n'aurait  eu  aucune  peine  à  adapter  son  exposition  à 
ce  sujet. 

Il  j  aurait  lieu  de  signaler  le  tour  ingénieux  que  l'auteur  a  su 
donner  à  de  nombreuses  démonstrations  ;  je  me  contente  d'ap- 
peler l'attention  du  lecteur  sur  le  n"  123,  où  le  problème  de  l'in- 
version de  deux  fonctions  de  deux  variables  m  a  paru  traité  d'une 
laçoii  remar(|uablement  simple  et  élégante. 

L'auteur  se  limile  aux  intégrales  simples  et  douldes  et  aux  appli- 
cations classiques  à  la  Géométrie  ;  on  remarquera  le  soin  avec 
lequel  sont  traitées  les  séries  de  Fourier.  Les  équations  dilléren- 
tielles  ne  sont  pas  aboi'dées,  non  plus  que  les  fonctions  de  varia- 
bles imaginaires. 

Un  Chapitre  su[)plémentaire  est  consacré  aux  propriétés  fonda- 
mentales des  déterminants. 

Le  Livre  de  M.  Kowalewski  rendra  les  meilleurs  services  aux 
étudiants  qui  sont  soucieux  d  approfondir  un  peu  les  principes  du 
(Calcul  différentiel  et  intéaral.  J.  T. 
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DUHEM  (P.).  —  Études  sir  Léonard  dk  Vinci.  Ceux  qu'il  a  lus  et  ceux 
QUI  l'ont  lu.  ••>/  série,  i  vol.  in-8,  iv-474  pages.  Paris,  Ilermann  et  fils, 
1909- 

Nous  avons  essayé  ('),  à  propos  du  premier  Volume,  de  inonUer 
l'objet  et  l'intérêt  de  ces  £'^;<(r/e5  .'dans  la  première  série,  ceux  qui 
ont  lu  Léonard  de  Vinci,  ceux  cpii  l'ont  pillé  consciemment  et 
ont  servi  à  difTusersa  |)eiisée,  ceux  enfin  auxcpiels  cette  pensée  est 
|)robal)lenient  parvenue,  qui  en  ont  profité,  cpii  l'ont  développée, 
précisée  et  c|ui  lui  ont  donné  parfois  une  forme  définitive,  tenaient 
une  grande  place.  Celle  fois,  presque  toute  la  place  est  occupée 
par  ceux  qu^a  lus  Léonard  de  Vinci,  et  par  ceux  cpi'iis  avaient 
lus.  que  Al.  Duliem  ne  fait  j)as  d'habitude  remonter  plus  liant 
qu'Aristole. 

Des  Chapitres  1res  considérables  aboutissent  ainsi  à  I  éclaircis- 
sement d'une  de  ces  petites  noies  qua  laissées  Léonard  de  Vinci, 
(pii,  pour  le  lecteur  non  prévenu,  semble  ne  pouvoir  être  comprise 
et  n'offrir  aucun  intérêt.  Pour  eu  pénétrer  le  sens,  pour  en  saisir 
la  |)ortée,  il  laul  avoir  vécu  avec  tons  ces  scolastiques  qui  ont, 
pendant  «  la  nuit  du  moyen  âge  »,  déployé  une  extraordinaire 
vigueur  intellectuelle;  M.  Duhem  se  j)lait  à  monirer  l'incompa- 
rable éclat  flont  a  brillé,  au  xi\'"  et  au  xv''  siècle,  l'Université 
de  Paris,  ouverte  d'ailleurs  aux  maîtres  et  aux  étudiants  de  tous 
les  pays.  Sans  doute  aujourd  liui,  quelques-uns  des  problèmes  sur 
lesquels  les  liommes  de  cette  époque  ont  dépensé  des  trésors  de 
logique  nous  semblent  inexistants;  on  se  prend  à  regretter  cpie 
ces  merveilleux  logiciens  n'aient  pas  eu  le  sens  du  réel,  cpi'ils 
n'aient  pas  su  d'abord  observer,  expériiiienler,  puis  laisomier  sur 
ce  qu'ils  avaient  vu;  mais,  d'après  M.  Duliem,  le  sens  de  la  réalité 
ne  leur  manquait  nullement  :  les  projets  d'expériences  fpii  n'ont 
pas  été  faites  sont  très  nombreux  et  foi  t  ingénieux  parfois  ;  ils  sont 
restés  à  l'état  de  projets  parce  que  la  technique  était  trop  insuffi- 
sante; M.  Duhem  me  rappelait  à  ce  [)ropos  que  le  Père  Merseune, 
au  xvii"  siècle,  n'avait  |)U  répéter  l'expérience  de  Torricclli,  sans 
doute  parce  qu'il  n  avait  pas  eu  à  sa  disposilicni  de  Itibes  de  verre 
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qu'il  j)ùl  Icrnier  avec  son  doigl  :  les  progrès  des  sciences  expéri- 
mentales sont  liés  aux  progrès  de  la  technique,  et  cela  apparaît  bien 
clairement  si  Ton  veut  réfléchir  à  ce  qui  se  passe  de  nos  jouis,  où 
ces  progrès  sont  si  rapides.  Si  lou  ne  craignait  pas  d'exagérer  un 
peu  et  de  jouer  sur  les  mots,  ne  pourrait-on  soutenir  aussi  que 
c'est  quelques  instruments,  ic'alisés  un  peu  plus  tard,  qui  man- 
quaient pour  le  progrès  des  Mal  liéniatiques?  Les  procétiés  de  l'Al- 
gèbre, du  Calcul  difTérentiel  et  intégral  sont-ils  autre  chose  qu'une 
technique?  Les  savants  de  cette  époque,  eux  aussi,  travaillaient 
sur  ce  qu'ils  savaient;  seulement,  ils  n'avaient  guère  d'instruments; 
ils  usaient  d'autant  plus  de  leur  cerveau  et  peut-être  trop.  Notre 
pensée  n'est  pas  comme  celle  du  Dieu  d'Aristote  :  elle  n'est  guère 
propre  à  se  penser  elle-même. 

Quelle  que  soit  l'importance  de  la  Loj;ique  et  de  la  Métaphy- 
sique dans  cette  secondesérie  d'(''tudes,  les  sciences  qui  deviendront 
plus  tard  les  sciences  positives  et  qui  tendent  à  se  détacher  de  la 
Cosmogonie  n'en  sont  point  absentes.  Il  j  a  tout  un  Chapitre,  fort 
intéressant,  consacré  à  la  Géologie,  et  la  Dynamique  ne  fait  pas  la 
moindre  part  du  Chapitre  considérai)le  relatif  à  Aicolas  de  Cues, 
ce  métaphysicien  subtil  et  hardi,  qui  ne  craignait  pas  d'identilîer 
les  contraires. 

Dans  ce  Chapitre  M.  Duhem  revient,  afin  de  la  préciser,  sur  la 
théorie  de  V impetiis,  dont  il  avait  eu  déjà  l'occasion  de  parler  plu- 
sieurs fois. 

Pour  Aristote  et  ses  disciples  la  cause  d'un  changement,  d  un 
phénomène,  est  extérieure  à  ce  phénomène.  Le  mouvement  est  un 
changement  de  lieu;  il  a  une  cause  extérieure:  le  Premier  Mo- 
teur entretient  continuellement  le  mouvement  de  la  sphère  des 
étoiles,  qui  engendre  à  son  tour  le  mouvement  des  sphères  infé- 
rieures. Le  mouvement  d'un  projectile  est  entretenu  par  l'air  :  le 
projectile  ne  pourrait  se  mouvoir  dans  le  vide.  Celle  dernière 
théorie,  déjà  combattue  par  Jean  Philopou  le  grammairien,  est 
acceptée  par  la  |)lupart  des  scolasliques,  par  saint  Thomas,  en 
particulier,  qui  s'efforce  de  réfuter  les  arguments  contraires.  Mais 
des  voix  discordantes  commencent  à  s'élever:  Guillaume  d'Ockam 
soutient  que,  lorsque  le  projeclile  s'est  séparé  de  linslrument  qui 
l'a  lancé,  il  esta  lui-même  son  propre  moteur;  en  lui,  on  ne  peut 
établir  aucune  distinction   entre  i:e  qui  meut  et  ce  qui  est  mû.  Le 
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nioiivenienl  local  n'est  pas  sans  cesse  nouveau;  u  il  est  bien  vrai 
(|ue  le  corps  en  mouvemenl  traverse,  à  une  certaine  époque,  une 
région  de  l'espace  qu'il  ne  traversait  pas  à  une  autre  époque; 
mais  on  ne  peut  pas  dire  qu'à  tel  moment  telle  région  soU  fpielque 
chose  de  nouveau,  elle  n'est  nouvelle  que  par  r;qjport  au  mo- 
bile 1). 

C'est  là  une  conception  qui  n'est  guère  éloignée  de  notre 
conception  de  l'inertie;  sans  doute,  elle  ne  triomphe  pas,  mais, 
d'après  M.  Duhem,  elle  ne  fut  ni  oubliée  ni  perdue. 

Pour  Albert  de  Saxe,  la  cause  motrice  cpii  entretient  le  mouve- 
ment du  projectile  n'est  pas  non  plus  l'air  ébranlé,  mais  bien  une 
certaine  vertu  créée  dans  le  mobile  par  l'instrument  qui  l'a  lancé  : 
c'est  Vimpetus. 

«  Celui  qui  lance  un  projectile  imprime  à  ce  projectile  une  cer- 
taine vertu  molrice...  Comme  une  pierre  a  plus  de  matière  qu'une 
plume  et  qu'elle  est  |)Ius  dense,  elle  reçoit  davanlage  do  cette  vertu 
motrice;  elle  la  garde  plus  longtem|)s  que  la  plume,  et  voilà  pour- 
quoi elle  se  meut  plus  longtemps  après  qu'elle  a  quitté  l'instrument 
qui  la  projette.  C  est  aussi  parce  qu'elle  possède  davantage  de  cette 
vertu  motrice  imprimée,  qu'elle  produit  une  |)erciission  plus 
violente.  )> 

De  cette  notion  (\'  impetus  sortiront  un  \ouv\d  qiia/itifé  de  mou- 
vement et  la/orce  vive.  En  attendant,  All)ert  de  Saxe  ne  [)rétend 
pas  la  préciser  :  et  que  serait-ce  pour  lui  que  la  préciser? 

«  Cet  impetus,  dit-il,  est-ce  une  substance  ou  un  accident?  Si 
c'est  un  accident,  de  quelle  catégorie  est-il?  Est-il  quantité  ou  qua- 
lité? Si  cette  vertu  est  qualité,  est-elle  qualité  de  première  espèce 
ou  de  secotide,  ou  de  quelque  autre?  Ces  considérations  dépendent 
d'une  science  plus  élevée;  elles  sont  objets  de  Métaphysique  et 
non  de  Physique.  » 

Nous  nous  bornerions  à  demander  :  comment  se  mesure  Vimpe- 
tus?  et  toute  la  Métaphysique  du  monde  ne  répondrait  pas  à  celte 
question. 

Si  vague  qu'elle  fût,  la  notion  de  V impetus  éi^'xl  plus  scientifi(|ue 
que  la  conception  d'Aristote  ;  Vimpelus  n'est  plus  extérieur  au 
mobile  :  «  Su|)posons,  dit  encore  Albert  de  Saxe,  (pi'une  meule  de 
forgeron,  très  grande  et  très  lourde,  ait  été  tournée  jusqu'à  ce 
qu'elle  se  meuve  très  rapidemeni,  et  qu'on  cesse  alors  de  la  tourner, 
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€lle  (leniciirera  longlenips  en  moiivcmcnl —  Lorsque  Dieu  créa  les 
sphères  célestes,  il  mit  chacune  d'elles  en  nnonvenient  comme  il 
lui  pliil  ;  et  elles  se  meuvent,  maintenant  encore,  par  V impetus 
<ru  il  leur  a  communupii'  de  la  sorte;  cet  impetus  ne  siihil  ni  cor- 
ruplion   ni  diminnlioii.  » 

Qui  n'aperc'evrail  l'iniporlancc  de  celle  façon  de  penser?  Elle 
conduit  à  étudier  les  phénomènes  en  eux-mêmes,  non  dans  une 
cause  qui  leur  est  extérieure. 

L'influence  de  la  pensée  d'Albert  de  Saxe  sur  >«icolas  de  Cues 
est  manifeste  ;  mais  ce  dernier,  métaphysicien  et  mathématicien, 
est  quelque  peu  |)oète;  |)Ourlui  r/'/??/>(^///5  est  IV//??e  du  mouvement, 
la  y f<?  du  corps  mobile.  L'enfant  fpii  imprime  un  mouvement  d(; 
rotation  à  son  tolon  est  l'image  de  Dieu  cpii  infuse  la  vie  dans  un 
corps. 

Kepler  reprendra  l'e\eni|)le  du  loton  :  «  Les  enfants  savent  lori 
bien  faire  tourner  un  loton  de  manièie  qu  il  demeure  dans  une 
position  bien  déterminée;  le  mouvement  de  ce  tolon  est  d'autant 
plus  régulier  et  plus  unifoime  que  l'impulsion  (pi'il  a  reçue  a  él('' 
donnée  avec  plus  de  soin  :  une  fois  mis  en  mouvement  par  Vi/npc- 
tus  qu'il  a  reçu,  ce  tolon  enectue  sur  liii-mème  un  grand  nombre 
de  révolutions  ;  mais  il  est  hemlé  par  les  inégalilés  de  la  table,  jiar 
le  choc  de  l'air:  son  jioids  triomphe  de  lui-même;  aussi  son  mou- 
vement s"alaiimiil-il   peu  à  peu,  elle  toton  Hnil  par  tomber.  » 

»  Dieu  n  a-t-il  pas  pu,  lui  aussi,  au  commencement  des  temps 
produire  sur  la  Terre,  comme  de  l'extérieur,  une  telle  impression? 
C'est  celle  impression  qui  aiirail  produit  tontes  les  rotations  ulté- 
rieures de  la  Terre;  c'est  elle  (pii  les  entretiendrait  encore  aujour- 
d'hui, bien  que  leur  nombre  surpasse  deux  millions;  celle 
iin|)ression,  en  efl'et,  garde  toute  sa  vigueur  parce  que  la  rotation 
de  la  Terre  n'est  gênée  ni  par  le  choc  d'aucune  aspérité  extérieure, 
ni  parle  fluide  éthéré  qui  est  dépourvu  de  densité;  elle  n'est  gênée 
non  plus  par  aucun  poids,  par  aucune  gravité  interne;  quant  à 
l'inertie  de  la  matière,  elle  est  le  sujet  même  qui  reçoit  \  impetus 
et  qui  le  conserve  aliii  (pie  la   rolalion  se  continue.  « 

Pour  Kepler,  comme  pour  Nicolas  tie  Cues,  V impetus  est  une 
àme,  <(  une  àme  dune  espèce  particulière,  qui  ne  confère  à  la 
1  cire  ni  la  croissance,  ni  la  sensibilité,  ni  la  raison  discursive,  qui 
la  meut  simpiement  v>,   (pii  la  meut  et  cpii,  peul-êlre,  l'a  organisée 


coMi'ri'is  in; M» us  i;!   an\i.vsI':>.  m 

en  vue  du  iiion\  etiicut  de  lolalion,  en  disposant  la  matière  (|ui  la 
compose  en  libres  anniilaiics  doni  lous  les  centres  se  Irouvenl  sur 
l'axe  de  rotation  du  globe.  Nicolas  de  Cues  avait  constaté  que  les 
corps  de  révolution  étaient  ada|)lés  au  mouvement  de  rotation 
aulour  de  leur  axe,  et  c'était  cette  adaptation  de  la  forme  au  mou- 
vement qui  lui  fournissait  la  meilleure  explication  de  la  conserva- 
tion du  mouvement  dans  les  sphères  célestes  :  Kepler  adopte  une 
doctrine  analogue,  mais  l'applique  à  la  Terre. 

Léonard  deVinei,  comme  Kepler,  est  imprégné  des  pensées 
d'Albert  de  Saxe  et  de  Nicolas  de  Cues.  Si  je  ne  craignais  pas 
d'allonger  outre  mesure  ce  compte  rendu,  j'aurais  plaisir  à  retra- 
cer, d'après  M.  Duhem,  les  très  intéressantes  spéculations  sur  le 
mouvement  du  Soleil,  de  la  Lune  et  de  notre  Terre  qui,  d'après 
Nicolas  de  (>ues,  «  est  une  noble  étoile  v).  Je  me  borne  à  dire  deux 
mots  de  la  façon  dont  Léonard  de  \  inci  ronccxait  le  mouvement 
d'un  |)rojeclile  :  il  suit  et  précise  Albert  de  Saxe;  conyne  lui,  il 
décompose  le  mouvement  en  trois  périodes. 

Dans  la  première,  Vimpelus  est  assez  puissant  pour  aninbdej' 
complètement  la  gravité  naturelle;  le  projectile  se  meut  en  ligne 
droite,  dans  la  direction  où  il  a  été  lancé,  d'un  mouvement  pure- 
ment violent,  comme  s'il  était  dénué  de  poids.  Dans  la  deuxième 
période,  V impetus  qui  avait  été  communiqué  au  mobile  s'est  tota- 
lement évanoui  ;  il  >c  meut  rV  un  mouscment  puirment  naturel  el 
tombe  suivaiit  la  verticale.  Entre  ces  deux  périodes  extrêmes 
s'écoule  une  période  intermédiaire  durant  laquelle  la  gravité  et 
\  impetus  coexistent  et  luttent  luii  contre  l'autre;  c'est  la  ])ériode 
à^  impetus  composé  ;  le  mobile  se  meut  d'un  mouvement  curvi- 
ligne, mélangé  de  naturel  et  de  violent. 

Cette  doctrine,  plagiée  par  Tartaglia,  par  Cardan,  parBernaidino 
Baldi,  devait  exercer  une  influence  notable  sur  le  développement 
de  la  Dvnamicjue.  M.  Duhem  a  recueilli  et  commenté  un  grand 
nombre  de  fragments  épars  relatifs  à  ce  sujet;  mais  je  ne  veux  pas 
commencer  à  rejuotluire  quelqu'un  de  ces  Iragments,  où  l'on  ne 
sait  parfois  s'il  faut  admirer  davantage-  la  pensée  elle-même,  ou  la 
forme  que  Léonard  de  Vinci  lui  a  donnée;  je  n'en  laisserais  sans 
doute  aucun  de  coté. 

Je  ne  saurais  parler  ici  (ni  ailleurs)  de  Métaphysique  :  il  m'est, 
toutefois,  impossible  de  ne  pas  signaler  le  Cliapilre  et  les  documents 
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relaliis  à  l'mfininicnL  i^rand  el  à  rinfiniment  petit.  C'est  l'histoire 
de  ce  que  M.  Poincaré  pourrait  appeler  \e  précantorisme;  l'ingé- 
niosité, la  subtilité  et  parfois  la  justesse  de  vue  de  Gilles  de  Rome, 
de  Guillaume  d'Ockam,  de  Jean  de  Bassols,  de  Jean  Buridan,  de 
Walter  Barlev,  de  Grégoire  de  Ri  mini,  etc.,  sont  vraiment  merveil- 
leuses.  Mais  je  ne  puis  que  renvoyer  le  lecteur  au  Livre  de 
M.  Dul.em.  J.  T. 


BUIJjyj  IN  lUBLIOGRAPHIOUE. 


André  (Ch.).  —  Les  planètes  et  leur  origine.  In-8°,  285  p.,  94  fig., 
3  pi.  Paris,  Gautliier-Villars.  10  fr. 

Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  publiées  sous  la  direction  de 
i\ï.  Lœwy.  Mémoires,   t.  XXV.  In-4",  viu-426  p.  Paris,  Gauthier-Villars. 

27  fr. 

l^iANCiii  (Luigi).  —  Lezioni  di  Geometria  analitica.  In-8°,  816  p.  avec 
fig.  Pisa.  14  I- 

BuRKiiARDT  (Hoinr.).  —  Futiktionentheoretische  Vorlesiingen.  1.  Bd. 
I,  Heft.  AJgebroische  Analysis  (■)'  édition).  Gr.  in-8°,  xii-199  p.  avec 
figures.  Leipzig,  Veit  et  G'"'.  5  m.  Go  pf.  ;  relié,  6  m.  60  pf. 

CzUBER  (Enian.  ).  —  Einfûhrang  in  die  hohere  Mathematik.  Gr.  in-S», 
x-382  p.  avec  ii4  fig.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  Belié,  12  m. 

Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées.  Edit. 
française.  Rédigée  et  publiée  d'après  l'édition  allemande  sous  la  direction 
de  .1.  MoLK.  Tome  I  (  1'  vol.).  Calcul  des  probabilités.  Théorie  des 
erreurs.  Applications  diverses.  Rédigé  dans  l'édition  allemande  sous  la 
direction  de  François  Mejer.  Fasc.  2.  In-8",  p.  i6i-320.  Paris,  Gautbier- 
Villars.  G  fr.  25. 

Hlygiîns.  —  OEmres.  T.  XI.  Travaux  matbématiques.  10-4",  iv-j-o  p. 
Paris,  Gautbier-^'illars.  23  fr. 

Jahrbuch  iibcr  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begriindet  v.  Garl 
Orlbniann,  lirsg.  v.  Émil  Lampe.  37.  Bd.  Jabrg.  1906.  2.  Heft.  Gr.  in-8», 
p.  485-(i92.  lîivrlin,  G.  lîcimer.  7  m.  5o  pf. 
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BOREL  (E.).  —  Eléments  de  la  Théorik  des  Probabilités  :  Probabilités 
discontinues,  probabilités  continues,  probabilités  des  causes,  i  vol. 
ln-8,  VI1-191   pages.   Paris,  Hermann,  1909. 

M.  Borel  a  fait  récemment,  pendant  plusieurs  semestres,  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris,  un  cours  sur  la  Théorie  des  Proba- 
bilités; sur  ce  même  sujet,  outre  quelques  Notes  d'un  caractère 
philosophique,  il  a  publié,  en  1906,  dans  les  Annales  de  VEcoie 
normale,  un  Mémoire  Sur  les  principes  de  ta  théorie  cinétique 
des  gaz  et,  en  ifjog,  dans  les  Re/idiconti del  Circolo  nialematico 
di  Palernio,  une  étude  sur  Les  Probabilités  dénombrables  et 
leurs  applications  arithmétiques.  On  sait  assez,  par  d'autres 
publications,  que  les  subtilités  et  les  jeux  de  la  Logique  ne 
Teffraient  nullement  :  ces  jeux  ne  lui  suffisent  pas;  il  est  aussi 
réaliste  que  logicien.  Depuis  longtemps,  la  Théorie  des  Probabi- 
lités le  préoccupe,  moins  peut-être  pour  son  intérêt  mathématique 
que  pour  la  signification  de  ses  principes  et  1  importance  de  ses 
applications  :  elle  intervient  partout  où  il  j  a  des  mesures  à 
elFectuer;  elle  est  au  fond  des  questions  les  plus  importantes  de  la 
Physique  moderne;  elle  est  essentielle  pour  la  connaissance  des 
<:ollectivités  ;  elle  aidera  sans  doute  à  mieux  régler  les  intérêts  des 
groupes  sociaux.  D'un  autre  côté,  l'étude  des  éléments  de  cette 
ibéorie  contribue  assurément  à  la  bonne  formation  de  l'esprit,  ne 
serait-ce  qu'en  le  débariassant  de  quelques  idées  fausses  et  super- 
stitieuses. 

Si  l'opinion  de  M.  Borel  sui-  la  grande  importance  de  la  Théorie 
<lcs  Probabilités  est,  comme  je  le  crois,  parfaitement  juste,  il  faut 
legretter  que  cette  théorie  tienne  si  peu  de  place  dans  notre  en- 
seignement; mais  il  y  a  une  raison  pour  ne  pas  la  faire  figurer 
même  par  ses  parties  les  plus  élémentaires,  dans  les  programmes 
de  nos  lycées  :  c'est  qu'il  en  jaillirait  bienlôt  d'innombrables  ques- 

Bull.  des  Sciences  mathém.,  1"  série,  t.  XXXIII.  (Mai  rgog.)  g 
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lions  d'examen,  extravagantes  et  captieuses.  Sans  doute,  il  est 
fâcheux  que  cette  théorie  soit  d'ordinaire  complètement  ignorée 
par  les  jeunes  gens  qui  reçoivent  l'enseignement  de  nos  Facultés  : 
il  faut  toutefois  se  rendre  compte  que  les  professeurs  ne  peuvent 
pas  tout  enseigner  et  que  les  élèves  ne  peuvent  pas  suivre  tous  les 
cours.  La  vérité  est  que  l'enseignement  oral  ne  doit  pas  absorber 
tout  le  temps  des  étudiants  et  (jue  ces  derniers  doivent  prendre 
l'habitude  de  demander  aux  Livi-es  des  connaissances  qui,  pour 
n'être  ni  enseignées  dans  les  cours,  ni  exigées  dans  les  examens, 
n'en  sont  pas  moins  indispensables. 

S'il  en  est  ainsi,  il  faut  constituer  à  leur  usage  une  bibliothèque 
de  Livres  où  chaque  branche  spéciale  soit  reprise  à  son  commence- 
ment, où  l'on  n'emploie  pas  les  mots  sans  les  définir  dans  les  dif- 
férentes significations  qu'ils  peuvent  avoir,  où  l'on  fasse  réfléchir 
sur  les  idées  essentielles  et  sur  la  façon  dont  elles  s'appliquent,  des 
Livres  qui  ne  demandent,  pour  être  compris  et  appris,  ni  trop  de 
connaissances,  ni  trop  d'efïorls,  ni  trop  de  temps,  qui  se  suffisent 
à  peu  près  à  eux-mêmes  et  suggèrent  le  désir  d'aller  plus  loin. 

Les  Eléments  de  la  Théorie  des  Probabilités  sont  un  modèle 
dans  ce  genre  :  en  fait  de  connaissances  mathématiques,  M.  Borel 
demande  à  son  lecteur  de  savoir  ce  qu'est  une  intégrale  définie  et 
d'admettre  la  formule  de  Stirling;  il  a  eu  la  coquetterie  de  tirer 
de  la  théorie  même  qu'il  expose  les  quelques  formules  relatives 
aux  combinaisons  dont  il  a  besoin  :  c'est  de  la  réflexion  qu'il 
exige  de  son  lecteur.  Si  quelque  point  d'une  démonstration  lui 
semble  douteux  ou  suspect,  il  le  dit  franchement;  il  n'esquive 
jamais  les  difficultés;  il  ne  cherche  pas  non  plus  à  les  exagérer;  il 
se  plaît  à  résoudre  à  force  de  bon  sens,  mais  d'un  bon  sens  très 
aiguisé,  quelques-unes  de  celles  que  Joseph  Bertrand  a  mis  tant 
d'esprit  à  soulever. 

M.  Borel  est  un  réaliste  ;  cela  apparaît  dans  l'ordre  même  qu'il 
suit,  dans  les  exemples  concrets  d'où  il  fait  sortir  les  idées,  dans 
la  façon  aussi  dont  il  critique  les  définitions  purement  logiques, 
ou  plutôt  dont  il  met  en  évidence  les  observations  et  les  intuitions 
qui  conduisent  à  ces  définitions  logiques. 

Le  sous-titre  du  Livre  (Probabilités  discontinues,  probabi- 
lités continues,  probabilités  des  causes)  caractérise  les  trois 
Parties  dont  il  se  compose. 
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Dans  la  première  Partie,  le  jeu  de  pile  ou  face  lient  la  plus 
grande  place  :  deux  Chapitres,  le  premier  et  le  quatrième,  lui  sont 
consacrés;  c'est  ce  jeu,  le  plus  simple  de  tous,  qui  conduit  aux 
définitions,  aux  idées  essentielles  et  même  aux  formules  fonda- 
mentales. Le  premier  Chapitre,  oîi  la  définition  générale  des  pro- 
babilités (discontinues)  n'est  même  pas  donnée,  amène  admirable- 
ment le  lecteur  à  cet  état  d'esprit  où  il  doit  être  pour  étudier  le 
Calcul  des  Probabilités.  Dans  le  quatrième,  qui  a  pour  titre  Étude 
approfondie  du  jeu  de  pile  ou  face,  l'auteur  introduit  la  fonc- 
tion 


e(X)  =  -^  f  e-->-^d\, 


l'unité  d'écart,  l'écart  le  plus  probable,  l'écart  probable,  l'écart 
moyen.  Après  quelques  généralisations  faciles,  dans  le  Chapitre 
suivant,  la  signification  de  la  loi  des  grands  nombres  apparaîtra  de 
la  façon  la  plus  nette. 

La  définition  de  la  probabilité  géométrique,  placée  en  tête  du 
Livre  qui  traite  des  probabilités  continues,  est  étudiée  avec  le  plus 
grand  soin.  M.  Borel  met  en  évidence,  avec  toute  la  clarté  désirable, 
le  rôle  que  joue  le  choix  de  la  variable  indépendante  et,  par  là 
même,  le  caractère  arbitraire,  au  point  de  vue  logique,  d'une  telle 
définition.  «  Mais,  en  fait,  ce  choix  est  presque  toujours  imposé 
d'une  manière  évidente  par  les  conditions  mêmes  de  la  question 
posée,  lorsqu'il  s'agit  d'une  question  concrète  et  non  d'une  ques- 
tion abstraite,  et  c'est  une  simple  plaisanterie  que  de  prétendre 
modifier  arbitrairement  ce  choix  par  un  changement  de  variable 
analytique,  sans  rapport  avec  la  réalité....  Ce  choix  n'a  un  sens 
que  si  l'on  se  borne  aux  problèmes  dont  l'énoncé  est  assez  précis 
pour  qu'une  vérification  expérimentale  du  résultat  puisse  être 
tout  au  moins  tentée.  »  Celte  dernière  pensée  me  semble  toucher 
le  fond  même  de  la  question  :  M.  Borel  développe  excellemment 
la  signification  des  mots  vérification  expérimentale  et  signale 
quelques-unes  des  erreurs  où  il  ne  faut  pas  tomber.  Il  n'a  garde 
d'ailleurs  de  laisser  de  côté  les  remarques  profondes  de  M.  Poin- 
caré  sur  le  cas  où  le  résultat  final  est,  dans  une  large  mesure, 
indépendant    de    la    fonction    arbitraire     qu'on    peut   introduire 
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dans  la  définition  de  la  probabilité,  et  les  exemples  simples  qu'il 
donne  sont  parfaitement  instructifs. 

Pour  en  rester  au  premier  point  de  vue,  aux  cas  «  où  la  vérifica- 
tion expérimentale  peut  être  tentée  »,  M.  Borel  a  sans  doute  raison 
d'apporter  une  petite  restriction  à  cette  affirmation  que  le  choix 
de  la  variable  indépendante  (ou  des  variables  indépendantes) 
s'impose  d'une  manière  évidente  ;  il  n'aurait  pas  eu  de  peine  à  don- 
ner des  exemples  où  quelque  esprit  de  finesse  serait  nécessaire 
pour  démêler  cette  vai'iable  ou  ces  variables;  mais  des  difficultés 
analogues  se  rencontrent  dans  toutes  les  applications  des  Mathé- 
matiques. Il  ne  suffit  pas  de  savoir  les  Mathématiques  pour 
être  capable  de  les  appliquer  à  la  réalité  :  du  bon  sens, 
quelque  habileté  et  quelque  habitude  sont  indispensables.  Ne 
méconnaissons  pas  les  difficultés  qu'il  j  a  d'ordinaire  à  mettre 
les  problèmes  réels  en  équation  :  c'est  sur  des  exemples  simples 
(]u'on  apprend  la  manière  de  s'y  prendre,  et  ceux  que  traite 
M.  Borel  sont  très  bien  choisis.  Signalons  en  particulier  les  pro- 
blèmes relatifs  à  la  position  de  points  sur  la  sphère,  à  la  distribu- 
tion des  étoiles,  la  critique  des  paradoxes  de  Joseph  Bertrand, 
l'élude  de  la  distribution  des  petites  planètes  sur  le  zodiaque, 
celle  du  mouvement  d'un  point  dans  un  plan  et  l'application  à  la 
théorie  cinétique  du  gaz. 

Un  Chapitre  est  consacré  aux  erreurs  d'observation  et  à  la  loi 
de  Gauss  :  ici  encore,  c'est  sur  la  signification  de  cette  loi  et  sur 
«  les  raisons  simples  qui  rendent  le  mieux  compte  de  sa  quasi- 
universalité  pratique  »  qu'insiste  M.  Borel.  L'étude  des  écarts 
qu'il  a  faite  dans  le  premier  Livre,  à  propos  du  jeu  de  pile  ou 
face  d'abord,  puis  des  tirages  de  boules  dans  une  urne,  lui  permet 
d'expliquer  l'existence  des  séries  normales,  des  séries  (démesures) 
auxquelles  s'applique  la  loi  de  Gauss;  les  notions  âe  précision  et 
de  poids  sont  exposées  avec  grand  soin. 

Le  dernier  Livre  sur  la  probabilité  des  causes,  ou  plutôt  des 
corrélations,  sera  lu  avec  un  vif  intérêt.  Les  quelques  problèmes 
statistiques  sur  les  naissances  que  traite  M.  Borel,  cette  notion  du 
schéma  des  urnes  constituées  de  façon  que  le  Tableau  des  tirages 
coïncide  vraisemblablemosit  avec  un  Tableau  d'observations  sta- 
tistiques, les  applications  l)ioMiclriques  qui  ouvrent  une  fenêtre 
sur  les  recherches  de  F.   Galton,  de  M.  Pearson  et  de  ses  élèves, 
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les  questions  que  soulèvent  la  simplicité  ou  la  complication  des 
poids  atomiques,  tout  cela  est  très  suggestif;  on  sera  particulière- 
ment frappé  de  la  façon  lumineuse  dont  l'auteur  arrive  à  poser 
les  problèmes. 

Le  Livre  de  M.  Borel  mérite  vraiment  le  nom  d'Eléments  qu'il 
lui  a  donné  :  il  contient  bien  les  éléments  avec  quoi  sont  consti- 
tuées, en  quoi  se  résolvent  les  diverses  théories  qui  se  rapportent 
aux  probabilités.  Bien  des  lecteurs  seront  désireux  de  dépasser 
ces  éléments  et  souhaiteront  que  l'auteur  veuille  bien  continuer  à 
les  euider.  J.  T. 


HEATH  (T.-L.).  —  The  thirtke.n  Books  of  Elclid's  éléments  translated 

FROM   THE    TEXT   OF    HeIBERG,    WITH    INTRODUCTION  AND   COMMENTARY.   Cam- 
bridge, Universitj'  Press,  1908;  3  volumes  grand  in-S". 

L  On  sait  qu'en  Angleterre  les  Eléments  d'Euclide  tiennent 
depuis  longtemps  une  place  considérable  dans  l'enseignement 
mathématique.  Il  ne  faut  donc  pas  s'étonner  qu'il  ait  paru  dans 
ce  pays  de  très  nombreuses  traductions  de  l'Ouvrage  classique  du 
célèbre  géomètre  grec.  Si  l'on  veut  s'en  convaincre,  on  n'a  qu  à 
ouvrir  le  Catalogue  of  printed  Books  du  Brilish  Muséum;  on 
y  trouvera  plusieurs  pages  à  deux  colonnes  in-4"  consacrées 
aux  éditions  et  traductions  anglaises  d'Euclide  qui  sont  conser- 
vées dans  ce  grand  établissement  scientitîque.  Pour  s'en  tenir  ici 
aux  traductions,  les  unes  portent  sur  l'ensemble  du  texte  des 
Eléments,  les  autres  n'en  reproduisent  que  certains  Livres;  il  en 
est  de  celles-ci  qui  ont  un  caractère  simplement  pédagogique, 
comme,  par  exemple,  celle  de  H. -M.  Taylor,  Euclid's  éléments 
of  Geometry,  Books  I-IV,  Cambridge,  at  the  University  Press, 
1891,  dans  la  Pitt  press  mathematical  séries  ;  il  en  est  d'autres 
qui  s'adressent  à  un  public  supérieur  :  telle  est  la  publication  de 
J.-M.  Hill,  The  contents  of  the  fifth  and  sixth  Books  of  Eiiclid, 
arranged  and  explained,  Cambridge,  University  Press,  1900. 
L'objet  de  cet  Ouvrage,  dit  l'auteur  dans  sa  Préface,  est  de  ré- 
soudre les  difficultés  principales  que  rencontrent  ceux  qui  veulent 
approfondir  les  Livres  susdits  d'Euclide. 
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C'est  encore  des  presses  de  l'Université  de  Cambridge  que  vient 
de  sortir  une  publication  très  importante  consacrée  aux  Eléments 
d'Euclide,  dont  nous  avons  transcrit  le  titre  en  têle  de  cet  article. 
Elle  est  due  à  M.  T.-L.  Heath,  le  très  distingué  l'ellow  de  Trinity 
•collège  de  Cambridge,  et  elle  mérite  d'attirer  l'attention  des 
ïnalhémaliciens. 

I. 

â.  L'auteur  a  placé  en  tête  de  son  Ouvrage  une  longue  et  très 
savante  Introduction  (p.  i-i5i),  dans  laquelle  il  étudie  d'abord 
ce  que  nous  savons  d'Euclide  (')  et  de  la  tradition  euclidienne 
depuis  l'antiquité  jusqu'au  Moyen  Age  et  à  la  Renaissance.  Les 
Eléments,  qui  devinrent  classiques  presque  aussitôt  après  leur 
apparition,  — Archimède  les  a  cités,  —  devaient  ce  succès  mérité 
à  la  rigueur  logique,  à  la  clarté  remarquable  de  l'exposition,  à 
l'enchaînement  solide  des  propositions  qui  témoignaient  d'une 
méthode  profondément  éprouvée.  Constatons  en  passant  qu'en  ce 
qui  concerne  les  six  premiers  Livres  relatifs  à  la  Géométrie  plane, 
on  sait  que  la  princi|)ale  diflférence  qu'ils  offrent  pour  l'ordre  des 
matières,  avec  les  Ouvrages  élémentaires  maintenant  suivis  en 
France,  consiste  en  ce  qu'Euclide  ne  fait  intervenir  la  notion  de 
rapport  et  la  théorie  des  proportions  (Livre  V)  que  pour  traiter  des 
figures  semblables  (Livre  V)  et  qu'il  démontre,  indépendamment 
de  ces  notions,  toutes  les  propriétés  dans  l'énoncé  desquelles  elles 
ne  figurent  pas.  Pour  ce  qui  est  des  Livres  Vif  à  X,  qui  sont  consa- 
crés aux  propriétés  des  nombres  et  à  la  théorie  des  irrationnelles 
{voir  Livre  V),  on  n'ignore  [)as  que,  quelque  grande  que  soit  la 
valeur  d'Euclide,  cette  partie  de  son  Ouvrage  a  fort  vieilli,  et, 
pour  le  fond,  en  raison  de  l'extension  de  la  notion  des  incom- 
mensurables, et  pour  la  forme,  à  cause  de  ce  que  l'appareil  géomé- 
trique peut  j  avoir  de  lourd.  Quant  aux  Livres  XI  à  XIII 
(Stéréométrie),  on  sait  qu'on  n'y  voit  développée  que  la  partie  qui 
concerne  la  mesure  des  parallélépipèdes,  prismes  et  p>'ramides, 
les  rapports  des  volumes    des  cônes,  cylindres  et  sphères,  et  la 

(')  D'un  passage  de  Proclus,  qui  vivait  au  v  siècle  après  J.-C,  on  peut  inférer 
que  ta  vie  d'Euctide  se  place  chronologiquement  entre  l'époque  des  premiers  dis- 
ciples de  Platon,  mort  en  347  avant  J.-C,  et  celle  d'Archimède,  qui  vivait  entre 
287  et  212,  c'est-à-dire  qu'Euclide  est  contemporain  de  Ptoiémée  I"  (3oG-283). 
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conslniclion  des  cinq  polyèdres  réguliers.  On  a  constalé  une 
moins  parfaite  rigueur  dans  l'exposé  de  ces  matières  stéréomé- 
Iricpies. 

Après  avoir  parlé  de  la  tradition  euclidienne,  M.  Heatli  résume 
dans  son  Introduction,  d'après  les  sources  et  les  commentateurs 
anciens  et  modernes,  ce  que  l'on  sait  des  écrits  d'Euclide  autres 
que  ses  Eléments,  il  mentionne  d'abord  les  Pseudaria,  d'après 
Proclus,  Ouvrage  perdu,  qui  était  en  connexion  avec  \es  Eléments, 
et  ne  devait  pas  sortir  du  domaine  de  la  Géométrie  élémentaire; 
puis  les  Données  (data,  cssspéva)  que  Pappus  a  insérées  et  résu- 
mées dans  son  Recueil,  Ouvrage  qui  forma  jdus  tard  l'intro- 
duction classique  à  l'étude  de  l'Analyse  géométrique;  le  Ti-aité 
des  Divisions  des  figures,  qui  ne  nous  est  point  parvenu  dans  le 
texte  grec  (irepl  oia'.pé^swv  [i'.&'/J.ci),  mais  dans  une  traduction 
arabe,  étudiée  par  Woepcke  ;  les  trois  Livres  des  Porismes, 
dont  la  restitution  a  donné  lieu  à  de  célèbres  discussions;  les 
deux  Livres  de  Lieux  en  surface  (')  [loci,  -zir.z'.  r.poç  irj.oxvzix), 
où  Euclide,  a-t-on  dit,  ne  devait  considérer  vraisemblablement 
comme  lieux  à  deux  dimensions  d'autres  surfaces  que  le  plan  et 
celle  des  trois  corps  ronds;  les  quatre  Livres  des  Coniques, 
Ouvrage  perdu,  peut-être  déjà  à  l'époque  de  Pappus;  les 
Phœnomena,  œuvre  astronomique  qui  a  survécu;  enfin  le  Livre 
de  VOptique,  édité  assez  récemment  par  M.  Heiberg.  Nous 
n'avons  pas  à  parler  ici  d'un  autre  écrit  d'Euclide,  relativement 
à  la  musique,  écrit  dont  l'authenticité  est  très  douteuse  et  que 
Paul  Tannerv  a  cru  devoir  rejeter  (-). 

La  suite  de  la  substantielle  Introduction  qu'a  écrite  M.  Heath 
comprend  deux  Chapitres  qui  sont  consacrés,  l'un  aux  commen- 
tateurs grecs  des  Eléments  autres  que  Proclus,  à  savoir  Héron, 
Porphyre,  Pappus  et  Simplicius,  l'autre  à  Proclus  et  à  ses  sources. 
Vient  après  un  Chapitre  fort  érudit  sur  le  texte  d'Euclide,  où 
M.  Heath,  après  avoir  mentionné  la  première  traduction  anglaise 
d'Euclide,  celle  de  Simson  (i^56),  passe  en  revue  les  manuscrits 
utilisés  |)ar  le  savant  M.  Heiberg  dans  sa  remarquable  édition  de 

(')  Voir  à  ce  sujet  une  restitution  proposée  par  le  regretté  P.  Tannerv  dans 
le  Bulletin  des  Sciences  niatli.  et  astron.,  1'  série,  t.  VI,  p.  149  (Heath,  Intro- 
duction, n"  4,  p.  i3). 

(-)  Introduction,  n"  8,  p.  17. 
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i883,  et  il  a  ainsi  l'occasion  de  parler  des  manuscrits  de  Théon 
d'Alexandrie,  qui  vivait  environ  au  iv*  siècle  après  J.-C. 
M.  Healli  entre  lui-même  dans  la  critique  du  texte  et  discute  de 
près  divers  points  fort  intéressants  à  propos  de  l'édition  Heiberg. 
Du  texte  d'Euclide,  M.  Heath  passe  aux  Scliolies  du  même,  objet 
d'une  étude  approfondie  du  même  savant  danois.  Non  moins 
érudit  est  le  Chapitre  qui  suit,  où  les  textes  arabes  d'Euclide  sont 
étudiés  longuement  et  où  nous  retrouvons  souvent  cités  les  noms 
d'Heiberg,  de  Wœpcke,  joints  à  ceux  de  Klamroth  ('),  Stein- 
schneider,  sans  omettre  celui  de  Suter  qui  s'impose  en  celte  ma- 
tière tout  particulièrement. 

Le  Chapitre  suivant  de  cette  Introduction  à  la  fois  historique  et 
critique,  si  bien  documentée,  est  nettement  bibliographique.  11 
concerne  les  principales  éditions  et  traductions  des  Eléments. 
L'auteur  part  de  la  fin  de  l'antiquité  latine  (-)  et,  aidé  des  re- 
cherches de  MM.  Moritz  Cantor,  Weissenborn  et  Max.  Curlze,  et 
de  celles  toutes  récentes  de  M.  Bjornbo,  il  rappelle  les  travaux 
auxquels  ont  donné  lieu  les  traductions  de  textes  euclidiens  ou 
dérivés  d'Euclide,  en  arabe  et  en  latin,  au  Moyen  Age,  puis  à  la 
Renaissance,  enfin  dans  les  temps  modernes  jusqu'à  nos  jours. 
D'un  tout  autre  caractère  est  le  dernier  Chapitre  de  l'Introduction, 
où  l'auteur  étudie,  au  point  de  vue  de  la  logique,  la  constitution 
des  Eléments,  les  définitions,  postulats,  axiomes,  les  théorèmes 
et  les  problèmes,  les  propositions  et  leurs  divisions  formelles,  les 
lemmes  et  porismes,  la  réduction  à  l'absurde,  l'analyse  et  la  syn- 
thèse, toutes  choses  qui  renvoient  à  chaque  instant  le  lecteur, 
d'une  part  à  Aristote  [Metaph.  et  Anal,  pvior.  et  poster.)  ainsi 
qu'à  Proclus,  et,  d'autre  part,  aux  remarques  critiques  d'Heiberg, 

(')  Rappelons  ici  que,  tandis  que  Klamroth  incline  à  donner  la  préférence  à 
la  traduction  arabe  touchant  la  tradition  d'Euclide,  Heiberg  a  conclu  d'une  façon 
générale  à  la  supériorité  de  la  tradition  grecque. 

(^)  M.  Heath,  qui  mentionne  (p.  92)  à  propos  d'Euclide  les  Institutiones  de 
Cassiodore,  semble  ignorer  l'édition  critique  et  le  commentaire  détaillé  de  la  Géo- 
métrie de  Cassiodore  (où  nous  avons  traité  la  question  de  la  traduction  d'Euclide 
en  latin)  que  nous  avons  publiés  sous  le  titre  suivant  :  Note  sur  le  texte  des 
Institutiones  de  Cassiodore  d'après  divers  manuscrits,  recherches  critiques 
sur  la  tradition  des  Arts  libéraux  de  l'antiquité  au  Moyen  Age  (Paris,  Klinck- 
sieck,  1904,  extrait,  avec  additions,  de  la  Bévue  de  Philologie,  de  Littérature  et 
d'Histoire  anciennes,  avril  et  juillet  1900,  janvier,  avril  et  octobre  igoS).  Qu'il 
nous  permette  de  le  lui  signaler  dans  notre  Compte  rendu. 
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Moritz  Canlor.  Paul  Tannerj,  etc.,  à  propos  des  termes  ou  des 
concepts  de  la  logique  antique  appliquée  aux  Eléments  de 
Géométrie. 

II. 

3.  Arrivons  maintenant  à  la  méthode  suivie  par  M.  Healh  dans 
la  publication  de  sa  traduction  d'Euclide  et  dans  l'exposé  des  ma- 
tières de  Géométrie  qui  y  sont  contenues.  Pour  chaque  Livre,  il 
fait  suivre  les  différents  paragraphes  du  texte  d'Euclide  des  com- 
mentaires les  plus  variés,  qu'il  a  empruntés  soit  aux  auteurs 
et  critiques  anciens,  soit  aux  commentateurs  ou  aux  géomètres 
modernes  et  contemporains.  On  peut  suivre  ainsi,  dans  bien  des 
cas,  l'évolution  de  la  pensée  mathématique  en  ce  qui  concerne  tel 
ou  tel  exposé  géométrique,  se  rattachant  à  un  texte  qu'on  a  cons- 
tamment sous  les  yeux  et  sans  qu'on  perde  de  vue  dans  quelles 
séries  d'idées  peuvent  se  ranger  historiquement  les  discussions 
théoriques  auxquelles  il  a  donné  naissance.  On  voit  combien 
celte  façon  de  procéder  dans  l'analyse  du  texte  d'Euclide,  à  la  fois 
très  précise  et  variée,  devient  ainsi  suggestive;  car  l'auteur,  qui 
sait  se  mouvoir  avec  aisance  dans  un  vaste  domaine  historique  et 
bibliographique,  aboutit  très  souvent  par  la  nécessité  même  de 
ses  commentaires  aux  théories  modernes  et  contemporaines;  et  les 
mathématiciens,  auxquels  il  rend  ainsi  bien  des  services,  lui  en 
sauront  gré. 

Si,  dans  certains  cas,  par  exemple,  au  sujet  de  la  définition  o 
du  Livre  I  d'Euclide,  qui  est  relative  à  une  surfnce,  M.  Heath 
s'en  lient  aux  commentaires  des  anciens,  à  ceux  de  Platon,  d'Aris- 
tole  et  de  Proclus,  à  la  classification  d'Héron,  il  n'en  est  pas  de 
même  de  la  définition  7,  concernant  la  surface  plane  où,  après 
avoir  exposé  les  remarques  des  anciens  à  ce  sujet,  il  énumère 
celles  de  Gauss  et  de  Crelle,  de  Fourier,  de  Deahna  et  de  Becker, 
celles  de  Bolyai  et  de  Lobatchewsky,  jusqu'à  celles  d'Enriques  et 
d'Amaldi.  Il  en  est  de  même  pour  les  définitions  8  et  9  qui  sont 
relatives  aux  angles,  au  sujet  desquelles  il  donne  les  informations 
bibliographiques  les  plus  récentes.  Prenons  maintenant  le  pos- 
tulai d'Euclide  :  ((  Si  une  droite,  tombant  sur  deux  droites,  failles 
angles  intérieurs  du  même  côté  plus  petits  que  deux  droits...  )> 
On  sait  à  combien  de  Mémoires  ce  postulatum  a  donné  naissance; 
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on  en  trouverait  le  relevé  dans  Riccardi  {Saggio  di  una  biblio- 
grafia  Euclidea,  Bologne,  1890),  et  des  indications  complé- 
mentaires plus  récentes  dans  l'Ouvrage  de  Max  Simon  {JJeher  di 
Enlwicklung  der  Elcinentar  Géométrie  im  XIX Jahrhundert , 
1906).  Après  les  noms  d'auteurs  anciens,  tels  que  ceux  de  Proclus 
et  de  Plolémée,  dont  M.  Heatli  cite  l'autorité,  nous  trouvons 
encore  citées  par  lui  les  observations  de  AVallis,  Saccheri,  Lam- 
bert, Legendre,  parmi  les  modernes,  sans  compter  celles  d'un 
grand  nombre  de  mathématiciens  du  siècle  dernier.  Passant  ensuite 
aux  axiomes  dits  à'Euclide,  M.  Heatli  suit  une  marche  analogue, 
et  va  de  là  aux  axiomes  post-euclidiens,  au  principe  de  continuité, 
au  postulat  de  Dedekind  et  à  ses  applications.  Il  est  amené  à  parler 
des  systèmes  de  Géométrie  où  le  postulat  d'Euclide  est  supposé 
faux,  des  édifices  logiques  construits  par  Lobatchewskj  et  Rie- 
mann,  des  groupes  d'axiomes  d'après  la  répartition  de  M.  Hilbert, 
sans  omettre  le  système  d'HelmhoItz  qui  a  essayé  de  montrer  que 
les  piopositions  de  la  Géométrie  euclidienne  n'étaient  autres  que 
les  lois  des  mouvements  des  corps  solides,  celles  des  autres  géo- 
métries  étant  celles  que  pourraient  suivre  d'autres  corps  analogues 
aux  corps  solides  dont  l'existence  pourrait  être  conçue  sans  qu'il 
en  résultât  la  moindre  conlradiciion,  lois  telles  toutefois  qu'elles 
ne  peuvent  être  regardées  comme  expérimentales  ('). 

M.  Healli  a  aussi  placé  en  tête  de  certains  Livres  des  Elémenls 
une  Introduction  s|)éciale  à  ces  Livres  pour  faire  ressortir  tout 
l'intérêt  qui  s'y  rattache.  C'est  ainsi  qu'il  a  cru  devoir  faire  jiour 
le  Livre  X,  à  propos  de  la  doctrine  de  l'incommensurable  dans 
l'antiquité  depuis  Pythagore,  en  j)assant  par  Théétêle  d'Athènes 
et  Proclus,  puis  au  Moyen  Age  avec  Léonard  de  Pise,  à  la  Renais- 
sance avec  Pacinolo  et  Cardan,  plus  tard  avec  S.  Stevin,  enfin 
avec  Wœpcke,  relativement  à  un  commentaire  du  Livre  X  décou- 
vert dans  un  manuscrit  arabe.  L'étude  de  ce  même  Livre  se 
termine  par  des  observations  sur  l'extension  diverse  que  reçut, 
xiolamment  d'Apollonius,  la  doctrine  d'Euclide  contenue  dans 
cette  partie  de  son  Ouvrage. 

(')  \'oir  H.  PoiNC.vRE,  Les  fondements  de  la  Géométrie,  dans  le  Journal 
des  Savants,  1902,  p.  202  et  suiv.  ;  cf.  du  même,  Rapport  sur  les  travaux  mathé- 
matiques de  M.  Hilbert  au  sujet  du  prix  Lobalchewsk3%  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  physico-mathématique  de  Kasan,  2'  série,  t.  \IV,   1904,  p.  io-48. 
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4.  Nous  pensons  qu'il  serait  superflu  de  donner  d'autres  exem- 
ples de  la  manière  de  procéder  dont  M.  Healh  se  sert  dans  son 
commentaire  d'Euclide,  Nous  n'avons  pas  à  entrer  ici  dans  un 
examen  plus  détaillé;  nous  signalerons  seulement  deux  précieux 
Index  d'ensemble  qui  terminent  le  troisième  et  dernier  Volume  de 
l'Ouvrage  de  M.  Heath,  à  savoir  :  i°  un  Index  technique  des  termes 
spéciaux  et  des  formes  grecques;  2"  un  Index  général  des  ma- 
tières et  des  noms  d'auteurs  anciens  et  modernes  qui  sont  cités  par 
M.  Healh.  Ces  répertoires  sont  appelés  à  rendre  de  réels  services 
aux  mathématiciens  ainsi  qu'aux  historiens  des  Mathématiques. 

Enfin,  qu'il  nous  soit  permis,  en  jetant  un  coup  d'oeil  d'en- 
semble sur  tant  de  résultats  obtenus  par  la  science  géométrique, 
ancienne  et  moderne,  dont  il  est  fait  mention  dans  l'Ouvrage  que 
nous  avons  analysé,  de  rappeler  ici  ce  que  vient  d'écrire  tout 
récemment,  avec  beaucoup  de  justesse,  un  savant  historien  des 
Sciences  au  sujet  de  la  reproductivité  des  fruits  de  l'ancienne 
mathématique  :  «  Un  problème  qui  occupe  particulièrement  les 
mathématiciens  du  xx^  siècle,  c'est  la  question  de  la  base  logique 
des  Mathématiques,  et  en  particulier  de  nos  notions  géomé- 
triques, ce  qui  est  en  même  temps  la  question  des  conditions 
auxquelles  doit  satisfaire  une  démonstration  mathématique  pour 

être    exacte Le    travail    accompli    par    les    modernes   pour   la 

résoudie  a  reçu  beaucoup  d'impulsions  de  l'antiquité;  mais,  de 
même  que  nous  l'avons  vu  pour  les  recherches  infinitésimales,  on  est 
le  plus  souvent  trop  occupé  de  son  propre  travail  pour  remarquer 
cette  influence La  croissance  de  la  Science  se  fait,  non  seule- 
ment par,  mais  dans  des  hommes  vivants.  Ceux-ci  ont  besoin, 
non  seulement  d'apprendre  par  cœur,  mais  d'assimiler  et  même 
de  reproduire  ce  qui  pourra  leur  servir  de  point  de  départ  pour 
des  progrès  ultérieurs.  Pour  cela,  ils  ont  moins  besoin  de  résultats 
tout  prêts  et  complets  transmis  par  leurs  prédécesseurs  que  des 
pensées  et  des  impulsions  fécondes  qu'ils  ont  reçues  en  même 
temps  que  les  résultats  (<)  ».  Victor  Mortet. 

(')  Nous  empruntons  ces  quelques  lignes  à  une  brochure  de  M.  H. -G.  Zeutiien, 
de  l'Université  et  de  l'Académie  des  Sciences  de  Copenhague,  et  qui  a  pour  titre  : 
Quelques  traits  de  la  propagation  de  la  Science  de  génération  en  génération. 
Elle  est  extraite  de  la  Bivista  di  Scienze  de  Bologne  (t.  V,  an.  III,  1909, 
n.  IX.  1)  et  elle  reproduit  un  discours  du  même  qui  a  été  prononcé  à  la  fête 
annuelle  de  l'Université  de  Copenhague,  en  lyo-;. 
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E.  JOUGUET.  —  Lectures  de  Mécanique.  La  Mécanique  enseignée  par 
LES  AUTEURS  ORIGINAUX.  Première  Partie  :  La  naissance  de  la  Méca- 
nique. Deuxième  Partie  :  L'organisation  de  la  Mécanique.  2  vol.  in-8. 
Paris,  Gauthier-Villars,  1908-1909. 

Voici  un  Ouvrage  dont  le  titre  surprendra  quelque  peu  et  scan- 
dalisera peut-être  certaines  personnes  versées  dans  l'étude  de  la 
Mécanique  ;  la  surprise  et  le  scandale  eussent  été  bien  plus  généraux 
et  bien  plus  vifs  il  j  a  quelques  années  seulement,  alors  que  les 
mécaniciens  avaient,  bien  moins  qu'aujourd'hui,  pénétré  la  véri- 
table nature  de  la  doctrine  qu'ils  cultivent. 

Que  l'on  recueille  des  morceaux  choisis  des  écrits  de  littérateurs 
français,  cela  va  de  soi.  Que  serait  une  histoire  de  la  Littérature 
française,  réduite  à  la  nomenclature  des  auteurs,  à  l'énumération 
de  leurs  œuvres,  aux  dates  des  événements  qui  ont  signalé  leur 
vie?  Rien  assurément.  Les  faits  divers  dont  la  suite  forme  l'exis- 
tence d'un  poète  ne  nous  intéressent  que  par  l'influence  qu'ils 
ont  exercée  sur  les  sentiments  de  l'homme  et,  par  là,  sur  les  vers 
où  ces  sentiments  se  sont  exprimés;  si  nous  n'avons  pas  lu  ces 
vers,  si  notre  coeur  n'a  pas  battu  à  l'unisson  du  cœur  qui  les  a 
chantés,  que  nous  importent  les  circonstances  en  lesquelles  ils 
furent  produits?  Dans  le  domaine  de  la  littérature  ou  de  l'art,  la 
connaissance  des  réalités  concrètes,  des  faits,  serait  sans  valeur  si 
elle  ne  nous  aidait  à  communier  aux  sentiments  du  littérateur  ou 
de  l'artiste,  car  ces  sentiments  sont  tout. 

Que  l'on  compose  des  lectures  d'Histoire,  rien  de  mieux.  Il  nous 
importe  extrêmement  de  savoir  ce  qu'ont  pensé  d'un  fait  historique 
ceux  qui  en  furent  les  acteurs  ou  les  témoins  immédiats.  Assuré- 
ment, les  pensées  et  les  sentiments  qui  ont  agité  ces  hommes  ne 
sont  pas  toute  l'Histoire;  le  fait  historique  subsiste  en  lui-même; 
au  cours  des  temps,  il  déroulera  ses  conséquences  que,  bien  sou- 
vent, les  auteurs  de  ce  fait  n'auront  pas  voulues,  que  les  témoins 
n'auront  pas  prévues.  Mais  l'Histoire  ne  s'explique  que  par  l'action 
des  événements  extérieurs  sur  les  sentiments  des  hommes  et  par 
la  réaction  de  la  volonté  et  des  passions  humaines  sur  les  choses. 
La  série  des  faits  historiques,  séparée  de  ce  qu'ont  pensé  et 
éprouvé  ceux  qui  ont  produit  les  faits  ou  qui  les  ont  subis,  n'est 
plus  l'Histoire;  elle  n'en  est  que  le  squelette. 
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Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  série  des  faits  historiques, 
serait-il  sensé  de  le  répéter  de  la  série  des  propositions  qui  forment 
une  science  exacte,  telle  que  la  Mécanique?  Ces  propositions 
n'exprimenl-elles  pas  des  vérités,  c'est-à-dire  des  choses  dont 
l'existence  est  absolument  indépendante  de  l'esprit  qui  les  conçoit? 
N'est-ce  pas  ce  caractère  impersonnel,  indifférent  aux  pensées  et 
aux  sentiments  des  hommes  qui  les  ont  découverts,  qui  assure  aux 
principes  de  la  Mécanique  leur  valeur  scientifique  ? 

Si,  au  jugement  de  la  Science,  les  vérités  sont  tout,  si  les 
hommes  qui  les  ont  reconnues  ne  sont  rien,  à  quoi  bon  s'enquérir 
de  la  forme  sous  laquelle  ces  hommes  ont  présenté  leurs  trou- 
vailles? Assurément,  l'énoncé  de  quelque  principe  important  de 
Mécanique  ou  de  Physique  éveillera  parfois  notre  curiosité;  nous 
désirerons  connaître  le  nom  de  l'auteur  de  ce  piiucipe,  l'époque 
où  il  vivait,  le  titre  de  l'Ouvrage  où  il  a  consigné  son  invention; 
cette  curiosité  est,  après  tout,  légitime;  on  ne  saurait  trouver  mau- 
vais que  certains  hommes,  parleurs  patientes  recherches,  s'eflorcent 
de  la  satisfaire;  il  va,  sur  terre,  des  gens  qui  perdent  leur  temps 
de  plus  sotte  et  plus  méchante  façon  que  les  historiens  de  la  Science. 
Il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  l'histoire  de  la  Science  n'est  pas  de 
la  Science.  L'astronome  qui  attribuerait  à  Plolémée  ou  à  Copernic 
la  découverte  de  la  gravitation  universelle  en  serait-il  moins  apte 
à  perfectionner  la  théorie  de  la  Lune?  Et  n'est-ce  j)as  avec  infini- 
ment de  raison  qu'aucune  Faculté  des  Sciences  n'a  jamais,  du 
moins  en  France,  songé  à  s'enrichir  d'une  chaire  d'Histoire  des 
Sciences  ? 

S'il  en  est  ainsi,  il  nous  faut,  je  pense,  traiter  de  fantaisie  de 
dilettante  les  Lectures  de  Mécanique  qu'a  recueillies  M.  É.  Jou- 
grteÈJ;^son  projet  de  faire  enseigner  la  Mécanique  par  les  auteurs 
originaux  nous  doit  sembler  une  habile  gageure,  assez  semblable  à 
cette  antre  qu'on  lente,  m'a-t-on  dit,  en  l'enseignement  secon- 
daire de  je  ne  sais  quelle  contrée  :  Enseigner  la  Géométrie  et  la 
Mécanique  par  l'étude  de  la  bicyclette  ! 

Nous  possédons  des  Traités  de  Mécanique  d'une  rédaction 
merveilleusement  achevée,  où  les  piincipes  de  la  Science  sont 
formulés  avec  autant  de  clarté  que  de  précision,  où  les  problèmes 
les  plus  divers,  classés  en  un  ordre  parfait,  se  résolvent  de  la 
manière  la  plus  régulière  et  la  plus   aisée;  et  l'on  nous  propose 
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d'abandonner  ces  Tiallés  pour  lire  de  vieux  écrits  où  les  vérités  de 
la  Statique  et  de  la  Dynamique  commencent  à  peine  d'apparaître, 
où  elles  percent  malaisément  une  croûte  épaisse  et  dure  d'antiques 
erreurs  !  Allons-nous  remplacer  les  pièces  d'or  ou  d'argent,  son- 
nantes et  trébuchantes,  par  de  grossiers  cailloux  où  le  métal 
précieux  se  dissimule  sous  une  gangue  massive? 

Sans  doute,  on  eût  ainsi  raisonné  naguère,  et  le  raisonnement 
eût  été  logique;  universellement  alors,  on  regardait  la  Science 
physique  comme  un  ensemble  de  vérités  indépendantes  de  l'homme 
que  l'esprit  humain  découvrait  les  unes  après  les  autres,  mais  aux- 
quelles il  n'ajoutait  rien  qui  fût  sien;  tout  ce  qu'il  eût  tiré  de  son 
propre  fonds  pour  l'adjoindre  à  la  vérité  objective  eût  été  juste- 
ment réputé  erreur  ou  hypothèse  gratuite. 

Que  les  rapports  entre  l'homme  et  la  Science  soient  aussi 
simples,  on  ne  le  pense  plus  guère,  du  moins  parmi  ceux  qui  ont 
le  pouvoir  et  le  loisir  de  méditer;  pour  trouver  des  adeptes  d'une 
telle  doctrine,  il  les  faudrait  chercher  parmi  ceux  qui  reçoivent 
toutes  faites  les  idées  conçues  par  d'autres,  et  qui  continuent  de 
s'en  parer,  alors  que  les  gens  mieux  informés  les  tiennent  depuis 
longtemps  pour  démodées. 

Aujourd'hui,  tous  ceux  qui  ont  réfléchi  à  la  nature  de  la  Science 
phj'sique  ont  cessé  d'y  voir  un  ensemble  de  vérités  purement  objec- 
tives reçues  d'une  manière  passive  en  l'intelligence  de  l'homme; 
ils  y  voient  un  système,  construit  par  l'activité  de  l'esprit  humain, 
afin  de  classer  et  d'organiser  les  vérités  objectives  que  découvre 
l'observation.  En  face  de  la  réalité,  la  raison  humaine  ne  demeure 
pas  inerte  ;  elle  n'est  pas  semblable  à  la  plaque  photographique 
qui  conserve  en  elle  tous  les  détails  de  l'impression  reçue,  avec 
une  fidélité  que  garantit  son  indifférence;  elle  est  semblable  au 
peintre  qui  interprète  ses  perceptions,  qui  choisit,  qui  simplifie, 
qui  compose,  en  sorte  que  le  tableau  sorti  de  ses  mains  est  pro- 
prement son  ouvrage  et  non  pas  l'ouvrage  du  paysage  étendu 
devant  ses  yeux.  La  théorie  physique  est  œuvre  d'art;  comme 
toute  œuvre  d'art,  elle  ne  peut  être  pleinement  comprise  par  celui 
qui  n'a  pas  pénétré  les  sentiments  et  les  pensées  de  l'artiste. 

Cette  œuvre  d'art,  d'ailleurs,  est  œuvre  collective.  Aucune 
théorie  de  Mécanique  ni  de  Ph^'sique  n'est  sortie,  achevée,  des 
mains  d'un  seul  inventeur.  La  perfection  en  laquelle  nous  l'admi- 
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rons  a  été  obtenue  par  un  travail  compliqué,  et  maintes  fois  repris, 
d'additions,  de  remaniements,  de  relouches. 

Deux  sortes  de  causes  ont  nécessité  ces  retouches.  Certains 
remaniements  de  la  théorie  ont  été  rendus  indispensables  par  une 
connaissance  plus  parfaite  de  la  réalité  objective;  d'autres  ont  été 
requis  par  des  exigences  nouvelles  de  la  raison  humaine. 

Lorsque  l'artiste  a  commencé  de  peindre  le  paysage  exposé  à  sa 
vue,  la  brume  du  matin  n'était  pas  encore  dissipée  ;  elle  voilait  les 
lointains,  elle  noyait  les  détails,  elle  estompait  les  silhouettes  des 
objets  principaux,  elle  en  faussait  les  proportions;  aussi  la  première 
esquisse  était-elle  incomplète,  simplifiée  à  l'excès,  partout  impré- 
cise, souvent  inexacte.  Au  fur  et  à  mesure  que  le  Soleil  est  monté 
dans  le  ciel,  le  brouillard  est  devenu  plus  transparent;  peu  à  peu, 
il  s'est  déchiré  et  dissipé,  ouvrant  à  la  vue  de  plus  lointaines  per- 
spectives, découvrant  des  détails  jusqu'alors  insoupçonnés,  accusant 
les  contours  des  choses,  leur  rendant  leur  vraie  grandeur  et  leur 
place  exacte;  d'instant  en  instant,  le  paysage  s'est  manifesté  plus 
parfaitement;  l'ensemble  s'est  offert  d'une  manière  plus  complète 
à  la  contemplation  en  même  temps  que  chaque  détail  en  a  été 
plus  vivement  éclairé;  sans  relâche,  alors,  le  peintre  a  repris  les 
parties  déjà  traitées  de  son  tableau  pour  y  détailler  de  nouvelles 
formes,  pour  y  faire  briller  de  nouvelles  lumières. 

Ainsi  en  a-t-il  été  des  théories  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique. 
Des  moyens  d'observation  fort  grossiers  ont  permis,  tout  d'abord, 
de  saisir  quelque  chose  de  la  réalité  objective;  mais  ce  quelque 
chose  était  étrangement  incomplet,  imprécis,  inexact  ;  incomplètes, 
donc,  imprécises  et  inexactes  furent  les  premières  théories;  puis 
les  procédés  d'expérimentation  se  sont  perfectionnés,  les  instru- 
ments sont  devenus  plus  puissants  et  plus  délicats;  des  vérités 
nouvelles  ont  apparu;  d'autres,  déjà  connues,  ont  été  définies  avec 
plus  de  netteté,  analysées  avec  plus  de  détails;  pour  analyser  et 
classer  ces  renseignements,  plus  nombreux  et  plus  exacts,  touchant 
la  réalité  objective,  la  théorie  a  dû  sans  cesse  agrandir  ses  cadres, 
en  changer  la  forme  et  la  disposition. 

Les  modifications  exigées  par  les  progrès  de  la  connaissance 
expérimentale  ne  sont  pas  les  seules  que  la  théorie  mécanique  ou 
physique  ait  éprouvées;  elle  en  a  subi  d'autres  que  réclamaient, 
non  plus  l'accroissement  des  vérités  connues,  mais  les  variations  de 
la  méthode  employée  pour  classer  ces  vérités. 
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Un  peintre  qui  eût  vécu  pendant  des  siècles  et  qui  eût  reproduit 
maintes  fois  le  même  paysage  nous  eût  assurément  donné  une 
foule  de  tableaux  bien  différents  les  uns  des  autres;  au  début 
du  XV*  siècle,  sa  miniature  eût  présenté  la  fraîcheur  et  la  naïve 
minutie  où  nos  vieux  ymagiers  excellaient;  au  xvii*^  siècle,  ses 
rochers  et  ses  arbres  se  fussent  dressés  avec  la  précision  calme  et 
majestueuse  que  Poussin  savait  leur  donner,  ou  bien  encore  ils  se 
fussent  dorés  aux  ravons  d'un  soleil  couchant  emprunté  à  Claude 
Lorrain;  au  xix*  siècle,  la  brume  imprécise,  chère  à  Corot,  les 
eût  noyés  de  ses  mystérieuses  grisailles.  Placé  en  présence  du 
même  modèle,  le  sens  artistique  du  peintre,  lentement  modifié  par 
les  ans,  eût  senti  d'autre  manière  le  charme  d'une  nature  aux  con- 
tours immuables;  d'une  même  réalité,  il  eût  conçu  un  idéal  sans 
cesse  changeant,  et  ses  paysages  successifs,  également  parfaits 
peut-être,  mais  d'autre  façon,  eussent  entièrement  différé  les  uns 
des  autres. 

La  Mécanique  ressemble  à  l'œuvre  de  ce  peintre. 

Dès  le  temps  d'Aristote,  l'esprit  humain  s'est  efforcé  de  recueillir 
le  plus  grand  nombre  possible  de  vérités  relatives  à  l'équilibre  et 
au  mouvement  des  corps;  dès  cette  époque,  il  a  tenté  de  les  coor- 
donner en  un  système  logique  qui  fût  une  Mécanique  rationnelle; 
mais  à  ce  système  il  n'a  pas  toujours  imposé  le  même  plan  ;  pour 
en  construire  les  cadres,  il  n'a  pas  toujours  employé  des  matériaux 
de  même  nature;  il  a  donc  successivement  logé  les  mêmes  vérités 
objectives  en  des  Mécaniques  rationnelles  différentes. 

Prenons,  par  exemple,  une  des  vérités  les  plus  anciennement 
connues  de  la  Statique,  la  loi  d'équilibre  du  levier;  cette  loi  inva- 
riable, l'esprit  humain  ne  la  verra  pas  toujours  de  la  même 
manière,  parce  que  la  science  idéale  en  laquelle  il  l'incorpore  ne 
sera  pas  toujours,  pour  lui,  de  même  nature;  successivement 
métaphysicien,  positiviste  ou  purement  nominaliste,  il  emploiera, 
pour  construire  la  théorie  du  levier,  le  procédé  métaphysique,  \e 
procédé  expérimental  ou  le  procédé  formel.  Citons  ici  la  page, 
si  profondément  pensée,  où  M.  E.  Jouguet  caractérise  ces  trois 
procédés  ('  )  : 

«  Archimède  parle  des  graves  égaux  sans  les  définir.  Nous  ren- 

(')  É.  JouGUKT,  Op.  laud.,  1"  Pallie,  Noie  VII,  p.  7-9. 
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contrerons  bien  souvent  une  manière  de  faire  analogue.  C'est  donc 
ici  le  lieu  de  présenter  quelques  considérations  générales  sur  les 
procédés  par  lesquels  l'esprit  humain  construit  une  science  phy- 
sique. 

»  Au  début,  l'esprit  conçoit  un  certain  nombre  d'idées  vagues, 
qui  lui  sont  fournies  par  l'observation  et  l'expérience,  dont  il 
élabore  plus  ou  moins  les  résultats.  Ces  idées  vagues  sont  donc  à 
la  fois  des  produits  de  la  nature  des  choses  et  de  la  nature  de 
l'esprit.  D'ailleurs,  l'esprit  humain  ayant  été  façonné  par  les 
choses,  une  partie  de  l'apport  de  l'esprit  peut,  en  dernière  analyse, 
remonter  également  au  monde  extérieur.  Mais  il  peut,  et  même  il 
doit  aussi  y  avoir,  dans  ces  idées,  quelque  chose  de  propre  à 
l'esprit  et  à  ses  formes.  C'est  aux  philosophes  criticistes  à  faire  le 
départ.  Pour  nous,  il  nous  suffît,  pour  affirmer  la  double  influence 
du  monde  extérieur  et  de  l'esprit  humain,  que  les  idées  vagues 
conçues  par  l'intelligence,  à  propos  d'un  objet  extérieur,  aient 
leur  origine  non  seulement  dans  des  expériences  portant  directe- 
ment sur  ledit  objet,  mais  encore  dans  des  conceptions  de  l'esprit, 
que  ces  conceptions  de  l'esprit  soient  a  priori  ou  qu'elles 
découlent  d'expériences  faites  sur  d'autres  objets.  Dans  le  cas 
particulier  qui  nous  occupe  ici,  l'idée  vague  conçue  par  Archimède 
est  l'idée  de  graves  égaux. 

»  On  admet,  dans  la  Science  moderne,  que  ces  idées  vagues 
doivent  être  reconstruites  avec  précision  par  des  définitions.  En 
matière  physique,  les  meilleures  définitions  sont  celles  qui  repojsent 
sur  des  expériences.  Il  faut  imaginer  des  expériences,  vérifîejr  ce 
qu'elles  donnent  et  traduire  leurs  résultats  par  des  définitions  et 
des  lois.  Ici,  par  exemple,  voici  comment  on  peut  modifier  le  mode 
d'exposition  d'Archimède.  On  lira  les  demandes  et  les  propositions 
I  et  II  en  ayant  dans  l'esprit  qu' Archimède  étudie,  selon  la 
remarque  de  Peyrard,  des  surfaces  ou  des  solides  remplis  d'une 
même  matière  homogène,  dont  la  gravité,  par  conséquent,  se 
mesure  naturellement  par  leur  aire  ou  par  leur  volume.  Cela  fait, 
on  imaginera,  après  la  proposition  II,  la  définition  suivante  : 
«  Pour  les  graves  hétérogènes,  nous  dirons  qu'ils  sont  égaux  si 
»  suspendus  à  des  longueurs  égales,  ils  sont  en  équilibre,  inégaux 
si,  suspendus  à  des  longueurs  égales,  ils  ne  sont  pas  en  équilibre.  » 
Pour  que    cette    définition    soit  acceptable,    il    faut    que    soient 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  n'  série,  t.  XXXIII.  (Mai  1909.)  g 
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remplies  les  conditions  suivantes  :  i°  deux  graves  quelconques 
en  équilibre  ou  non  en  équilibre  sur  un  levier  à  bras  ('gaux  sont 
encore  en  équilibre  ou  non  en  ('(juilibre  sur  un  levier  à  bras  plus 
longs;  2°  deux  graves  équilibrant  un  troisième  s'équilibrent  entre 
eux  (c'est  là  une  condition  imposée  par  l'esprit  à  la  notion 
d'égalité);  3°  si  deux  graves  s'équilibrent,  en  enlevant  une  partie 
du  premier,  ils  ne  s'équilibrent  plus  et  le  second  s'abaisse.  On 
admettra  ces  trois  propositions  comme  une  extension  expéri- 
mentale des  demandes. 

))  Quand  l'esprit  suit  cette  voie,  nous  dirons  qu'il  adopte  le 
procédé  expérimental. 

y>  La  nécessité  des  définitions  est  une  idée  moderne,  une  idée  de 
science  avancée.  Les  premiers  chercheurs  ne  la  voyaient  pas  aussi 
nettement  que  nous.  Encore  aujourd'hui ,  il  n'est  pas  rare  de  la  voir 
sacrifiée,  au  début  d'une  science  nouvelle.  L'esprit  humain  procède 
alors  comme  ici  Archimède.  L'idée  vague  de  graves  égaux,  il 
l'adopte  comme  claire  sans  la  préciser  par  une  définition,  et  il 
raisonne  avec  elle.  Si  cette  idée  a  été  bien  choisie,  si  elle  est  bien 
conforme  à  la  nature  des  choses,  les  raisonnements  ainsi  conduits 
ont  beau,  au  point  de  vue  logique,  pêcher  par  la  base  :  ils  sont 
exacts  et  utiles.  Le  mérite  du  savant  a  résidé  dans  le  choix  heureux 
de  sa  notion  primordiale.  Une  telle  adoption  d'une  idée  vague 
comme  idée  précise  est  favorisée  par  la  tendance  réaliste  de 
l'esprit.  Le  savant  a  donné  un  nom  à  une  idée  vague;  et  tout  de 
suite,  sous  ce  nom,  il  voit  une  réalité,  nous  dirions  presque 
une  substance.  Aussi  appellerons-nous  ce  procédé  de  l'esprit  le 
procédé  métaphysique. 

»  La  reconstruction  précise  d'une  notion  vague  par  une  série 
d'expériences  directes  est  parfois  impossible.  On  peut  néanmoins 
conserver  cette  notion  sans  avoir  recours  au  procédé  métaphysique 
en  employant  ce  que  nous  appellerons  le  procédé  Jormel.  On 
remplace  la  notion  physique  vague  par  un  être  abstrait,  défini 
more  ^eometrico  :  c'est  une  reconstruction  logique  et  non  plus 
expérimentale.  Entre  les  êlres  abstraits  ainsi  créés,  on  pose,  par 
convention,  des  relations  qui  sont  une  expression  plus  ou  moins 
approchée,  plus  ou  moins  dénaturée,  des  idées  vagues  qu'on  se  fait 
des  choses,  mais  qui  sont  logiquement  arbitraires  :  ces  relations 
sont  ce  que  M.  Poincaré  appelle  des  principes.  On  constitue  ainsi 
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lin  langage  logique,  un  moule  qui,  s'il  est  habilement  construit, 
pourra  servir  à  représenter  les  faits.  Ici,  par  exemple,  on  pourrait 
interpréter  comme  suit  le  développement  d'Arcliimède  :  «  Je  fais 
»  correspondre  à  chaque  grave  un  nombre  A  que  j'appelle  gratis 
»  deiir  de  ce  grave,  et  je  pose  en  principe  que  deux  graves  avant 
y>  même  ).  sont  en  équilibre  aux  extrémités  des  bras  égaux  d'un 
»  levier,  que  deux  graves,  au  contraire,  ayant  des  \  différents,  ne 
))  sont  pas  en  équilibre  dans  ces  conditions,  le  grave  de  plus  grand  X 
))  s'abaissant.  »  Le  procédé  expérimental  pur  s'interdirait  de 
parler  du  nombre  /.  avant  de  montrer  comment  on  peut  l'obtenir 
par  des  expériences.  Le  procédé  formel  accepte  de  tirer  quelques 
conséquences  logiques  des  conventions  précédentes,  de  constituer 
une  théorie  des  graves  et  des  leviers  abstraits,  avant  de  vérifier 
par  l'expérience  que  cette  théorie  peut  servir  à  représenter  les 
propriétés  des  leviers  réels;  il  recule  la  vérification  expérimen- 
tale, 

»  L'analyse  des  notions  de  force  et  de  masse  nous  montrera  plus 
clairement  que  l'exemple  actuel  de  la  théorie  du  levier  ces  divers 
procédés  de  l'esprit. 

»  Une  science  achevée  ne  peut  admettre  comme  valables  que  le 
procédé  expérimental  et  le  procédé  formel.  Le  procédé  métaphy- 
sique doit  en  être  éliminé.  Il  n'est  pas  douteux  toutefois  que, 
bien  souvent  encore,  le  savant  l'emploie  involontairement,  et  il 
peut  être  utile  comme  moyen  de  découverte. 

»  Remarquons,  d'ailleurs,  que  l'esprit  mélange  en  général  ces 
divers  procédés  de  raisonnement;  nous  ne  les  avons  distingués 
que  jiar  une  analyse  un  peu  artificielle.  Il  arrive  souvent  qu'on 
reconstruit  expérimentalement  une  notion  vague,  au  début  d'une 
théorie,  en  imaginant  des  expériences  simi)les,  assurément  pos- 
sibles, mais  au  fond  difficiles  à  exécuter,  qui  n'ont  jamais  été 
exécutées  en  fait  et  dont  on  postule  les  résultats;  on  réserve  la 
vérification  expérimentale  réelle  pour  des  conséquences  plus  ou 
moins  lointaines  de  la  théorie.  C'est  ainsi  que  la  loi  de  l'égalité  de 
l'accélération  de  la  pesanteur  pour  tous  les  corps  ne  se  vérifie 
guère  directement  ;  maison  en  vérifie  une  conséquence,  l'indépen- 
dance de  la  durée  d'oscillation  des  pendules  vis-à-vis  de  la  matière 
constituant  ces  pendules.  Une  semblable  manière  de  faire  est 
intermédiaire  entre  le  procédé  expérimental  et  le  procédé  formel. 
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A  la  vérité,  il  paraît  impossible,  dans  une  science  quelconque,  de 
ne  pas  mélanger  ces  deux  procédés.   » 

M.  Jouguet  vient  de  nous  montrer  commenl  une  même  notion, 
celle  de  graves  égaux,  comment  une  même  loi,  celle  du  levier,  se 
revêtent,  avant  de  pénétrer  dans  la  théorie  mécanique,  de  voiles 
tout  différents,  au  gré  des  exigences  de  celui  qui  les  y  introduit. 

Et  n'allons  pas  nous  imaginer  qu'en  un  même  temps,  tous  les 
mécaniciens  aient  les  mêmes  exigences.  Les  peintres  d'une  même 
époque  ne  se  réclament  pas  tous  d'une  même  esthétique.  De  même, 
des  physiciens  contemporains  ne  conçoivent  pas  tous  de  la  théorie 
le  même  idéal. 

De  nos  jours,  par  exemple,  on  trouverait  sans  doute  peu  de 
mécaniciens  prêts  à  accorder  leurs  préférences  au  procédé  méta- 
physique; encore  n'est-ce  pas  chose  absolument  assurée.  En 
revanche,  bon  nombre  de  physiciens  refuseraient  leurs  suffrages  à 
une  théorie  qui  n'userait  pas  exclusivement  du  procédé  expéri- 
mental, qui  ferait  le  plus  léger  emprunt  au  procédé  formel.  Ainsi 
eût  fait  G.  Robin,  dont  M.  Jouguet  a  été,  en  quelques-uns  de  ses 
travaux,  le  très  heureux  continuateur  :  «  La  Science  que  nous 
ferons,  disait  G.  Robin  (*),  ne  sera  qu'une  combinaison  d'induc- 
tions simples,  suggérées  par  l'expérience.  Quant  à  ces  inductions, 
nous  les  formulerons  toujours  en  énoncés  faciles  à  retenir,  suscep- 
tibles de  versification  directe.  )>  D'autres,  et  nous  en  sommes, 
veulent  que  la  théorie  physique  élimine  tout  ce  qui  n'est  pas  con- 
struit par  le  procédé  formel;  ce  que  ce  procédé  a  servi  à  édifier 
leur  semble  seul  assez  ferme  pour  défier  les  attaques  delà  Logique, 
Entre  les  tenants  de  ces  deux  partis  extrêmes,  il  est  des  éclectiques 
qui  gardent  un  moyen  terme,  et  M.  Jouguet  vient  de  nous  déclarer 
qu'il  est  de  ceux-là.  Avec  les  mêmes  vérités  objectives,  des  esprits 
aussi  divers  vont,  c'est  bien  clair,  produire  des  Mécaniques  fort 
nombreuses  et  fort  différentes  les  unes  des  autres. 

Les  Mécaniques  construites  en  même  temps  par  divers  théori- 
ciens pourront  encore  différer  les  unes  des  autres  pour  une  autre 
raison. 

De  ce  que  deux  peintres  se  réclament  de  la  même  esthétique,  il 
n'en  résulte  pas   que   du    même   paysage  ils  vont  tirer  le  même 

(')  G.  RoDiN,  Thermodynamique  générale,  Introduction,  p.  xii. 
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tableau.  En  ce  paysage,  ce  n'est  pas  le  même  objet  qui  semble  à 
Ions  deux  l'objet  le  plus  important,  celui  qui  mérite  plus  que  tout 
autre  de  retenir  le  regard,  celui  qui  doit  occuper  le  centre  de  la 
toile.  Ils  ne  choisiront  pas  tous  deux  le  même  point  de  vue.  Ils 
peindront  les  mêmes  choses,  mais  ils  ne  les  verront  pas  au  même 
|)lau  ni  du  même  côté;  traitant  ainsi  le  même  modèle,  et  selon  les 
principes  d'une  même  Ecole,  ils  produiront  cependant  deux 
<£uvres  qui  ne  se  ressembleront  pas. 

Ainsi  en  est-il  de  la  Mécanique.  Deux  auteurs  peuvent  s'ac- 
corder au  sujet  des  règles  qui  doivent  diriger  la  construction  de 
cette  science;  ils  peuvent  s'entendre  sur  la  part  qu'il  convient 
d'accorder  au  procédé  métaphysique,  au  procédé  expérimental, 
au  procédé  formel;  et  cependant  le  premier  peut  souhaiter  de 
mettre  en  façade  telle  notion,  tel  principe,  qui  retient  particuliè- 
rement son  attention,  tandis  que  le  second  consent  à  reléguer 
cette  notion  ou  ce  principe  pour  mettre  en  complète  évidence 
telle  autre  notion,  tel  autre  principe  qui  le  séduit  davantage; 
alors,  avec  les  mêmes  matériaux,  appareillés  selon  les  mêmes 
règles,  ils  construiront  sur  des  plans  différents  des  édifices  dis- 
semblables. 

En  souhaite-on  un  exemple? Nous  l'emprunteions  aux  jjages  par 
lesquelles  M.  Jouguet  conclut  sa  remarquable  comparaison  entre 
la  Dynamique  de  Galilée  et  la  Dynamique  de  Descartes  (')  : 

«  Au  début  de  toute  recherche  physique,  l'intelligence  humaine 
se  trouve  en  présence  d'idées  vagues  qui  sont  un  mélange  de 
suggestions  expérimentales  et  de  conceptions  plus  ou  moins 
métaphysiques  de  l'esprit.  Le  premier  travail  consiste  à  les 
débrouiller.  A  l'origine  de  la  Dynamique;  nous  voyons  ainsi 
apparaître  deux  notions  :  celle  de  force  cV un  corps  en  mouve- 
ment et  celle  d'impetus  avec  lequel  un  corps  tend  à  se  mouvoir 
sous  une  action  étrangère,  sous  l'action  de  la  pesanteur  par 
exemple  (il  s'agit  ici  de  Vimpetus  de  Galilée,  et  non  de  celui  de 
Descartes).  Deux  voies  s'offrent  ainsi  dès  le  début,  où  peut  s'en- 
gager la  Mécanique;  il  s'agit  de  savoir  laquelle  de  ces  deux  notions 
•elle  s'attachera  à  préciser  pour  en  faire  une  notion  fondamentale. 

»   Avec  Descartes,  l'attention  se  fixe  sur  [a  force  des  corps  en 

(')  É.  Jouguet,  Op.  laitd.,  i"  Partie,  p.  ii2-ii3. 
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mouvement.  C'est  la  source  d'un  courant  de  recherches  qui  se 
perd  d'assez  bonne  heure,  mais  réapparaît  avec  une  grande  am- 
pleur au  xix^  siècle.  L'état  d'un  système  matériel  étant  défini  par 
plusieurs  paramètres,  le  déterminisme  scientifique,  c'est-à-dire  la 
simple  notion  de  loi,  nous  apprend  que  certaines  fonctions  de  ces 
paramètres  doivent  rester  constantes.  On  peut  chercher,  parmi 
ces  fonctions,  celle  qui  traduit  le  mieux  l'idée  vague  de  force  d'un 
corps  en  mouvement;  c'est  ce  que  l'on  appelle  aujourd'hui 
Vénergie  du  système.  Dans  cette  fonction  énergie,  on  peut  cher- 
cher à  mettre  en  évidence  des  groupes  de  termes  que  l'on  consi- 
dère comme  représentant  chacun  l'énergie  d'une  partie.  La 
constance  de  l'énergie  totale  ne  peut  avoir  lieu  que  moyennant 
certaines  relations  entre  les  variations  des  énergies  partielles,  et 
ces  relations,  qui  découlent  de  la  forme  de  la  fonction  énergie, 
sont  une  manière  d'exprimer  l'action  d'une  partie  du  système  sur 
une  autre.  Chez  Descartes,  c'est  la  quantité  de  mouvement  qui 
joue  le  rôle  d'énergie;  ce  sera  la  force  vive  chez  Leibnitz.  De  nos 
jours,  les  savants  qui  ont  développé  les  idées  de  Helmhollz  se 
sont  placés  au  point  de  vue  que  nous  venons  d'analyser,  comme 
on  peut  le  voir  d'une  manière  très  précise  dans  le  Commentaire 
aux  principes  de  la  Thermodynamique  de  M.  Duhem. 

»  C'est  au  contraire  Vimpetus  de  la  tendance  au  mouvement 
qui  occupe  Galilée.  Il  éclaire  cette  notion  obscure  en  mesurant 
Vimpetus  par  la  force  statique  qui  l'arrête.  Cette  méthode  est 
bien  plus  précise  que  celle  de  Descartes;  nous  avons  dit  plus  haut 
qu'il  y  avait,  dans  les  idées  premières  de  toute  science  physique, 
une  part  expérimentale  et  une  part  de  l'esprit;  chez  Descartes,  la 
part  de  l'esprit  est  exagérée;  la  méthode  de  Galilée  fait  bien 
davantage  appel  à  l'expérience;  elle  rattache  la  notion  d^impetus  k 
la  notion,  déjà  vivement  éclairée  par  des  études  assez  avancées 
sur  l'équilibre,  de  force  statique  qui  vient  lui  prêter  un  appui 
solide.  On  peut  remarquer  que,  de  même,  la  notion  d'énergie  ne 
deviendra  féconde  que  lorsqu'on  pourra  l'étayer  sur  autre  chose 
que  sur  une  idée  a  priori,  lorsque,  grâce  au  théorème  des  forces 
vives  et  à  la  notion  de  potentiel,  on  aura  mis  en  évidence  et  étudié 
l'énergie  dans  un  grand  nombre  de  problêmes  particuliers,  et 
donné  de  la  sorte  à  cette  notion,  pour  ainsi  parler,  une  sanction 
expérimentale  qui  lui  manquait  au  temps  de  Descartes. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  i3S 

»  Courant  énergétique,  courant  statique,  telle  est  la  manière 
dont  tendent  à  se  partager,  dès  le  début,  les  recherches  de  la 
Mécanique.  Naturellement,  le  partage  ne  sera  pas  toujours  très 
net  et  les  deux  courants  se  mêleront;  mais  ils  n'en  existeront  pas 
moins  l'un  et  l'autre.  » 

Non  seulement  ces  deux  grands  courants  que  M.  Jouguet 
nomme  le  courant  statique  et  le  courant  énergétique  entraînent 
en  des  directions  divergentes  les  tendances  des  mécaniciens;  mais 
il  arrive  encore  que  chacun  de  ces  courants  se  partage  en  un 
grand  nombre  de  bras  secondaires.  Parmi  ceux  qui  suivent,  par 
exemple,  le  courant  statique,  les  uns  voudront  traiter  la  force 
comme  la  notion  première  et  essentielle  de  laquelle  doivent  éma- 
ner tous  les  autres  concepts  de  la  Mécanique;  pour  les  autres^ 
cette  position  centrale  doit  être  réservée  à  l'idée  de  masse. 

Différents  par  la  préférence  qu'ils  accordent  à  tel  ou  tel  pro- 
cédé propre  à  construire  la  théorie,  diflerents  aussi  par  l'impor- 
tance relative  qu'ils  attribuent  aux  diverses  notions,  aux  divers 
principes  que  cette  théorie  doit  intégrer,  les  physiciens  d'une 
même  époque  partageront  leurs  faveurs  entre  des  Mécaniques 
multiples.  De  nos  jours,  et  pour  ne  parler  que  des  doctrines  qui 
suivent  le  courant  statique,  ne  voyons-nous  pas  la  Mécanique  de 
Kirchhoff,  celle  de  Reech,  celle  de  Saint- Venant,  celle  de  Hertz, 
s'efforcer  tour  à  tour  de  ravir  le  choix  des  géomètres? 

Entre  toutes  ces  Mécaniques,  il  y  a  quelque  chose  de  commun; 
au  bout  de  leurs  déductions,  toutes  trouvent  les  mêmes  formules, 
en  sorte  qu'elles  représentent  toutes,  au  même  degré  d'approxi- 
mation, les  mouvements  observables  des  corps  concrets.  Cette 
part  commune,  indépendante  du  génie  propre  du  théoricien,  im- 
personnelle, c'est  l'apport  de  la  vérité  objective.  C'est  parce  que 
celte  part  existe  que  la  Mécanique  n'est  pas  simplement  un  art; 
c'est  pour  cela  qu'il  y  a  une  Science,  et  pas  seulement  des 
savants. 

Mais  ce  fonds  commun  à  toutes  les  Mécaniques,  ces  formules 
que  l'on  retrouve  identiques  en  chacune  d'elles,  chacune  d'elles 
les  sertit  à  sa  manière  dans  Tentrelac  de  ses  raisonnements;  à 
cette  matière  donnée  par  la  réalité  extérieure,  chacune  impose  sa 
forme;  cette  forme  est  le  sceau  du  génie  du  théoricien,  elle  épouse 
étroitement  la  figure  qui  caractérise  ce  génie;  et  c'est  parce  que  la 
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Science  reçoit  ainsi  l'empreinte  du  savant  que  lu  théorie  scienti- 
fique est  véritablement  œuvre  d'art. 

L'ingénieur,  le  physicien,  le  professeur,  voit,  épandues  sous 
son  regard,  tme  fouit;  de  Mécaniques.  Entre  ces  Mécaniques,  il 
faut  qu'il  choisisse  la  théorie  qui  guidera  ses  découvertes,  qui 
dominera  son  enseignement.  Ce  choix,  comment  le  fera-t-il? 

Il  ne  s'agit  pas  d'examiner  si  chacune  de  ces  Mécaniques  est 
vraie  ou  fausse,  afin  de  rejeter  une  à  une  toutes  celles  qui  seraient 
convaincues  d'erreur  et  de  garder  la  doctrine  unique  qui  serait 
sortie  victorieuse  de  celte  épreuve.  Toutes  ces  doctrines  sont 
également  vraies;  elles  possèdent  toutes  au  même  degré  ce  qui, 
pour  une  théorie  phvsique,  constitue  la  vérité;  placées  en  pré- 
sence d'un  même  phénomène  de  la  nature  concrète,  elles  lui 
appliquent  toutes,  et  de  la  même  manière,  les  mêmes  formules; 
entre  les  résultats  du  calcul  et  les  données  de  l'observation, 
l'accord  est  forcément  le  même  pour  toutes. 

Ce  n'est  donc  pas  un  caractère  susceptible  d'être  dénommé 
vérité  ou  fausseté,  c'est  nn  critérium  d'une  autre  nature  qui  per- 
mettra au  physicien,  à  l'ingénieur,  au  professeur,  de  choisir  une 
certaine  Mécanique  de  préférence  à  toute  autre.  Il  choisira  la 
théorie  qui  lui  paraîtra  la  plus  satisfaisante,  celle  dont  la  lorme 
lui  semblera  présenter,  avec  les  aspirations  et  les  exigences  de  son 
propre  génie,  un  accord  plus  harmonieux. 

Dès  lors,  s'il  veut  que  ce  choix  soit  bon,  qu'il  soit  raisonnable, 
il  ne  lui  suffit  pas  d'étudier  en  elles-mêmes  les  diverses  Mécani- 
ques entre  lesquelles  il  doit  choisir;  il  lui  faut  aussi  examiner 
avec  grand  soin  les  tendances  de  son  esprit,  non  seulement  afin 
d'en  prendre  très  exactement  conscience,  mais  encore  afin  de 
juger,  parmi  ces  tendances,  quelles  sont  celles  qui  sont  justes  et 
fécondes,  celles  auxquelles  il  est  légitime  de  donner  satisfaction  ; 
il  lui  faut  fortifier  ces  heureuses  aspirations  et  renoncer  aux  exi- 
gences qui  ne  seraient  pas  raisonnables;  en  un  mot,  pour  bien 
choisir  entre  les  diverses  Mécaniques,  il  faut  qu'il  développe  en 
lui-même  le  sens  de  la  Mécanique.  Ainsi,  à  celui  qui  veut  priser 
avec  sûreté  les  tableaux  d'une  collection,  il  ne  suffit  pas  d'étudier 
minutieusement  les  toiles  exposées  à  sa  vue;  il  faut  qu'auparavant 
le  sens  artistique,  le  goût,  se  soient  affinés  en  lui. 

Comment  donc  un  homme  développera-t-il  en  lui-même  le  sens 
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de  la  Mécanique?  Comme  celui  qui  veut  devenir  connaisseur  en 
pelnlure  développe  en  son  esprit  le  goût  artistique,  par  la  con- 
templation des  chefs-d'œuvre  et  le  commerce  des  maîtres.  Qu'il 
analyse  la  germination  dune  doctiine  au  sein  du  génie  d'un 
inventeur,  qu'il  en  suive  l'évolution  au  cours  des  siècles;  il 
apprendra  peu  à  peu  à  discerner  d'un  coup  d'oeil  sûr  les  tendances 
qui  conspirent  à  la  direction  générale  de  la  Science  et  en  favo- 
risent le  progrès,  d'avec  les  exigences,  orientées  à  faux,  qui  arrê- 
teraient le  développement  de  la  théorie  ou  la  détourneraient  de  la 
bonne  voie. 

Cette  contemplation  des  chefs-d'œuvre  de  la  Mécanique,  ce 
commerce  avec  les  maîtres  qui  les  ont  produits  étaient  naguère 
choses  fort  malaisées.  Pour  s'y  pouvoir  livrer,  que  de  conditions  à 
remplir!  Il  fallait  disposer  d'un  très  grand  nombre  de  Livres,  pour 
la  plupart  rares  et  coûteux,  écrits  dans  les  langues  les  plus 
diverses;  il  fallait  jouir  de  très  longs  loisirs,  afin  de  pouvoir  lire 
ces  innombrables  Livres;  il  fallait  une  grande  force  d'esprit  et  un 
grand  sens  critique  pour  coordonner  les  apports  de  lectures  si 
nombi-euses  et  si  ardues,  pour  distinguer  les  pages  où  quelque 
idée  importante  mérite  d'être  conservée  des  Volumes  où  ne  se 
trouve  plus  rien,  sinon  des  détails  qui  «  puent  leur  vieux 
temps  ))  et  qui  sont  propres,  tout  au  plus,  à  piquer  la  curiosité  de 
l'érudil. 

Par  les  soins  de  M.  Jouguet,  toutes  ces  difficultés  se  sont  éva- 
nouies. Deux  minces  A  olumes  réunissent  les  textes  les  plus 
capables  de  nous  enseigner,  par  le  commerce  avec  les  auteurs 
originaux,  non  point  tant  la  Mécanique  que  le  sens  de  la  Méca- 
nique; ils  sont  là,  traduits  en  notre  langue  maternelle,  débarrassés 
de  tout  le  fatras  des  détails  aujourd'hui  sans  intérêt;  par  des  notes 
et  des  commentaires  brefs,  mais  pleins  d'observations  justes  et 
profondes,  M.  Jouguet  conduit  comme  par  la  main,  de  texte  en 
texte,  l'étudiant" encore  novice;  il  attire  l'attention  du  lecteur  sur 
le  point  qui  mérite  d'être  particulièrement  observé;  il  lui  fait 
deviner,  sous  le  disparate  des  pièces  qui  se  succèdent,  la  conti- 
nuité du  développement  de  la  Science;  en  un  mot,  de  cette 
collection  de  chefs-d'œuvre,  il  est  le  cicérone  discret  et  d'un  goût 
très  sûr. 

Il  est  des  ingénieurs  qui  ne  demandent  rien  à  la  Mécanique,  si 
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ce  n'est  des  formules  à  l'aide  desquelles  on  puisse  rapidement  et 
économiquement  établir  l'avanl-projet  d'un  pont  métallique  ou 
d'un  châssis  de  voiture  automobile;  ceux-là,  lorsqu'ils  ont  à 
choisir  une  Mécanique,  recherchent  un  manuel  clair,  concis,  soli- 
dement cartonné  et  facile  à  mettre  en  poche;  ils  souriront  sans 
doute  en  apprenant  qu'un  de  leurs  confrères  a  trouvé  profitable  de 
lire  Galilée,  Hujgens  et  Lagrange;  les  Lectures  de  Mécanique 
ne  sont  pas  pour  eux. 

Parfois,  aussi,  on  rencontre  un  bourgeois  aux  prises  avec  un  pro- 
blème qu'il  énonce  en  ces  termes  :  «  Mon  salon  aurait  l'aspect 
cossu  qui  me  plaît  s'il  n'était  déparé  par  la  nudité  d'un  panneau; 
ce  panneau  a  telle  hauteur  et  telle  largeur;  d'autre  part,  je  dis- 
pose de  tant  de  billets  de  mille  francs;  trouver  un  tableau  qui  ait 
mêmes  dimensions  que  mon  panneau  et  dont  le  prix  (cadre  com- 
pris) ne  dépasse  pas  la  somme  que  je  possède.  »  A  quoi  le  Vinci 
songeait-il  lorsqu'il  peignait  le  portrait  de  Mona  Lisa?  Assuré- 
ment, ce  bourgeois  n'en  a  cure. 

PlERUE  DuHEM. 


xMELANGES. 


SURFACES  PARTIELLEMENT  CYLINDROIDES; 

Par  m.  E.  KERAVAL, 
Professeur  au  Lycée  Hoche. 

J'appelle />of/2i  c/e  Cayley  d'une  surface  réglée  un  point  A  tel 
que  si  de  A  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  toutes  les  généra- 
trices rectilignes  les  pieds  forment  une  courbe  plane;  le  plan  P^  de 
cette  courbe  sera  le  plan  de  Cajley  correspondant  au  point  A.  En 
dehors  des  cylindres,  on  sait  que  le  cjlindroïde  de  Cajley  est  la 
seule  surface  réelle  jouissant  de  la  propriété  ci-dessus  pour  tout 
point  de  l'espace.  Je  me  propose  d'indiquer  quelles  sont  les  sur- 
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faces  réglées  qui  possèdent  de  pareils  points  et  d'indiquer  combien 
elles  en  possèdent.  Si  l'on  cherche  les  surfaces  qui  en  possèdent 
un  ou  deux,  le  problème  est  manifestement  indéterminé  :  je 
m'occupe  des  surfaces  qui  en  possèdent  au  moins  trois. 

Soient  A,  B,  C  ces  trois  points  et  P^,  Pu,  Pc  les  plans  corres- 
pondants. APj^  détermine  un  complexe  du  second  degré  facile  à 
définir.  On  a  donc  à  étudier  la  surface  formée  par  les  génératrices 
communes  aux  trois  complexes  AP^,  BP^,  CP^. 

Premier  cas.  —  Pa^ePc  forment  un  trièdre.  La  surface  réglée 
est  alors  du  degré  9  en  général  (S9).  Son  cône  directeur  est  du 
troisième  degré.  Sg  coupe  le  plan  de  l'infini  suivant  une  cubique 
qui  peut  être  quelconque,  plus  six  génératrices  isotropes  qui  sont 
déterminées  par  la  cubique.  Soient  Oa,  O  a' deux  génératrices  iso- 
tropes conjuguées  du  cône  directeur  et  O  a"  perpendiculaire  à  aOa'; 
on  a  deux  génératrices  isotropes  à  l'infini  dans  les  plans  aOa",  a'Oa". 
En  outre,  à  chaque  génératrice  du  cône  directeur  correspond  une 
génératrice  et  une  seule  de  la  surface,  et  réciproquement.  Quant 
aux  points  de  Cayley  de  Sy,  on  en  trouve  dix  en  général  ;  ce 
nombre  peut  s'abaisser,  mais  jamais  s'élever  si  S<j  ne  se  décompose 
pas.  On  trouvera  un  exemple  numérique  très  intéressant  dans  la 
Note  de  M.  Darboux  sur  les  mouvements  algébriques  (Cinématique 
de  M.  Kœnigs).  J'ai  été  surpris  de  retrouver  ces  résultats  dans  l'ar- 
ticle dont  je  parle,  mais  le  fait  est  facile  à  expliquer.  M.  Darboux 
envisage  certains  mouvements  à  deux  paramètres,  dans  lesquels 
chaque  point  du  corps  solide  en  mouvement  décrit  une  qiiarlique 
de  Steiner. 

Le  mouvement  résulte  d'un  renversement  autour  d'une  droite 
passant  par  l'origine,  plus  une  translation.  Or,  on  peut  remplacer 
ceci  par  un  renversement  autour  d'une  droite  A  parallèle  à  la 
première,  plus  une  translation  parallèle  à  A.  Au  lieu  de  laisser  les 
paramètres  indépendants,  on  peut  les  lier  par  une  relation  telle 
que  la  translation  soit  nulle.  Alors  A  décrit  une  des  surfaces  S9 
que  j'étudie. 

Réciproquement,  soient  S  le  solide  fixe  formé  par  l'ensemble  des 
points  de  Gajley  et  l' le  solide  mobile  symétrique  de  S  par  rapport 
aux  génératrices  de  S9  ;  il  est  clair  qu'il  y  aura  dix  points  de  S'  qui 
décriront  des  courbes  planes,  ce  sont  les  points  de  M.  Darboux.  Ces 
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points  sont  identiques  aux  miens;  les  plans  sont  placés  de  façon 
un  peu  différente,  mais  jouissent  de  propriétés  pareilles.  On  a  là 
un  ensemble  de  dix  points  et  de  dix  plans  qui  jouissent  de  pro- 
priélés  non  encore  signalées  et  qui  me  semblent  intéressantes  : 

Première  propriélé.  —  Si  parmi  les  dix  points,  on  en  met  trois 
de  côté,  les  sept  autres  sont  sur  trois  cylindres  de  révolution  dont 
les  axes  sont  perpendiculaires  aux  plans  de  Cajlej  qui  correspon- 
dent aux  trois  premiers.  Ces  trois  plans  forment  habituellement  un 
trièdre,  sinon  ils  passent  par  une  même  droite  A;  la  propriété  sub- 
siste, les  trois  cylindres  sont  alors  orthogonaux  à  A.  Dans 
l'exemple  numérique  de  M.  Darboux,  dont  j'ai  déjà  parlé,  ce  fait 
se  produit  quatre  fois  sur  les  120  combinaisons  des  plans  pris 
trois  à  trois. 

Deuxième  propriété.  —  Si  parmi  les  dix  plans  on  en  met  trois 
de  côté  formant  un  trièdre,  les  sept  autres  sont  tangents  à  trois 
hypocycloïdes  à  trois  points  de  rebroussement,  chacune  d'elles 
étant  tangente  à  deux  arêtes  du  trièdre. 

Construction  géométrique.  —  Pour  construire  un  pareil  système 
de  points,  on  se  donne  un  trièdre  PaPk^c  6t  trois  points  A,  B,  C. 
Le  cylindre  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  Pipasse  par  B  et  G  et 
par  l'intersection  du  pian  qui  passe  par  B,  et  est  perpendiculaire  à 
l'intersection  de  P^  l*c  ^t  de  celui  qui  passe  par  C  et  est  perpendi- 
dulaire  à  l'intersection  de  PaPb-  Les  trois  cylindres  donnent  huit 
points;  il  faut  donc  en  éliminer  un  :  c'est  celui  qui  est  à  la  ren- 
contre du  plan  passant  par  A  et  perpendiculaire  à  l'intersection 
de  PuP(;  et  des  deux  plans  analogues.  Une  construction  très  simple 
permet  d'obtenir  chacun  des  plans  quand  ou  connaît  les  points. 

Enfin,  si  A,  B,  C  subissent  un  même  mouvement  de  translation 
par  rapport  à  P^,  Pc,  Pc  supposés  fixes,  les  dix  points  restent  liés 
sans  déformation  du  système  et  les  dix  plans  ne  bougent  pas. 

Décomposition  des  S9.  Surfaces  Se.  —  Ayant  choisi  le  trièdre 
f^APaPc  et  les  points  A,  B  pour  que  Sg  se  décompose,  il  faut 
prendre  C  en  un  point  quelconque  situé  sur  l'une  des  neuf 
droites  qui  sont  les  six  côtés  et  les  trois  diagonales  (i,  4  î  2,    5; 
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3,  6)  d'un  certain  hexagone  gauche.  Si  C  est  pris  en  l'un  des  six 
sommets,  Sg  se  décompose  en  trois  cylindroïdes  dont  les  axe& 
sont  parallèles  aux  trois  droites  qui  partent  du  sommet  considéré. 

Il  en  est  ainsi  dans  l'exemple  de  M.  Darboux  :  les  dix  points 
sont  alors  les  dix  points  de  Ca^dey,  communs  aux  trois  cvlin- 
droïdes,  c'est-à-dire  qui  ont  même  plan  de  Caylev  dans  les  trois 
cjlindroïdes,  ou  encore  les  points  formant  l'intersection  de  trois 
autres  cvlindroïdes  qui  ont  trois  génératrices  communes. 

Si  l'on  prend  C  sur  un  des  côtés  ou  des  trois  diagonales,  S,j  se 
décompose  en  un  cjlindroïde  d'axe  parallèle  à  ce  côté  ou  cette 
diagonale  et  une  surface  Se  du  sixième  degré.  Les  Se  ont  un  cône 
directeur  du  deuxième  degré,  sont  unicursales,  coupent  le  plan  de 
l'infini,  suivent  une  conique  et  quatre  génératrices  isotropes  pla- 
cées comme  j)our  les  Sg.  Elles  ont  une  infinité  de  points  de  Cajley 
situés  sur  une  courbe  du  sixième  degré  dont  les  six  directions 
asjmplotiques  sont  perpendiculaires  aux  six  plans  c\cliques  du 
cône  directeur  :  le  sextique  peut  d'ailleurs  se  décomposer  en  une 
conique  et  une  quartique,  soit  en  trois  coniques  situées  dans  trois 
plans  rectangulaires  avec  toujours  les  directions  asvmptotiques 
indiquées.  Le  plan  P^  qui  correspond  à  chaque  point  A  de  la 
sextique  coupe  Se  suivant  une  quartique  tracée  sur  une  surface 
deSteiner.  plus  deux  droites. 

Deuxième  cas.  —  P^,  Pg,  Pc  sont  parallèles  à  une  même  droite. 
La  surface  Sg  est  du  huitième  degré  en  général  ;  elle  est  unicursale, 
avec  cône  direcleui-  du  deuxième  degré;  il  y  a,  en  général,  quatre 
points  de  Cayley  ou  alors  une  coni(jue.  Dans  ce  cas,  le  plan  P^ 
roule  sur  un  cylindre  de  troisième  classe  bitangent  au  plan  de  l'in- 
fini. Ces  Sg  se  décomposent  elles-mêmes  en  deux  surfaces  S4  du 
quatrième  degré  dans  des  conditions  faciles  à  trouver;  on  a  alors 
les  surfaces  à  plan  directeur. 

Surfaces  à  plan  directeur.  —  Les  surfaces  à  plan  directeur 
qui  possèdent  deux  points  de  Cayley  en  possèdent  une  infinité;  ce 
sont  tous  les  points  d'un  cylindre  de  révolution  qui  peut  se  réduire 
à  un  plan  ou  à  une  identité  dans  le  cas  du  cylindroïde.  Ces  sur- 
faces S4  sont  du  quatrième  degré,  elles  ont  une  cubique  gauche 
nodale  tracée  sur  le  cylindre,  et  leur  contour  apparent  sur  le  plan 
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direcleiir  est  une  paral)ole  dont  le  foyer  est  sur  le  cvlindre,  1^'enve- 
lonpe  des  plans  de  Cajley  est  un  cylindre  ayant  pour  base  une 
livpocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement.  Tout  ceci  s'établit 
facilement;  on  retrouve  les  propriétés  des  droites  de  Sympson. 

Droites  de  Cayley.  — Dans  Télude  des  surfaces  précédentes  on 
rencontre  des  points  de  Cayley  pouvant  être  choisis  arbitrairement 
sur  une  droite  que  j'appelle  droite  de  Cayley  A.  Il  y  en  a  de 
trois  espèces,  mais  elles  sont  toujours  perpendiculaires  à  l'un  des 
plans  cycliques  Q  du  cône  directeur  (soit  Q'  le  plan  cyclique 
<;onjugué). 

Première  espèce.  —  Si  A  décrit  A,  P^  enveloppe  une  surface 
développable  de  troisième  classe,  parabolique;  trois  plans  P^ 
forment  en  général  un  trièdre. 

Deuxième  espèce.  —  Si  A  décrit  A,  P\  reste  parallèle  à  une 
droite  A'. 

Si  A  est  perpendiculaire  à  Q,  A'  est  parallèle  à  Q'. 
P^  enveloppe  un  cylindre  parabolique. 

Troisième  espèce.  —  Si  A  décrit  A,  P^  reste  parallèle  à  lui- 
même.  Alors,  si  A  est  perpendiculaire  à  Q,  P^^  est  parallèle  à  Q'. 

Les  surfaces  qui  possèdent  deux  droites  de  Cayley  de  troisième 
espèce  sont  du  quatrième  degré,  ont  une  cubique  nodale  et 
jouissent  de  propriétés  intéressantes.  (Voir,  au  sujet  des  droites 
dont  je  parle,  l'article  déjà  cité  de  M.  Darboux.) 

Cas  des  quadriques  réglées.  —  Enfin,  je  signalerai  un  dernier 
théorème  qui,  je  crois  bien,  n'est  pas  connu  :  les  quadriques 
réglées  possèdent  des  droites  de  Cayley  de  troisième  espèce  qui 
sontlesperpendiculaires  communes  à  deux  génératrices  isotropes.  Si 
d'un  point  de  l'une  d'elles  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
génératrices  d'un  système,  les  pieds  sont  sur  un  cercle  de  la  qua- 
drique. 

On  peut  dire  aussi  que  dans  l'hyperboloïde  les  droites  de  Cay- 
ley sont  les  perpendiculaires  aux  plans  cycliques  menées  par  les 
foyers  du  contour  apparent  de  la  surface  sur  les  plans  cycliques 
centraux. 
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Point  de  vue  mécanique.  —  J'ai  dit  que  chaque  surface  S  défi- 
nissait le  mouvement  d'un  solide  !>'  symétrique  du  solide  2  formé 
parles  points  de  Cajley  par  rapport  aux  génératrices  de  la  surface  S. 
Or,  il  est  bien  facile  de  montrer  que  le  mouvement  de  S'  par 
rapport  à  S  est  identique  à  celui  de  S  par  rapport  à  S'.  Les  deux 
surfaces  dont  la  viration  produit  le  mouvement  sont  identiques,  et 
l'une  d'elles  s'obtient  en  menant  par  les  points  de  la  ligne  de  stric- 
tion de  S  la  perpendiculaire  au  plan  asymptote  de  la  génératrice. 
Ceci  permet  de  la  déterminer  :  il  y  a  des  cas  où  cette  détermination 
est  immédiate,  c'est  celui  des  surfaces  à  plan  directeur. 

On  a  alors  deux  cylindres  paraboliques  égaux  qui  roulent  l'un  sur 
l'autre,  avec  glissement  le  long  des  génératrices.  Dans  le  cas  du 
cylindroïde,  les  cylindres  sont  réduits  à  une  droite;  on  a  alors  un 
solide  qui  tourne  autour  d'une  droite  en  même  temps  qu'il  glisse 
le  long  de  la  droite. 

Dans  tous  les  cas,  le  rapport  des  vitesses  de  glissement  et  de 
rotation  est  égal  au  paramètre  de  distribution  sur  la  génératrice 
de  S. 
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française,  publiée  d'après  l'édition  allemande  sous  la  direction  de  J.  MoLK. 
Tome  I  (4"  vol.),  fasc.  2  :  Théorie  des  erreurs,  d'après  /.  Bauschinger, 
par  H.  Andoyer.  Calcul  numérique,  d'après  R.  Mehmke,  par  .1/.  d'Ocagne. 
In-8'',  160  p.  Paris,  Gauthier-Villars.  G  fr.  aS. 

Enriques  (Federigo).  —  Lezioni  di  Gcometria  descrittiva.  Pubblicate 
a  cura  di  Umberto  Concina  (a*  édition).  In-S",  avec  fig.  Bologna.  12  1. 

—  Lezioni  di Geometria proiettiva  {y  éAiùon).  In-8",  avec  fig.  Bologna. 
lol. 

Naber  (H.-\.  ).  —  Das  Theoreni  des  Pythagoras,  wiederhergestellt 
in  seiner  ursprïinglichen  Form  u.  betrachtet  als  Grundlage  der  ganzen 
Pythagoreischen  Philosophie.  Gr.  in-8",  xii-239  p.,  avec  104  fig.  et  3  pi. 
Haarlem,  P.  Visser  Azn.  7  m;  relié,  8  m.  jo  pf. 

Pkters  (J.).  —  Neue  Rechentafeln  f.  Multiplikation  u.  Diiision  m. 
allen  ein-  bis  vierstelligen  Zahlen.  07,  5""-24,5''"',  vi-5oo  p.  Berlin,  G. 
Reimer.  Relié,  i5  m. 

Revmond  (A.).  —  Logique  et  Mathématiques.  In-8",  1X-2 19  p.  Paris, 
F.  Alcan.  5  fr. 

PoiNCARii  (L.).  —  Die  Elektrizitàt.  Uebers.  v.  A.  Kaliihne.  In-S",  vili- 
261  p.  Leipzig,  Quelle  et  Meyer.  3  m.  80  pf.  ;  relié,  4  >ïi-  4^  pf. 
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MONTLAUR  (D.).  —  Tables  de  multiplication  et  de  division,  etc. 
1909,  xi-iooo  pages.  Rennes-Paris,  Imprimerie  Oberthur. 

Le  litre  de  cel  Ouvrage  mentionne  qu'il  est  à  l'usage  des  agents 
des  Contributions  directes  et  du  Cadastre,  des  géomètres  du 
Cadastre,  des  diverses  administrations,  sociétés  financières,  ingé- 
nieurs, architectes,  métreurs,  géomètres  particuliers,  compagnies 
de  chemins  de  fer,  entrepreneurs,  commerçants,  etc.  Le  deinier 
mote^c.  désigne  en  fait  tout  le  monde,  chacun  ayant  fréquemment 
à  multiplier  l'un  par  l'autre  des  nombres  ayant  au  moins  trois 
chiffres. 

Il  existait  déjà  des  Tables  semblables,  les  Bec/ientafeln,  de 
Crelle,  parvenues  à  un  tirage  élevé,  un  des  rares  Livres  qui,  sans 
doute,  ne  renferment  aucune  faute.  Les  Tables  de  Montlaur  en 
diffèrent  par  le  format  moitié  moins  large,  chaque  page  ne  conte- 
nant que  les  produits  d'un  seul  nombre  par  les  910  nombres  de 
100  à  loog,  et  par  les  nombres  de  i  à  9.  La  disposition  est  celle 
dite  à  double  entrée.  Chaque  produit  est  écrit  en  son  entier.  IjC 
caractère,  très  lisible,  est  du  type  elzévir.  Pour  plus  de  clarté,  la 
page  un  peu  longue  est,  dans  la  hauteur,  divisée  en  deux  moitiés 
par  la  répétition  des  chiffres  o,  1,2,... ,8, 9  des  unités  du  multipli- 
cateur. Le  Volume,  relié  en  toile  grise,  s'ouvre  très  bien. 

A  la  fin  du  Volume,  une  page  renferme  deux  Tableaux  com- 
modes pour  le  calcul  des  douzièmes. 

Au  commencement,  après  l'avant-propos,  se  trouvent  des 
explications  détaillées  sur  la  disposition  et  le  mode  d'emploi  de 
l'Ouvrage  qui  rend  les  plus  grands  services  pour  des  multiplica- 
tions et  des  divisions  |)ortant  sur  des  nombres  ayant  un  nombre 
quelconque  de  chiffres.  Le  format  étroit  des  Tables  de  Montlaur, 
en  diminuant  l'encombrement  sur  le  bureau  du  calculateur,  en 
rend  l'emploi  vraiment  pratique.  Il  s'en  faut  de  beaucoup  que  de 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XXXIII.  (Juin  1909.)  10 
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telles  Tables  soieiil  répandues  comnie  elles  devraient  l'être,  et 
l'économie  de  temps  (pie  produirait  leur  dilTiision  dans  un  pays 
comme  la  France  serait  énorme.  A  ce  point  de  vue,  nous  souhai- 
tons que  l'iisai^e  de  ces  Tables  soit  vulgarisé  dans  tous  les  établis- 
sements d'enseignement  secondaire  et  au    moins    dans  toutes  les 

écoles  primaires  supérieures. 

B.  B. 


EGKHARDT  (E.).  —  Zurûckfuhrlxg  der  spiiarisciuîn  Trigonomiîtrie  auf 
DIE  Géométrie  des  ebenen  Kreisvierecks.  Neue  Grinolegung  fur  die 
FoRMELN  der  spharischen  TRIGONOMETRIE.  I  voluiiie  in-(S,  vi-i55  pages. 
Leipzig,  Teubner,  1909. 

Considérons  un  triangle  sphérique  EFG;  imaginons  qu'on  ait 
tracé  le  grand  cercle  FG  et  prolongé  au  delà  de  E,  jusqu'à  ce 
grand  cercle,  les  côtés  EF,  EG;  on  partage  ainsi  l'hémisplière  qui 
contient  le  triangle  EFG  en  quatre  triangles,  dont  l'un  est  EFG; 
il  V  a  une  infinité  de  quadrilatères  sphériques  convexes,  dont  les 
diagonales  sont  les  grands  cercles  EF,  EG,  tandis  que  les  côtés 
sont  perpendiculaires  aux  arcs  de  grands  cercles  qui  vont  du 
point  E  aux  centres  des  cercles  circonscrits  ;iiix  quatre  triangles. 
La  projection  sur  le  plan  tangent  en  E,  faite  du  centre  de  la 
sphère,  d'un  de  ces  quadrilatères  sphériques  est  un  (piadrilatère 
inscriptible  convexe  ABCD,  lié  d'une  façon  remartpiable  au 
triangle  sphérique  EFG,  ou  plutôt  à  son  symétrique.  En  parti- 
culier, les  angles  DAB,  AED,  CDA  qui  sullisent  à  déterminer  le 
quadrilatère  quant  à  sa  forme  sont  respectivement  égaux  aux 
angles  du  triangle  ;  les  éléments  de  l'une  des  figures,  triangle  sphé- 
rique et  quadrilatère  plan  inscriptible,  s'expriment  simplement 
au  mojen  des  éléments  de  l'autre  :  de  là  un  moyen,  d'une  part 
pour  établir  les  formules  classiques  de  la  Trigonométrie  sphérique 
et  en  découvrir  de  nouvelles,  d'autre  part  pour  ramener  à  des 
constructions  planes  les  problèmes  relatifs  à  la  construction  de 
triangles  sphériques. 

C'est  M.  Study  (')  qui  a  eu  le  premier  l'idée  d'utiliser  des  qua- 


(')  Sphàrische   Trigonométrie,   orthogonale  Substitutioneji   und  elliptische 
Fiinktionen.  Leipzig,  iSgS. 
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drilattres  inscriptibles  pour  la  construction  de  ti^augles  sphé- 
riques.  M.  Eckhardt,  par  une  voie  différente,  a  retrouvé  divers 
lésultats  dus  à  M.  Study,  et  en  a  établi  beaucoup  d'autres.  Son 
exposition  est  d'ailleurs  d'une  nature  élémentaire. 

J.T. 


JORDAN  (C).  —  Coi;its  D'ANAt-vsE  m-:  l'École  Polvtecmmqi  e.  y  éilition, 
revue  et  corrigée.  Tome  F'  :  Calent  différentiel,  i  vdliime  in-8,  \v- 
620  pages.  Paris,  Gauthier- Villars,  1909. 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  troisième  édition  du  Cours 
d'Analvse  de  ^I.  Jordan,  dont  le  premier  Volume  vient  de  paraître. 
Le  succès  de  cet  excellent  Livre  ne  surprendra  jjcrsonne. 

J.  T. 


BOREL  (E.). —  Die  Elemente  oer  Mvthematik,  vomVerfasser  genehmigte 
DELTSCHE  AusGABE  lîESORGT  VON  Paul  Stackel.  Erster  Band  :  Arithine- 
tik  und  Algehra.  i  volume  iu-8,  xvi-^'20  pages.  Leipzig,  Teubner, 
1909- 

TANNERY  (J.).  —  Elemente  der  Matiiematik,  mit  eine.m  geschichtlichen 
Anhang  von  Pal l  Tannerv.  Autorisierte  deutscUe  Ausgabe  von  P .  Klaess  .- 
mit  einem  Einfïihrungswort  von  F.  Klein,  i  volume  in-8,  xi-SSg  pages. 

Leipzig.  Teubner,   1909. 

Dans  le  premier  de  ces  Ouvrages  ont  été  réunis  les  Livres 
publiés  par  M.  Borel,  sous  les  titres  suivants  :  Arithmétique  et 
Algèbre  {premier  cycle)^  Algèbre  [premier  cycle),  Algèbre 
[second  cycle)]  cette  réunion  a,  naturellement,  exigé  qucbjues 
remaniements,  cpie  M.  P.  Stackel  a  très  habilemenl  linH  :  le  second 
est  la  traduction  des  Notions  de  Mathématiques^  de  M.  Taunerj. 
Les  Ouvrages  français  répondent  aux  juogranimes  scolaires  actuel- 
lement en  vigueur;  ils  ne  s'adrcsscnl  pas  aux  niéiiies  Iccleurs  ou, 
plus  exactement,  à  des  lecleurs  du  inèmeùge,  mais  ils  oui  la  même 
tendance  et  se  caract(''iisent  par  l'introduction  très  franche  de  la 
notion  de  fonction  dans  renseignement  des  élémeiils.  Dans  l'édi- 
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lion  française,  el  conformément  d'ailleurs  aux  programmes, 
M.  Borel  inlrotluil  la  nolion  de  dérivée,  devant  lac|uelle  son  tra- 
ducteur a  reculé. 

Il  n'est  guère  dans  les  habitudes  du  Bidlelin  de  signaler  des 
Livres  d'une  nature  aussi  élémentaire  que  ceux-ci  :  on  voudra 
bien  excuser  la  dérogation  à  ces  habitudes  par  le  désir,  commun 
aux  deux  auteurs,  de  manifester  leur  reconnaissance  envers  les 
maîtres  qui  ont  pris  la  peine  de  traduire  leurs  petits  Livres;  rappe- 
lons aussi  que  M.  F.  Klein,  qui  a  largement  contribué  à  faire 
connaître  ces  Livres  en  Allemagne,  s'est  plu  souvent  à  appeler 
l'attention  sur  la  réforme  de  l'enseignement  mathématique  dans 
nos  Ijcées  et  collèges,  à  la  tête 'de  laquelle  s'est  mis  AL  Darboux  et 
qui  a  abouti  aux  programmes  de  1902. 

Cette  réforme,  Hermite  l'aurait  nettement  désapprouvée  :  si 
universelles  et  si  profondes  étaient  la  déférence  et  l'afï'ection 
qu'il  inspiraitque  nul  en  France,  de  son  vivant,  n'eût  songé  à  la 
réaliser. 

J.  T. 


BOULANGER  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur 
adjoint  de  Mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille.  —  Hydraulique 
GÉNÉRALE  (Ouvragc  faisant  partie  de  la  Bibliothèque  de  Mécanique 
appliquée  de  V Encyclopédie  scientifique).  1  vol.  in-i8  Jésus  de  382  et 
3oo  pages.  Paris,  Doin,  190g. 

Quelque  puissant  que  soit  l'attrait  de  la  Mathématique  considérée 
en  elle-même,  sa  valeur  en  tant  qu'instrument  de  progrès  pour 
l'esprit  humain  ne  tient  pas  qu'à  lui  seul,  mais  dérive  autant,  pour 
le  moins,  des  applications  qui  peuvent  être  faites  de  cette  science 
aux  diverses  branches  de  la  Physique,  Mécanic|ue  comprise.  Les 
difficultés  qui  se  rencontrent  dans  ces  applications,  bien  que  d'un 
autre  genre  que  celles  qui  sont  offertes  par  la  théorie,  n'en  sont 
pas  pour  cela  moins  considérables.  La  nature  ne  se  soucie  pas  de 
poser  les  problèmes  sous  la  forme  qui  se  prête  le  plus  aisément  à 
la  mise  en  équatior)s  ;  de  fait,  ainsi  que  le  remarque,  dans  son  intro- 
duction générale,  le  diiecteur  de  la  Bibliothèque  de  Mécanique 
appliquée,  les  exigences  de  la  réalité  sont  généralement  difficiles  à 
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concilier  avec  la  belle  liarmonie  de  forme  qui  séduit  les  purs  ma- 
lliémaliciens,  el  cela  les  détourne  parfois  de  s'appliquer  aux  re- 
cherches qui  les  solliciteraient  dans  cette  voie.  Les  hommes  tech- 
niques, d'autre  part,  absorb's  par  d'autres  soins,  sont  généralement 
peu  portés  vers  les  travaux  spéculatifs,  parfois  aussi  insuffisamment 
rompus  au  maniement  de  l'oulil  analytique;  ils  s'en  tiennent  alors 
aux  données  du  simple  empirisme,  plus  ou  moins  strictement 
réduites  à  la  forme  malhématirpie. 

Delà  résulte  une  sorte  de  solution  de  continuité  entre  le  domaine 
de  la  Mécanique  rationnelle  et  celui  de  la  Mécanique  pratique,  et 
très  particulièrement  en  ce  qui  concerne  l'étude  du  mouvement 
des  fluides.  Les  hypothèses  sur  lesquelles  sont  fondées  les  théories 
de  l'Hydrodynamique  s'éloignent  trop  de  la  réalité  pour  que  les 
résultats  de  cette  science  soient  immédiatement  utilisables  pour  le 
technicien.  Et,  d'autre  part,  l'Hydraulique  expérimentale  ne  saurait 
prendre  l'allure  d'une  science  que  si  ses  données  venaient  se  grouper 
en  une  synthèse  d'ensemble  dont  l'ossature,  tout  au  moins,  serait 
fournie  par  la  précédente. 

Cette  réduction  à  la  forme  mathématique  des  lois  des  mouvements 
des  eaux,  tels  qu'ils  se  produisent  effectivement  dans  la  nature,  a 
été,  depuis  une  quarantaine  d'années,  poursuivie  par  M.  Boussinesq 
avec  une  étonnante  persévérance  et  un  non  moins  rare  bonheur. 
Le  savant  professeur  est  parvenu  à  rendre  compte  analytiquement 
de  la  plupart  des  phénomènes  de  cet  ordre,  et  ses  conclusions  ont 
trouvé  dans  les  non  moins  remarquables  recherches  expérimentales 
de  M.  Bazin  de  précieuses  confirmations.  Mais  son  œuvre,  dissé- 
minée en  de  nombreux  recueils,  est  d'une  lecture  presque  impos- 
sible; elle  ne  compiend  pas  moins  de  1800  pages  in-4".  Il  s'agissait 
d'en  faire  une  sorte  de  compendium  qui  en  rendît  l'étude  abor- 
dable à  tous  ceux  que  le  sujet  intéresse.  Tel  est  le  programme  que 
le  directeur  de  la  Bibliothèque  avait  proposé  à  M.  Boulanger  et  que 
celui-ci  a  su  réaliser  de  la  façon  la  plus  heureuse  et  la  plus 
brillante. 

Ainsi  que  le  dit  l'auteur  dans  sa  préface,  «  le  premier  Volume 
conq)rend  l'exposilion  des  principes  fondamentaux  et  l'étude  de 
phénomènes  généraux  qui  appartiennent  au  moins  autant  au 
domaine  de  la  philosophie  naturelle  qu'à  celui  de  l'art  de  l'ingé- 
nieur ». 
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Ce  premier  A'^oliime  dél)iile  par  une  inlroduelion  relalivc  à 
l'élablissemenL  des  ^(piaLions  fondainenlales  et  eomprcnd,  en  outre, 
trois  sections  traitant  icspcctiveinent des  phénojnènes  où  l'inlliience 
des  frottements  est  néglii^eable  (houle  de  mer  et  clapotis;  ondes  de 
transialion  et  onde  solitaire;  ondes  d'cmersion  et  d'impulsion), 
des  phénomènes  de  mouvements  bien  continus  où  l'influence  des 
frottements  est  sensible  (écoulement  de  l'eau  dans  les  tubes  fins; 
fillration;  mouvemenls  de  rotation),  enfin  des  phénomènes  de 
mouvemenis  liirbulenls  (mouvement  permanent  unKorme  et  mou- 
vement graduell(;ment  varié  dans   les  tuyaux  tarifes  et  les  canaux). 

Le  'J\jme  II  est  r(''servé  aux  j)roblèmes  à  singularités.  «Au  point 
de  vue  esthélMpic,  dit  Tiuiteur,  leur  caractère  comniun,  en  regard 
des  problèmes  déjà  traités,  est  d'ofirir  un  moins  haut  degré  de 
perfection,  d'exiger  des  postulats  et  des  appels  à  Texjjérience  qui, 
bien  que  singidièrenient  réduits  [par  rapport  à  l'hydraulique  tradi- 
tionnelle] dans  les  solutions  présentées  ici,  sont  encore  nondjreux 
et  portent  sur  des  faits  tlune  simplicité  moins  frappante;  au  point 
de  vue  du  développejnent  de  la  Science,  ces  questions  réclament 
encore,  pour  l;i  phipart,  de  nous  elles  et  profondes  recherches;  au 
point  de  vue  pratique  enfin,  elles  sont  de  celles  dont  l'ingénieur 
demande  instantanén)enl,  sous  une  forme  quelconque,  une  solu- 
tion, fût-elle  même  empirique.  » 

On  retrouve  ici  la  même  division  en  trois  séchons  que  dans  le 
A  olume  précédent:  j)hénomènes  où  l'inlluence  des  frottements  est 
négligeable  (écoulement  par  orifices  et  déversoirs),  phénomènes 
de  mouvements  bien  conlinus  où  l'inHuence  des  frollements  est 
sensible  (extinction  graduelle  de  la  houl^  et  des  ondes  de  transla- 
tion ;  résistance  au  mouvement  des  solides  immergés),  phénomènes 
de  mouvemenls  turbulents  (tuyaux  larges  et  canaux  présentant  des 
singularilés  ;  cours  d'eau  naturels;  propagation  des  ondes  dans  les 
tuyaux  élastiques;  coups  de  bélier).  L'auteur  fait  d'ailleurs  remar- 
(|uer  (|ue,  a  en  utilisant,  dans  sa  théorie  des  mouvemenls  lourbd- 
lonnaires  et  tumullueux,  ce  cpie  les  physiciens  ap[)ellenl  une  iné- 
ihode  statislicfue,  méthode  dont  ils  (ont  aujourd'hui  un  usage  cou- 
rant dans  la  théorie  cinétique  de  la  matière,  M.  l)oussines([  a  été 
vraiment  initiateur  ». 

Ayant,  dans  les  lignes  qui  prcxèdent,  essayé  de  donner  une  idée 
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qiies  remarques  qui  nous  ont  été  suggérées  par  sa  lecture.  Tout 
d'abord,  soulignons  l'importance  du  travail  de  fillration  et  de  con- 
densation auquel  a  du  se  livrer  Fauteur,  et  l'art  avec  lequel  il  a  su 
le  dissimuler,  s'atlacliant,  bien  qu'en  sui)stiluant  la  plupart  du 
temps  ses  démonstrations  propres  à  celles  de  son  modèle,  à  ne 
jamais  s'écarter  du  point  de  vue  et  de  la  méthode  de  celui-ci.  C'est, 
en  somme,  une  synthèse  fidèle  non  seulement  des  résultats  mais 
encore  des  idées  directrices  de  M.  Boussinesq  qu'il  nous  présente, 
et  cela  est  essentiel  à  noter.  Mais  l'ordonnance  générale  des  ma- 
tières lui  appartient  bien  en  propre  et  entre  pour  une  bonne  part 
dans  la  valeur  du  Livre,  dont  la  filiation  des  idées,  le  classement  des 
questions  et  la  graduation  des  difficultés  rend  la  lecture  extrême- 
ment aisée.  Ajoutons  que  cette  lecture  est  rendue  plus  attrayante 
encore  par  les  historiques  brefs  et  précis  donnés  à  propos  des  prin- 
cipales questions  et  les  confrontations  expérimentales  qui  accom- 
pagnent chaque  théorie. 

A  titre  de  détail  nous  signalerons  la  façon  dont  l'auteur  établit 
directement  l'égalité  des  composantes  normales  réciproques  à 
l'intérieur  des  milieux  continus,  ce  qui  lui  permet  d'écrire  immé- 
diatement les  expressions  qui  définissent  la  pression  sur  un  élé- 
ment. 

La  manière  dont  il  forme  les  équations  des  mouvements  des 
fluides,  où  il  distingue  nettement  les  fluides  à  l'état  élastique,  les 
fluides  naturels  à  mouvements  réguliers  et  bien  continus  et  les 
fluides  à  l'état  turbulent,  met  en  évidence  les  conditions  de  vali- 
dité des  systèmes  distincts  d'équations  dus  à  Eu  1er,  à  Navier  et  à 
M.  Boussinesq;  les  expressions  des  pressions  intervenant  d;ins  les 
deux  derniers  étant  d'ailleurs  obtenues  par  un  procédé  très  simpli- 
fié et  les  conditions  aux  limites  soigneusement  analysées.  Il  ressort, 
au  reste,  de  cette  étude  qu'il  y  a  illusion  à  vouloir  déduire  les 
équations  de  M.  Boussinesc|  de  celles  de  Navier  par  des  calcula  de 
moyennes,  comme  la  tentative  en  a  été  faite;  le  tourbillonnement 
en  un  point  est  fonction  non  seulementde  l'état  environnani ,  mais 
bien  des  modifications  lointaines  du  fluide. 

A  propos  du  cas  où  la  force  extérieure  dérive  d'un  potentiel 
indépendant  du  temps,  l'auteur  fait  ressortir  de  façon  élégante  que 
les  pro|)riétés  des  «  Wirbelbewegungen  »  d'HelmhoItz  ne  sont  que 
I  inîprnrpfatinn  nmrmnhfp!*-  dr^   éfiunlinii'--  r]r  f]aii'hv. 
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On  ne  peut  manquer  non  plus  d'être  frappé  de  la  manière  dont, 
après  avoir  établi,  d'après  M.  Boussinesq,  que  toute  houle  de  mer 
régulière  à  mouvements  évanouissants  aux  grandes  profondeurs 
est  régie  par  les  lois  de  Gerstner,  il  raltaelie  à  cette  démonstration 
tout  ce  qu'on  sait  de  la  houle  en  profondeur  finie. 

Pour  l'onde  solitaire,  l'auteur  à  su  rendre  remarquablement 
concise  la  première  théorie  donnée  par  M.  Boussinesq  qu'il  eût  été 
regrettable  que  d'autres  études  insérées  depuis  lors  en  divers  Traités 
d'Hydraulique  fît  oublier.  Quant  aux  ondes  d'émersion  et  d'impul- 
sion, il  semble  bien  (si  on  laisse  de  eùté  la  solution,  due  à  Résal, 
d'un  cas  très  particulier)  que  ce  soit  la  première  fois  qu'elles 
trouvent  droit  de  cité  dans  un  Traité  d'Hydraulique,  et  l'on  est  tout 
surpris  de  constater  à  quel  point  l'auteur  a  su  condenser  l'étude 
considérable  insérée  à  ce  sujet  par  M.  Boussinesq  dans  son  Appli- 
cation des  potentiels  à  l'élasticité. 

Les  expériences  de  IM.  Conetle  sont  très  heureusement  rattachées 
à  l'étude  des  mouvements  de  rotation,  naguère  poussée  très  loin 
par  M.  Boussinesq  et,  bien  qu'injustement,  assez  oubliée. 

Les  simplifications  très  remarquables,  introduites  par  M.  Bou- 
langer, se  distinguent  encore  dans  la  théorie  des  mouvements 
turbulents  sur  laquelle  M.  Boussinesq  s'est  aussi  largement 
étendu. 

Mais  il  n'est  peut-êlre  pas  de  sujet  sur  lequel,  pendant  une 
trentaine  d'années,  le  savant  bjdraulicien  soitrevenu  plus  souvent 
que  l'écoulement  par  déversoirs.  La  forme  qu'en  une  quarantaine 
de  petites  pages  M.  Boulanger  a  su  donner  aux  résultats  fort  im- 
portants de  cette  série  d'études  est  digne  de  rester  classique. 

Quelque  mérite  qu'ait  eu  l'auteur  à  refondre  ainsi  l'exposé  de 
matières  empruntées  à  son  modèle,  ce  n'est  point  seulement  de  cela 
qu'il  y  a  lieu  de  le  louer;  mais  encore  d'une  contribution  person- 
nelle qui  est  loin  d'être  négligeable.  La  propagation  des  ondes  dans 
les  tuyaux  élastiques,  question  qui  n'avait  encore,  semble-t-il, 
jamais  figuré  dans  un  Traité  d'Hydraulique,  a  été  pour  lui  l'occasion 
de  recherches  originales  d'une  liante  valeur  qui  se  trouvent  consi- 
gnées dans  les  deux  derniers  Chapitres  de  l'Ouvrage,  à  côté  de  ré- 
sultats dus  à  quelques  autres  auteurs,  mais  présentés  ici  sous  une 
forme  nouvelle.  C'est  ainsi,  notamment,  que  M.  Boulanger  a  su 
donner  une  forme  simple  et  moderne  aux  idées  de  Th.  Young  pour 
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y  rallacher  intuilivemeiU  les  résultats  de  M.  Korleweg,  renouveler 
l'élude  des  mouvements  de  Weber  (ondes  de  translation  à  l'inté- 
rieur d'un  tuvau  élastique  horizontal),  fondre  ensemble  les  travaux 
de  MM.  Allievi  et  de  Sparre  sur  les  coups  de  bélier  pour  en  faire 
sortir  une  théorie  f[ui,  sous  cette  forme,  nous  semble  pouvoir 
devenir  classique.  Nous  voudrions  que  cette  trop  rapide  analyse 
pût  faire  pressentir  la  richesse  et  la  nouveauté  de  l'exposé  de 
M.  Boulanger,  d'où  l'on  peut  espérer  voir  sortir  de  nouveaux 
progrès  dans  l'ordre  de  la  réduction  des  faits  de  l'Hydraulique  à 
la  discipline  mathématique.  P.  M. 


ENRIQUES  (F.).  —  Fragen  der  Elementar-Geometrie.  Aufsâtze  von 
U.  Amaldi,  E.  Baroni,  R.  Bonola,  B.  Galo,  G.  Gastelnuovo,  A.  Conti, 
E.  Daniele,  F.  Enriques,  A.  Giacomini.  A.  Guarducci,  G.  Vailali,  G.  Vitali. 
—  Deutsche  Ausgabe  von  D'  H.  Fleischer.  fl.  Teil  :  Die  geometrischen 
Aufgahen,  ihôre  Lsiing  uncl  Lôsharkeit.  i  vol.  in-8°,  348  pages. 
Leipzig,  Teubner,  1907. 

Le  Bulletin  a  rendu  compte  (')  des  Questioni  rigardanti  la 
Geonietria  elemeiiiare.  On  ne  s'étonnera  pas  que  la  maison 
Teubner,  qui  semble  préoccupée  de  constituer  une  bibliothèque 
mathématique  à  l'usage  des  maîtres  des  gymnases,  ait  voulu  en 
donner  une  édition  allemande  :  la  traduction  est  due  à  M.  H. 
Fleischer,  qui  a  déjà  traduit  les  leçons  de  M.  Enriques  sur  la  Géo- 
métrie projective.  J.  T. 


THIEME(H.).  —  Die  Elemente  der  Géométrie,  i  voL  iri-S,  xii-394  pages. 
Leipzig,  Teubner,  1909. 

Ces  Éléments  de  Géométrie  font  partie  d'une  collection  qu'il 
convient  de  signaler;  elle  comprendra  quatre  Volumes  :  deux 
pour  la  Géométrie  et  deux  pour  l'Arithmétique  et  l'Algèbre  ; 
M.  Fr.  Meyer,  dans  le  second  Volume  consacré  à  la  Géométrie, 
traitera  des  méthodes  de  transformation  et  introduira  le  lecteur 

(»)  T.  XXIV,,  1900,  p.  168. 
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dans  la  théorie  des  f^roupes  ;  M.  C.  Fàrber  traitera  de  l'Arilhmé- 
lique  et  M.  JNelto,  de  l'Algèbre.  Ces  Livres  seront  écrits  à  la  fois 
pour  les  maîtres  et  pour  les  élèves  :  les  théories  y  seront  présen- 
tées avec  cetie  entière  rigueur  à  laquelle  on  peut  prétendre  au- 
jourd'hui, grâce  aux  résultats  de  la  critique  à  laquelle  ont  été 
soumis  les  éléments  des  Mathématiques.  Le  nom  des  auteurs  per- 
met d'avoir  confiance  dans  la  façon  dont  le  programme  sera  rem- 
pli, et  le  Volume  que  vient  de  publier  M.  Thieme  justilic  pleine- 
ment cette  confiance.  Il  est  donc  désirable  que  nos  |)rofésseurs  de 
Ijcée  et  ceux  qui  s'intéressent  à  leur  formation  connaissent  ces 
Livres. 

La  lecture  des  Ouvrages  d'enseignement  faits  par  des  auteurs 
étrangers,  dont  les  habitudes  et  les  vues  ne  sont  pas  les  mêmes 
que  les  nôtres,  est  très  propre  à  développer  la  réflexion.  Quelques- 
uns  de  ces  Ouvrages,  judicieusement  choisis,  pourraient  même 
être  mis  utilement  entre  les  mains  d'élèves  de  nos  lycées,  suffi- 
samment familiers  avec  la  langue  où  ils  sont  écrits. 

En  moins  de  4oo  pages,  M.  Thieme  a  développé  la  Géométrie 
élémentaire,  les  éléments  de  la  Trigonométrie  plane  ou  sphérique, 
ceux  de  la  Géométrie  descriptive,  ceux  enfin  de  la  Géométrie 
analytique  à  deux  ou  trois  dimensions  ;  il  n'a  pas  reculé  devant 
l'énumération  des  surfaces  du  second  ordre.  Il  se  borne  aux  choses 
fondamentales  quand  il  sort  de  la  Géométrie  élémentaire,  mais, 
pour  cette  dernière,  il  va  assez  loin;  il  développe  la  solution  de 
problèmes  de  construction  assez  difficiles  et  démontre,  par 
exemple,  des  propositions  comme  celle-ci  :  le  cercle  des  neuf 
points  est  tangent  aux  cercles  inscrits  à  un  triangle.  On  sent  com- 
bien il  a  dû  condenser  son  style  pour  faire  tenir  tant  de  choses  en 
4oo  pages. 

C'est  assurément  par  les  commencements,  par  les  principes,  si 
l'on  veut,  (jue  son  Livre  se  distingue  particulièrement  :  tout  en 
se  l)ornanl  à  la  Géométrie  euclidienne,  M.  Thieme  a  voulu 
faire  une  exposition  parfaitement  logique,  avec  un  minimum  de 
postulats,  en  profitant  des  Mémoires  et  des  Livres  de  MM.  Pasch, 
Peano,  Hilbert,  Ingrami.  Il  se  refuse  à  faire  usage  de  l'ensemble 
d  intuitions  contenues  dans  la  notion  de  corps  solide  et  en  parti- 
culier de  la  définition  de  l'égalité  qui  résulte  de  cette  notion.  I^es 
cas  d'égalité  des  triangles  sont  traités  d'après  M.  Hilbert. 
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On  peut  regarder  comme  très  souhaitable  que  les  maîtres  con- 
naissent un  tel  mode  d'exposition,  qu'ils  donnent  même  à  leurs 
élèves,  s'ils  peuvent  être  suivis,  quelques  indications  à  ce  sujet, 
et  que  ceux  de  ces  élèves  chez  lesquels,  grâce  à  leurs  aptitudes 
naturelles  et  à  leurs  études  antérieures,  le  goût  de  la  logique  est 
suffisamment  dévelojipé,  aient  à  leur  disposition  un  Livre  comme 
celui  de  M.  Thieme,  en  attendant  le  jour,  encore  un  peu  éloigné, 
où  ils  ;il)()rdeioiil  l;i  (léouu'lrie  ithstraile  de  M.  Vahlen. 

llicn  n'einpéche  un  maître  de  inetlre  entre  les  mains  de  ses 
élèves  des  Livres  qui  dépassent  et  complètent  son  enseignement, 
quitte  à  leur  signaler  ce  qu'il  leur  faut  étudier  ou  laisser  de  côté 
et  à  leur  donner  au  besoin  quelques  explications.  Au  reste,  ceux 
des  élèves  qui  ne  s'intéressent  pas  aux  principes,  ou  qui  ne  sont 
pas  mûrs  pour  leur  élude,  qui  veulent  a|)prendre  des  faits  et  s'ha- 
bituer aux  méthodes  géométriques,  trouveront  dans  le  Livre  de 
M.  Thieme,  après  en  avoir  sauté  quelques  pages,  de  quoi  se  satis- 
faire amplement. 

Pour  toutes  les  propositions  un  peu  importantes,  le  nom  de 
l'auteur  où  elles  figurent  pour  la  première  fois  est  indiqué  avec 
des  renvois  qui  permettent  de  les  retrouver.  Ces  quelques  indica- 
tions constituent  à  vrai  dire  une  histoire  de  la  Géométrie  élémen- 
taire, puisqu'elles  permettent,  à  elles  seules,  de  se  figurer  com- 
ment elle  s'est  développée  dans  le  temps. 

On  s'étonne  un  peu  de  ce  que  l'auteur,  qui  a  cité  parmi  les  Ou- 
vrages français  les  excellents  Livres  de  M.  Méraj,  de  MM.  Rouché 
et  Gomberousse,  de  MM.  Niewenglowski  et  Gérard,  ait  passé  sous 
silence  les  Leçons  de  M.  Hadamard.  J.  T. 


GZUBER  (E.).  —  Wahrscheinlichkeitsrechnung   und  uiue    Anwendung 

AUF     FEHLKRAUSGLEICIIbNG,     StATISTIK     UND     LeBENSVERSICUERUNG.      ElSler 

Band  :  Warsclieiiilichkeitstlieorie,  Fehlerausgleichung,  Kollektiv- 
masslehre.  Zweite,  sorgfallig  durchgeseliene  und  erweiterte  Auflage. 
I  volume  in-8°,  x-4o8  pages.  Leipzig,  Teubner,  igo8. 

Le  Bulletin  a  rendu  compte  en  1908  de  la  première  édition  du 
Traité  des  probabilités  de  M.  E.  Gzuber  (l,  XKVII,  p.  i40-  ^^^ 
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qualités  de  ce  Traité,  la  richesse  des  renseignements  qu'on  y 
trouve,  expliquent  la  rapidité  avec  laquelle  il  s'est  épuisé  ;  d'ail- 
leurs la  théorie  des  probabilités,  qui  a  été  délaissée  pendant 
quelque  temps,  semble  être  aujourd'hui  plus  en  faveur  :  l'impor- 
tance des  applications  qu'en  font  les  naturalistes  y  est  sans  doute 
pour  beaucoup. 

M.  Czuber  a  revu  très  soigneusement  cette  seconde  édition  et  y 
a  fait  de  nombreuses  additions  :  la  plus  considérable  est  le  Cha- 
pitre qui  concerne  cette  théorie  des  mesures  collectives  (A'o//eA'- 
twmasslehre)  qu'a  fondée  Fechner  et  que  M.  Lipps  et  M.  Bruns 
ont  développée  récemment  (').  Les  Tables  de  M.  Bruns  sont  re- 
produites dans  le  nouveau  Traité  de  M.  Czuber.  J.   T. 


ARNOUX  (G.).  —  Arithmétique  graphique  :  les  espaces  arithmétiques, 
LEURS  transformations.   I  volume  in-8,  ix-84  pages. 

M.  Arnoux  entend  par  espaces  arithmétiques  des  ensembles  de 
points  dont  les  coordonnées  sont  des  nombres  entiers;  ils  peuvent 
être  à  p  dimensions.  C'est  d'ailleurs  surtout  les  espaces  à  deux 
dimensions  qu'envisage  l'auteur.  Les  espaces  sont  dits  modu- 
laires et  relatifs  au  module  m,  s'ils  contiennent  mP  points, 
chacune  des  p  coordonnées  comportant  m  entiers  consécutils. 
Minkowski  a  montré  quels  services,  dans  les  problèmes  d'approxi- 
mation au  moyen  des  nombres  entiers,  pouvait  rendre  la  consi- 
dération des  figures  formées  ainsi  au  mojen  de  points  à  coor- 
données entières.  C'est  à  des  problèmes  d'une  nature  plus  élé- 
mentaire que  M.  Arnoux  applique  son  inlassable  curiosité;  mais 
ces  problèmes  ont  leur  intérêt  et  sont  parfois  d'une  grande  diffi- 
culté :  signalons  en  particulier  les  réflexions  relatives  au  pro- 
blème des  36  officiers  qu'a  posé  Euler,  et  qui  n'a  pas  de  solution. 

M.  Arnoux  déclare  dans  sa  préface  que  M.  Laisant  lui  a  apporté 
une  collaboration  très  précieuse,  comme  il  avait  fait  d'ailleurs 
pour  ses  précédents  Ouvrages.  J.  T. 

(')  Voir  dans  le  Bulletin,  l.  XXXII,  1908,  p.  129,  le  compte  rendu  du  Livre  de 
M.  Bruns. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M    E.  CAHEN  A  M.  JULES  TANNERY('). 


La  faute  en  question  se  trouve  dans  le  Mémoire  en  allemand  du 
Tome  XXX  (i845)  du  Journal  de  d'elle,  et  elle  est  reproduite 
dans  le  Mémoire  en  français  du  Journal  de  Liouville,  t.  XVI 
(•85.). 

C'est  probablement  à  ce  dernier  que  Liouville  fait  allusion. 
Cette  faute  est  la  suivante  : 

Kummer  veut  démontrer  que  la  congruence 

?(r)  =  o         (modgr) 

a    toutes    ses   racines   réelles.    Pour   cela,    il    démontre    (p.   4o9> 
ligne  19  du  Mémoire  français)  que 

?(r)?(r  — i).-.<p(j  — ^ -Hi)  =  o         (mod^«). 

Ce  n'est  d'ailleurs  pas  là  une  congruence  identique  :  c'est  seule- 
ment une  congruence  qui  est  vérifiée  pour  toute  valeur  entière 
de  y.  Kummer  ajoute  qu'on  en  conclut  aisément  le  théorème 
annoncé.  Or  cela  n'est  pas;  on  ne  peut  en  conclure  que  l'existence 
d'une  racine.  Dans  son  Mémoire  de  i85y,  Kummer  ne  commet 
plus  cette  faute,  comme  le  remarque  Dirichlet. 

Reste  la  question  suivante  : 

Si,  en  i85;,  Kummer  s'est  aperçu  que  son  ancienne  démons- 
tration n'était  pas  rigoureuse,  pourquoi  dit-il  qu'elle  l'est?  Et  s'il 
ne  l'a  pas  remarqué,  pourquoi  en  donne-t-il  une  nouvelle? 

E.  Cahkjn. 


(')   Voir  dans  le  présent  Volume  la  lettre  de  Dirichlet  à  Liouville  qui  commence 
à  la  page  53  et  la  note  de  la  page  54. 
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DISCOURS  PRONONCÉ  A  BOURG-LA  REINE 
Par  m.  Julks  TANNI';KY  (•). 

MiôssiEur.s, 

Quand  le  génie  des  savants  rpron  veul  exalterne  s'esl  pas  mani- 
festé par  des  bienfaits  que  tous  ressentent,  les  lionneurs  rendus  à 
leur  mémoire  prennent  une  signilieation  presque  religieuse  :  ees 
honneurs  sont  eonime  un  acte  de  foi  (pii  s'élève  vers  une  science 
idéale  à  lacpielie  nous  rendons  lioniniage  sans  la  connaître. 

Evariste  Galois  a  consacré  quelques  semaines  de  sa  vie  brève  et 
lourmenlée  aux  problèmes  les  plus  abstraits  de  la  plus  absti-aite 
des  sciences.  Ses  prodigieuses  découvertes  sont  aussi  éloignéesdes 
applications  (|u'il  est  possible.  En  les  lionoranl,  Messieurs,  vous 
proclamez,  riinité  de  la  Science  et  la  liberté  du  savant. 

Connaître  le  monde  où  nous  vivons,  voilà,  dit-on,  le  but  de  la 
Science.  Mais  nous  ne  connaissons  Mainieiit  les  |)lién()mèncs 
naturels  que  lorscpie  nous  possédons  les  lois  numériques  auxquelles 
ils  obéissenl.  Pour  tirer  parti  de  ces  lois,  pour  savoir  celles  qui  se 
déduisent  des  autr(;s,  pour  leur  substituer  des  lois  plus  générales 
ou  |)lus  simples,  il  faut  connaître  les  propriétés  des  nombres.  C'est 
tout  un  monde  noineau  à  étudier,  un  monde  abstrait,  décoloré, 
obscur.  Ceux  (|ui  savent  v  pénétrer,  l'éclairer  et  s'y  diriger  se 
passionnent  pour  les  perspeclives  lointaines  (ju'ils  v  décou\rrnt  : 
le  souvenir  des  paysages  merveilleux  et  transparents  ([u'ils  nous 
décrivent  se  présente  parfois  à  la  pensée  du  plnsicien  et  lui  fait 
comprendre  \c  monde  réel  auquel  il  s'attache;  grâce  à  un  rappro- 
chement inattendu,  le  pliysicien  peut  eiilin  relier  les  faits  qu'il  a 
observés,  les  mettre  à  leur  vraie  place,  et  construire  une  théorie 
(pu  l(!s  ilépassc  infiniment.  J^es  théories  pliysiques  dominent  la 
Cliimie,  la  l'Iivsiologie,  la  Médecine.  Toutes  les  sciences  se  mêlent, 

(')  r.;i  iiiiiiiiiipiiliti'  (le  lîoiir^-Ja-Reine  a  fait  ptaci-r  une  [iluijiie  sur  la  maison 
<ji'i  «si  ne  l'ivaiislc  Cialnis  :  la  preinirie  iiiiLiali\c  ilc  ccL  lioiiima^^c  vient  dv 
M.  MaLrucliol,  |iiufcsseui'  adjoiriL  à  la  l-'aculLc  des  Scieiiecs  tic  Paris,  qui  habite 
Itonrg-la-l'.eiiic.  IM.  le  colonel  Cautlelol,  maire  de  celte  ville,  avait  prie  M.  Tan- 
iiery  de  prendre  la  parole  à  la  cérémonie  d'inaiii;uraLion,  qui  a  eu  lieu  le  i3  juin 
'■luri.   ^nir-   I,i    prf's!r!,'--r>r.--  ,).■   A!     .?c   -ir-Ivp-.    pr-'f''!    i\r  ],,   ^pîn-^. 
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s'enchevêlrcnl,  se  nourrissent  et  vivent  de  la  même  sève.  Telle 
Vi'-ritr  malliéinaliqiic  abstraite  contribuera  un  jour,  on  ne  sait 
comment,  à  celle  maîtrise  du  monde  que  la  vScience  nous  procure 
peu  à  peu.  Messieurs,  vous  avez  senti  cette  unité  de  la  Science; 
vous  savez  que  la  vrrilé  veut  être  recberchée  pour  elle-même,  et 
que  c'est  seulement  cjuand  on  l'a  Irouvée  (ju  apparaissent  les  appli- 
cations qu'on  peul  en  faire.  Vous  avez  compris  qu'on  doit  laisser 
au  savanl  une  entière  lil)erté  de  pensée,  une  entière  liberié  de 
clier(;lier  ce  (pTil  esj)èrc  trouver;  vous  avez  eonipiis  (pie  nous  ne 
devons  pas  nous  étonner  des  \oies  (pi'il  suit,  qu'il  faut  nous  rési- 
gner à  ne  pas  distinguer  le  but  mystérieux  qu'd  entrevoit  et  (jui 
l'attire. 

C'est  pourquoi  vous  honorez  Galois  et  vous  auriez  raison  de 
l'honorer  si  même  vous  |)ensiez  que  la  Science  ne  se  jiislilie  ipie 
par  son  utilité  pratique. 

111  est  né  dans  cette  maison,  voici  bientôt  un  siècle.  Son  père, 
Gabriel  Galois,  a  été  un  de  vos  prédécesseurs.  Monsieur  le  Maire; 
il  a  donné,  dans  des  temps  dilliciles,  rexenq)le  de  la  fidélité  aux 
idées  libérales;  il  est  mort,  victime  des  cabales  et  des  calomnies. 
Sa  mère,  née  Demanle,  très  intelligente  et  très  bonne,  portail  un 
nom  qui  est  bien  connu  à  la  Faculté  de  DroitJ:  (pielques-uns  de 
ceux  qui  assistent  à  cette  cérémonie  se  la  rappellent  peut-être  ;  elle 
s'est  éteinte  en  iS-^a,  à  84  ans.  Evariste  Galois  a  grandi  ici.  il  v  a 
joué,  il  a  été  un  enfant  heureux.;  c  est  peut-être  ici  seulement  qu'il 
a  goûté  la  joie  et  qu'il  l'a  répandue  autour  de  lui. 

Bien  vite,  au  lycée  Louis-le-Grand,  il  devient  triste,  difficile  et 
singulier  :  son  génie  s'est  emparé  de  lui:  il  est  partagé  entre  deux 
passions  :  les  Mathématiques  d'abord;  il  lit.  d'un  bout  à  l'autre, 
comme  pour  se  distraire,  la  (icométrie  de  Leg(;ndr('  ;  il  la  sait  dès 
qu'il  l'a  lue;  l'Algèbre  l'attire  encore  davantage,  mais  les  Traités 
élémentaires  le  rebutent;  il  apprend  I  Algèbre  dans  les  œuvres  de 
Lagrange;  à  seize  ans,  il  est  mùr  pour  la  tiécou verte. ^on  autre 
j)assion,  c'est  un  amour  injsticpie  et  violent  pour  la  Ké|)ubli(pie, 
pour  une  Ké|)ul)li(;pie  plus  idéale  peut-être  cpie  ses  nialhéinalKpies 
et  plus  éloignée  de  la  réalité,  pour  une  llépublique  à  hupielle  il 
rêve  de  se  sacrifier,  à  laquelle  au  besoin  il  sacrifierait  les  autres  : 
les  créations  de  Victor  Hugo  ne  sont  pas  de  pures  fictions;  Marins 
^t   F,njr>|r9c  «son?  \p^  frôrr"-  rl'Kvnriïf*^   Onloi;.^?" 
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Au  sortir  de  sa  Rhétorique,  qu'il  a  mélangée  à  la  classe  de 
Mathématiques  préparatoires,  il  se  présente  à  l'Ecole  polytech- 
nique à  laquelle  il  a  cru  pouvoir  se  préparer  tout  seul.  Il  est  refusé. 
Première  déception;  les  déceptions  ne  lui  seront  pas  ménagées.  Il 
entre  dans  la  classe  de  Mathématiques  s|)éciales,  où  il  trouve  un 
maître  admirable,  M.  Richard,  qui  le  comprend  pleinement, 
qui  le  juge  ce  qu'il  est.  Il  a  17  ans;  c'est  à  cette  époque  que 
remontent  ses  premières  publications  mathématiques.  Il  adresse 
un  Mémoire  à  l'Académie  des  Sciences  sur  la  théorie  des  équa- 
tions algébriques;  Cauclij  l'égaré.  A  la  fin  de  Tannée  scolaire,  il 
est  encore  refusé  à  l'Ecole  poh  technique.  Ce  second  échec,  il  ne 
le  pardonnera  pas  aux  examinateurs  :  ce  n'était  pas  seulement  une 
blessure  à  son  orgueil,  ou  plutôt  au  juste  sentiment  de  ce  qu'il 
valait;  Galois  a  vraiment  souffert  de  ne  pas  entrer  dans  l'illustre 
Maison,  qu'il  aimait  pour  sa  gloire  scientifique  et  pour  l'esprit 
libéral  de  ses  élèves. 

Désespéré,  il  se  retourne  vers  l'Ecole  normale;  il  y  entre  en 
octobre  1829.  Il  publie  trois  Mémoires  au  commencement  de  i83o  : 
il  est  alors  en  possession  d'une  bonne  partie  de  ses  grandes  décou- 
vertes ;  au  mois  de  janvier,  il  présente  l'ensemble  de  ses  recherches 
sur  l'Algèbre  à  l'Académie  des  Sciences.  Fourier,  le  secrétaire 
perpétuel,  emporte  le  manuscrit;  il  meurt  dans  l'année;  le  manus- 
crit ne  se  retrouve  point.  Un  an  après,  Galois  envoyait  à  l'Académie 
son  Mémoire  sur  les  conditions  de  résolubilité  des  équations  par 
radiaux;  les  mathématiciens  qui  devaient  l'examiner  ne  se  don- 
nèrent pas  la  peine  qu'exigeait  le  style  trop  concis  de  Galois  :  ce 
Mémoire,  qui  est  l'un  de  ses  principaux  titres  de  gloire,  ne  fut  pas 
compris  et  fut  qualifié  d'incompréhensible.  Galois  confondit  dès 
lors  dans  la  même  haine  et  le  même  mépris  les  membres  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  et  les  examinateurs  de  l'Ecole  polytechnique. 

Revenons  à  l'année  i83o  et  à  cette  Ecole  normale  où  Galois 
continuait  de  regretter  l'Ecole  polytechnique  :  pendant  les  trois 
journées  de  juillet,  le  directeur  de  l'Ecole  parvint  a  tenir  les  élèves 
sous  clef,  même  le  29  qui  était  un  jeudi,  un  jour  de  sortie.  Je 
crois  bien  que  les  parenis  lui  en  surent  gré,  mais  on  devine  la 
fuieur  de  Galois  quand  il  apprit  la  |)art  qu'avaient  prise  à  la  révo- 
lution les  élèves  de  l'Ecole  polytechnique  et  d'autres  étudiants, 
alors   qu'il   était   enfermé    avec   ses    camarades.    Le  directeur  de 
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l'Ecole  normale  alla  rejoindre  les  membres  de  l'Académie  des 
Sciences  et  les  examinateurs  d'entrée  à  l'Ecole  polyleclinique.  Au 
mois  de  décembre,  Galois  écrivit  dans  un  journal  une  lettre  où  il 
ne  le  ménageait  pas.  La  lettre  était  signée  Un  élève  de  V École 
normale  ;  mais  il  n'était  pas  difficile  d'en  découvrir  l'auteur,  qui 
fut  mis  à  la  porte. 

Galois  se  jeta  en  j)leine  mêlée  politique.  Il  est  poursuivi  et 
incarcéré  en  mai  i83i  après  un  banquet  aux  Vendanges  de 
Bourgogne,  où  il  avait  prononcé  un  toast  dont  les  tendances  régi- 
cides ne  peuvent  pas  être  niées  :  il  n'avait  pas  19  ans,  le  jury 
l'acquitta  malgré  l'impertinence  de  ses  réponses  au  président. 

Le  i4  juillet  de  la  même  année,  le  voici  à  la  tête  d'une  manifes- 
tation républicaine,  habillé  en  artilleur  de  la  garde  nationale,  armé 
d'une  carabine,  de  pistolets  et  d'un  poignard.  Arrêté  sur  le  Pont- 
Neuf,  condamné  à  6  mois  de  prison,  écroué  à  Sainte-Pélagie 
le  l'j  décembre,  il  est  jeté  parmi  la  foule  des  prisonniers  poli- 
tiques ramassés  dans  les  émeutes  qui  bouleversaient  Paris  depuis 
un  an.  Ces  gens-là,  qui  se  qualifiaient  de  patriotes,  sont  faits  pour 
étonner  nos  révolutionnaires  d'aujourd'hui.  J'emprunte  à  M.  Paul 
Dupuv  le  récit  de  la  scène  qui  se  passait  tous  les  soirs,  avant  le 
coucher  : 

«  Les  prisonniers  se  réunissaient  pour  chanter  en  chœur  des 
chansons  patriotiques  et  terminaient  par  la  Marseillaise.  Au 
couplet  Amour  sacré  de  la  Patrie,  tout  le  monde  s'agenouillait; 
puis  du  haut  des  fenêtres  grillées,  les  jeunes  détenus,  ceux  qu'on 
appelait  les  mômes,  gamins  abandonnés  ou  vagabonds  qui  parta- 
geaient le  quartier  des  politiques,  suspendus  en  grappes  aux  bar- 
reaux, entonnaient  à  leur  tour  la  strophe  des  eufants  :  elle  parais- 
sait tomber  du  ciel. 

»  Quand  les  voix  claires  des  enfants  s'étaient  tues,  les  hommes 
défilaient  devant  le  drapeau  et  le  baisaient  avant  dé  remonter.  » 

Malgré  la  grandeur  des  sentiments  qui  animaient  la  plupart 
d'entre  eux,  ces  prisonniers  formaient  une  foule  assez  mêlée,  où  les 
gens  de  mœurs  grossières  ne  pouvaient  manquer. 

Plusieurs  d'entre  vous,  Messieurs,  ont  vu  le  charmant  portrait, 
dont  M™^  Guinard,  la  nièce  de  Galois,  a  bien  voulu  autoriser  la 
reproduction. 
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Cet  cnlanl  aux  Irails  fias  et  dislingiu-s,  aux  yeux  profonds,  au 
front  puissant,  à  la  houclic  niélancolirpic  et  dédaigneuse,  imaginez-le 
qui  se  jiroinène  de  loug  en  large  au  milieu  des  vieux  habitués 
des  barricades.  Il  agile  dans  sa  tête  les  plus  liautes  questions 
malliématiques  ;  la  eliaiue  merveilleuse  des  couséquences  logiques 
se  déroule  devant  lui;  ou  bien  il  réfléchit  sur  la  façon  dont  les 
vérités  nouvelles  se  découvrent,  dont  elles  \iennent  à  briller  au 
milieu  des  vérités  déjà  connues  d'où  elles  émergent;  ou,  peut-être, 
il  esquisse  le  plan  magnifique  d'une  cité  future,  où  régnera  la 
justice.  Ses  camarades  de  prison  s'étonnent,  l'inler[)ellent,  se 
mo(|uent  de  lui  parce  qu'il  n'a  pas  le  courage  de  boire  :  un  jour, 
par  bravade,  il  avala  toute  une  bouteille  d'eau-de-vie.  Raspail, 
dans  ses  Letlres  sur  les  prisons  de  Paris,  nous  a  laissé  le  tableau 
de  cette  horrible  scène  et  de  bien  d'autres  qui  altérèrent  la  santé 
de  Galois.  Pourtant,  on  eut  de  la  bienveillance  pour  lui  ;  le  i6  mars, 
on  l'envoya  dans  une  maison  de  santé,  où  il  (ut  prisonnier  sur 
parole.  Un  amour  pour  une  femme,  qu'il  traitera  bientôt  d'infân)e 
coquette,  le  prend  tout  entier  pendant  quelques  semaines.  Cette 
passion,  voici  comment  il  la  juge  lui-même  : 

«  Comment  se  consoler  d'avoir  épuisé  en  un  mois  la  plus  belle 
source  de  bonheur  qui  soit  dans  l'homme,  de  l'avoir  épuisée  sans 
bonheur,  sans  espoir,  sûr  qu'on  est  de  l'avoir  mise  à  sec  pour  la 
vie  ?  » 

A  propos  de  cette  infâme  coquette,  on  ne  sait  ni  pourquoi,  ni 
contre  qui,  il  se  bal  en  duel  le  3o  mai;  il  est  blessé  mortellement, 
il  meurt  le  3i  mai   i832,  à  lo''. 

Il  avait,  paraît-il,  fait  ce  qu'il  avait  pu  pour  éviter  ce  duel;  en 
l'acceptant,  il  a  la  certitude  d'être  tué;  il  passe  le  jour  et  la  nuit 
qui  pn-cèdent  le  duel  à  revoir  son  grand  Mémoire  sur  les  équations 
résolubles,  à  rédiger  son  testament  seieulilique,  cette  extraordinaire 
letti-e  à  Auguste  Chevalier  où  se  montre  toute  sa  science,  où  éclate 
tout  son  génie.  Quelle  nuit  Iragicpie,  Messieurs,  que  cette  nuit-là, 
où  l'enfant  de  génie,  qui  sait  que  la  liunière  qu'il  porte  va 
s'éteindre,  voit  passer  devant  lui  ce  qu'il  a  fait,  ce  (ju'il  aurait  |)u 
faire,  où,  en  s'efïbrçant  de  fixer  les  résultats  les  plus  essentiels,  il 
écrit  d'une  main  fébrile  :  Je  n'ai  pas  le  temps. 

Quinze  ans  plus  tard,  en  1846,  Joseph  Liouville  publiait  dans 
son  journal  les  Œuvres  mathématiques  de  Galois  :  cette  publi- 
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cation  a  été  faite  avec  autant  (rintclligence  que  de  conscience  ; 
Jjionville  a  publié  tout  ce  qu'il  iniportait  de  publier;  ses  papiers 
témoignent  du  travail  considérable  qu'il  s'est  inq)osé  pour  péné- 
trer Ja  pensée  de  Galois;  ces  œuvres  ont  été  réimprimées  en  iSq'J, 
par  les  soins  de  la  Société  matliématirpic,  avec  une  liés  belle 
préface  due  à  M.  Emile  Picard.  Il  j  a  >  ans,  M™*^  de  Blignières^ 
une  des  filles  de  Liouville,  a  su  retrouver  les  manuscrits  de  Galois 
dans  les  papiers  de  son  père:  ellç  les  a  légués  à  l'Académie  des 
Sciences.  Ces  feuilles  iaunies,  déclarées,  maculées,  couvertes  de 
grillon  nages,  les  calculs  inachevés,  les  fragments  venus  de  Sainte- 
Pélagie  qui  sentenlla  liaîne  et  la  (lèvre,  la  lettre  ('crite  dans  Ja 
nuit  funèbre,  le  glorieux  Mémoire  qui  fut  jugé  incom[)réliensible, 
les  injures  à  ses  membres  d'il  j  a  80  ans,  l'Académie  a  recueilli 
tout  cela  pieusement,  comme  une  inestimable  relique;  et  aujour- 
d'hui, Messieurs,  son  Secrétaire  [)erpétuel  (')  est  au  milieu  de^ 
vous;  il  s'unit  à  vous  pour  honorer  Galois. 

Depuis  la  publication  de  Liouville,  d'année  en  année,  l'impor- 
tance de  l'œuvre  de  Galois  est  apparue  plus  clairement;  les  plus 
grands  malhématiciens  se  sont  |)lu  ;i  hi  |)roclamer.  Ge  n'est  pas  ici 
le  lieu  et  ce  n'est  pas  à  moi  qu'il  appartiendrait  de  dire  rinduence 
considérable  qu'elle  a  eue  sur  le  progrès  des  Mathématiques. 

En  1894,  l'Ecole  normale  fêtait  le  centenaire  de  sa  création.  Un 
géomètre  étranger,  Sophus  Lie,  écrivit  pour  le  Livre  qui  devait 
commémorer  cette  fêle  une  étude  scientificpie  sur  Evariste  Galois, 
qui  restera  un  des  plus  beaux  monuments  élevés  à  sa  gloire.  A 
cette  même  occasion,  M.  Paul  Dupuj,  aujourd'hui  secrétaire  de 
l'Ecole  normale,  commença  de  longues  et  patientes  recherches  sur 
la  vie  de  Galois;  il  a  feuilleté  les  journaux  du  temps,  compulsé  les 
registres  d'écrou  des  prisons;  les  parents  et  les  amis  de  Galois  qui 
survivaient  lui  ont  apporli-  tout  leur  concours;  ces  recherches  ont 
abouti  à  une  l)iogra[)hie  qu'on  peut  regarder  comme  définitive,  et 
où  M.  Dupu}',  à  force  de  faire  comprendre  Galois^  réussit  presque 
à  le  faire  aimer. 

Je  dois  à  la  situation  que  j'occupe  à  l'Ecole  normale  l'honneur 
de  prendre  la  parole  ici  ;  je  vous  remercie.  Monsieur  le  Maire,  de 
me   permettre  de  faire  au  génie  de  Galois  amende  honorable  au 

(')  M.  Darboux  assistait  à  la  ccrùiiionie. 
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nom  de  celle  École  où  il  esl  cnlré  à  regret,  où  il  n'a  pas  élé  com- 
pris, qui  l'a  rejelé  loin  d'elle  et  dont  il  esl,  malgré  loul,  une  des 
gloires  les  plus  éclatantes. 
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riliimii;  BOUTROUX,  Maine  <le  Conforenrcs  i.  la  Faculté  des  Sciences  de 
IMontpellier.  —  Leçons  sir  i.v  TriKORiF.  mes  i-oNmoNS  défîmes  par  m;s 

ÉQUATIONS   DIITKUENTIKM.KS  I)L'    l'IlEMIER   ORORK,    piofcssécs    au    GoliègC  de 

France,  avec  une  Noie  de  M.  Paul  Painlevc. 

Gel  Otivrage  fail  partie  de  la  collcclion  de  nionograpliies  sur  la 
théorie  des  (onctions  publiée  sous  la  direct  ion  de  M.  Bore).  C'est 
un  Livre  dont  le  sujet  et  les  mélhodes  sont  entièrement  neufs, 
qui  abonde  en  vues  originales  et  profondes,  et  par  lequel  [auteur 
aura  j)récédé  les  chercheurs  dans  une  voie  où  il  leur  est  impossible 
de  ne  pas  engager  tôt  ou  lard  les  Mathématiques. 

Le  but  où  convergent  les  eilorts  de  M.  Boutroux  est  l'étude 
intégrale,  inaugurée  par  les  travaux  de  M.  Painlevé  (et  non  plus 
locale  au  sens  de  Cauchy),  des  fonctions  analytiques  (pii  satisfont 
à  une  équation  dillerenticlle  du  premier  ordre.  D  ailleurs,  parmi 
ces  dernières,  convient-il  de  se  borner  à  celles  pour  lesquelles  la 
dérivée  de  la  fonction  inconnue  s'exprime  unilormémeiit  et  même 
rationnellement  relativement  à  la  variable  indéj)endaiite  et  à  la 
fonction.  A  qui  est  étranger  à  cet  ordre  de  recherches,  le  j)roblème 
ainsi  réduit  semble  devenu  1res  particulier  dans  son  objet.  En 
réalité,  il  olfre  encore  une  incroyable  diversité  de  cas. 

Le  Chapitre  I'"^,  intitulé  Notions  fondamentales^  est  consacré 
dans  sa  partie  initiale  à  la  démonstration  et  aux  ap[)lications  du 
célèbre  théorème  de  M.  l*ainlevé  d'après  lecpul  les  intégrales  des 
équations  algébri(|ues  en  y  et  y'  n'admellenl,  en  dehors  de  cer- 
tains points  (ixes,  aisés  à  déterminer  au  moyen  des  cocKicients  de 
l'équation,  que  des  ])oints  critiques  algébricpies  on  des  pôles.  De 
ce  théorème  résulte  (|u"en  dehors  de  certains  cas  [)articuliers 
se  ramenant  à  léqualion  de  Riccati,  l'équation 

Bull,  des  Sciences  TnulUcin.,  i'  sôri;,  t.  XS.X1II.  (Juillet  1909.)  n 
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où  P  et  Q  sont  des  poljnoraes  en  x  et  y,  a  comme  intégrales  des 
fondions  à  une  infinité  de  branches.  M.  Boutroiix  exclut  systé- 
matiquement du  plan  qu'il  se  trace  la  théorie  des  équations  dont 
l'inléi>rale  générale  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  déterminations. 
D'ailleurs,  la  Noie  de  M.  Painlevé,  à  qui  cette  théorie  est  entière- 
ment due,  précise  admirablement  les  résultats  acquis  et  l'énoncé 
des  nouveaux  problèmes  à  résoudre.  L'auteur  des  Leçons  s^occupe 
donc  uniquement  des  équations  à  intégrale  générale  multil'ornie. 

Vient  d'abord  un  très  intéressant  théorème,  dû  à  M.  Boutroux, 
sur  la  fonction-limite  d'une  suite  de  branches  d'une  même  fonc- 
tion multiforme,  fonction  qui  est  holomorphe  en  tout  point  autour 
duquel  ne  s'accumulent  pas  les  |)oints  critiques  de  la  fonction 
multiforme,  et  dont  la  dérivée  est  limite  de  la  suite  des  dérivées 
des  branches  considérées. 

Le  Chapitre  I  se  termine  par  quelques  théorèmes  relatifs  aux 
propriétés  de  l'intégrale  générale  considérée  comme  fonction  de 
la  constante  arbitraire.  Il  résulte  de  ces  propiiétés  qu'il  est  pos- 
sible d'appliquer  à  l'intégrale  une  sorte  de  raisonnement  par  con- 
tinuité, quand  la  constante  arbitraire  varie  continûment  dans  son 
plan.  On  entrevoit  ainsi  que  l'élude  de  l'intégrale  générale  devient 
abordable,  si  l'on  connaît  parfaitement  une  intégrale  parliculière 
de  l'équalion. 

Jj'élude  de  l'inlégrale  générale  dans  tout  le  plan  de  la  variable 
ne  peut  pas  êlre  entreprise  directement  en  l'état  actuel  de  nos 
connaissances,  puisque  celles-ci,  déjà  très  incomplètes,  pour  ce 
qui  louche  à  la  théorie  générale  des  fonctions  uniformes,  sont,  à 
vrai  dire,  inexistantes,  |)Our  ce  qui  est  des  fonctions  multifortjies  ; 
l'auteur  des  Leçons  est  donc  forcé  de  j^rocéder  d'abord  à  l'étude 
locale  d'une  fonction  mnllifornie  en  un  point  anlour  duquel 
s'échangent  une  infinité  de  branches  de  la  fonction. 

M.  Boutroux,  qui  a  choisi  j)our  sujet  d'une  très  belle  Thèse  le 
rôle  de  la  croissance  dans  les  |)ropriélés  d'une  fonction  uniforme 
autour  d'un  jioint  essentiel  isolé  [^^z"  quelques  propriétés  des 
fonctions  entières,  Thèse  {Acta  mathemaiica,  igo4)],  n'a  pas 
voulu  oublier  ce  point  de  vue  si  i-iche  en  féconds  aperçus,  et  il  a 
montré  comment  il  est  possible  d'obtenir  des  renseignements  très 
précis  sur  la  croissance  de  (hacune  des  branches  d'une  fonclion 
multiforme  au  voisinage  d'un  j»oint  criticpie  transcendant,  (piand 
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celle  fonclion  esl  intégrale  d'une  équation  (i)  et  quand  on  unifor- 
mise chaque  branche  au  nioven  d'un  système  adéquat  de  coupures. 
Il  distingue  parmi  ces  fonctions  plusieurs  tjpes  de  croissance.  Le 
type  exponentiel,  qui  se  rencontre  exclusivement  dans  le  cas  où 
le  degré  de  P  surpasse  celui  de  Q  exactement  d'une  unité,  appar- 
tient à  des  intégrales  ressemblant  beaucoup  à  des  fonctions  en- 
tières, en  particulier  dépourvues  comme  elles  d'infinis.  Si  le  degré 
de  P  est  égal  ou  inféiieur  à  celui  de  Q,  les  intégrales  sont  encore 
dépourvues  d'infinis,  mais  leur  croissance  est  inférieure  à  celle 
d'une  certaine  puissance  positive  de  x.  Enfin,  si  le  degré  de  P 
surpasse  celui  de  Q  de  deux  unités  au  moins,  rinlégrale  possède 
des  infinis  à  distance  finie;  mais,  en  entourant  chacun  d'eux  d'un 
petit  cercle,  comme  dans  la  théorie  des  fonctions  méromorplies, 
dans  le  reste  du  plan  on  a  une  croissance  analogue  à  celle  du 
cas  précédent  et  dite  du  type  rationnel. 

M.  Boutroux   applique  ces   remarquables  résultats  à  l'équation 

(2)  y=  Ao+ AijK-i- Ajjî+Aa^^^ 

où  les  A  sont  des  polynômes  en  x. 

Le  Chapitre  III  esl  consacré  à  une  classification  partielle  des 
singularités  critiques  transcendanles  isolées.  C'est  évidemment 
la  partie  de  l'Ouvrage  la  plus  malaisée  à  résumer,  à  cause  des  déve- 
loppements indispensables  à  l'intelligence  des  notions  introduites. 
Indiquons  la  distinction  entre  les  points  directement  ou  indirecte- 
ment critiques.  S'il  esl  possible  de  trouver:  1°  une  suilexy,  J?,,  ... 
de  points  critiques  (algébriques)  de  la  fonction  admettant  un 
point  X  pour  point-limite  unique;  2"  une  suite  de  déterminations 
yoi y\-,  y-i^  ...  de  la  fonction  telle  que  en  Xn  se  permutent  jv'w 
et  j',^_j.,,  le  point  X  est  dit  indirectement  critique.  A  priori,  un 
point  peut  être  indirectement  critique  de  plusieurs  façons  ou 
même  d'une  infinilé  de  manières,  s'il  est  possible  de  former  une 
infinité  de  couples  distincts  de  suites  Xu-,  yn- 

Si  l'on  n'épuise  pas  ainsi  toutes  les  branches  de  la  fonction, 
s'il  en  reste  une  infinité  s'échangeant  entre  ellejs  autour  de  X, 
M.  Boutroux  dit  que  X  est  directement  critique.  Les  détermina- 
tions de  la  fonction  sont  fixées  par  exemple  de  la  façon  suivante  : 
en  un  point  x  où  toutes  les  branches  sont  holomorphes,  chacune 
est  définie   par  sa  valeur  en  ce    [)oint.  On    les    prolonge  en  ton 
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autre  point  du  plan  par  cheminement  rectiligne.  En  particulier, 
si  le  chemin  aboutit  à  un  point  c  iiLi(|ue,  on  sait  de  la  sorte  quelles 
sont  les  branches  échangées  par  ce  point. 

Un  point  critique  X  est  dit  de  première  espèce  si  toutes  les 
permutations  qu'on  peut  elFecluer  en  tournant  autour  de  ce 
point  trouvent  place  dans  la  suite  unilinéaire  ^( ,  >'o,  ...,  où  cha- 
cune ne  figure  qu'une  fois  ou  un  nombre  fini  de  fois,  le  point  Xa 
échangeant  j'„  et  j'^+i.  La  première  espèce  se  divise  en  deux 
sortes,  cliafjue  sorte  en  deux  tv])es,  selon  les  diverses  hypothèses 
possibles. 

ÎSJais  la  nature  d'une  singularité  transcendante  peut  être  pro- 
digieusement plus  complexe.  M.  Boutroux  donne  un  exemple  de 
point  singulier  d'espèce  supérieure  à  la  première  et  appartenant 
néanmoins  à  une  intégrale  d'une  équation  de  la  famille  (2).  En 
revanche,  parmi  les  points  singuliers  de  Briot  et  Bouquet,  points 
qui  appartiennent  à  des  Ivpes  très  divers,  plusieurs  catégories 
d'entre  eux  trouvent  place  dans  celle  classification  (Chapitre  IV). 

L'étude  locale  d'une  intégrale  de  récpialion  (2)  étant  rendue 
possible  autour  de  tout  point,  même  transcendant,  et  limite  de 
points  critiques  algébricpies,  l'auteur  revient  au  ()roblème  général 
posé  au  début  des  Leçons  :  étudier  chaque  intégrale  dans  tout  le 
plan  de  la  variable  indépendante.  La  question  se  précise  ainsi  : 
trouver  quelles  relations  existent  entre  les  diverses  singularités 
transcendantes  d'une  même  intégrale.  L'auteur  montre  sur  deux 
exemples  empruntés  aux  équations  (2)  la  marche  qui  conduit  à  la 
solution.  Dans  le  premier,  il  démontre  (|ue  les  singularités  trans- 
cendantes sont  liées  par  une  relation  invariante.  Dans  le  second, 
qu'elles  sont  totalement  indépendantes,  en  sorte  que  les  résultats 
généraux  font  défaut,  sinon  les  méthodes  qui  permeAlraient  de  les 
atteindre. 

J.  Chazy,    â.  Dejvjoy. 
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GOMES  TEIXEIRA.  —  Obras  sobru  Mathematica,  publicadas  por  ordem 
do  Governo  porluguez.  T.  V.  In-4",  497  P-  Coimbre,  imprimerie  de 
l'Université,  1909. 

Ce  Volume  contient  la  fin  du  grand  travail  de  M.  Gomes 
Teixeira  sur  les  courbes  célèbres  ;  il  se  rapporte  surtout  aux 
courbes  transcendantes. 

Beaucoup  de  ces  courbes  sont  liées  à  l'invention  ou  aux  progrès 
du  Calcul  dilFérentiel  et  intégral  ou  de  la  jMécanicjue  rationnelle; 
il  faut  savoir  beaucoup  de  gré  à  M.  Gomes  Teixeira  de  nous  en 
raconter  à  la  fois  l'histoire  et  les  propriétés. 

Les  recherches  qu'il  a  dû  faire  à  ce  sujet  sont  considérables: 
elles  lui  ont  cependant  laissé  le  temps  de  nous  uîoulrcr  son  habi- 
leté de  géomètre.  J.  T. 


MELANGES. 

RAPPORT  SUR  LE  PRIX  OSÏRIS  A  DÉCERNER  EN  1909  (100  000^)  ('); 
Par  m.   Émilk   riCARO. 


Le  prix  de  cent  inilic;  Irancs,  (]iic  la  générosité  de  M.  Osiris 
permet  à  l'Institut  de  décerner  tous  les  trois  ans,  est  destiné  à 
«  récompenser  la  découverte  osi  l'œuvre  la  plus  remarcpiable  dans 
les  sciences,  dans  les  lettres,  dans  les  arts,  dans  l'industrie,  et 
généralement  dans  tout  ce  qui  touche  à  l'intérêt  public  )>.  Il  doit 
être  décerné  cette  année  [)our  la  troisième  fois.  Nous  couronnions 
il  y  a  six  ans  les  brillants  succès  remportés  daus  le  traitement 
d'une  maladie  teirible  par  un  de  nos  ccjnfrères,  digne  continuateur 
de  Pasteur,  et,  il  y  a  trois  ans,  le  prix  fut  accordé  à  l'éminenl  his- 

{')   Rippiiil  lu  dans  la  séance  exlraoniinaire  de  l'Insiilul,  le  iG  juin    1909. 
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lonen  qui  venait  de  terminer  son{2jrand  Ouvraj^c  sur  FEiiropc  et  la 
Révoliilion  {rançaise. 

11  n'était  assurément  pas  dans  les  intentions  de  INI.  Osiris  qu'il 
V  eût  en  quelque  sorle  un  roulement  entre  les  difiérents  ordres 
d'éludés  ressortissant  aux  diverses  Académies  de  l'Institut  de 
France.  Aussi  votre  Commission  s'est-elle  uniquement  préoccupée 
de  reclierclier  la  découverte  ou  l'œuvre  cpii  dans  les  trois  dernières 
années  a  le  plus  vivement  attiré  l'attention  et  paraît  avoir  les 
conséquences  les  plus  im|)ortantes.  Elle  a  unanimement  jugé 
fpi'un  progrès  considérable  venait  d'être  fait  dans  la  question  de 
l'aviation,  progrès  intéressant  à  la  fois  les  sciences,  l'industrie  et 
l'intérêt  public,  suivant  les  termes  mêmes  du  leslanient  rpie  je 
rappelais  plus  haut.  Les  étrangers  ne  pouvant  d'après  la  donation 
partici|Wr  au  jirix  (  '  ),  nous  vous  proposerons  donc  de  décerner 
le  piix  Osiiis  à  l'aviation  française,  et  nous  vous  ind'C[uerons 
dans  un  moment  les  consid('iatioiis  qui  nous  ont  guidés  pour 
faire  un  choix  parmi  les  chercheurs  opiniâtres  (pii  se  consacrent  à 
la  <:onquôte  de  l'air. 

Sans   remonter  jusqu'au  légendaire  Icare  et  la   colombe   méca- 
nique d'Archytas  de  Tarente,  il  est  utile  de  jeter  d'abord  un  rapide 
cou|)  d'oeil  sur  l'histoire  de  la  navigation  aérienne.    A  la  Renais- 
sance, Léonard  de  Vinci  comprend  que,  pour  voler,    l'oiseau  doit 
prendre  son  point  d'a|)pui  stir  l'air  et,  après  ses  études  sur  le  vol, 
d('c,rit   riiélicoptère    et   le    parachute.   Dans  les  deux    siècles  qui 
suivent  de  nombreux    documents    nous  montrent  l'intérêt  suscité 
par  la  navigation  aérienne  ;    on  ne  se  borne  pas  d'ailleurs  au  plus 
lourd  que  l'air,  et  à  la  fin    du    xvii*^    siècle    plusieurs    pressentent 
déjà  l'invention  des   ballons.  Vers    i^5o    apparaissent    de    divers 
côtés  des  projets  d'hommes  volants  et  de  machines  volantes.  Des 
appareils    sont    construits,    sortes    d'orthoptères    munis  d'ailes  à 
charnières  (jiii  frappent  l'air  normalement,  mais   ils    sont    expéri- 
mentés   sans  succès  ;  on  propose  même  d'adjoindre  à  l'hélicoptère 
une  hélice  propulsive  pour  la  translation  horizontale.il  est  remar- 
quable de  voir  signalés  dès  cette  époque  quehpies-uns    des   dispo- 
sitifs qui  devaient  êlre  essayés  |)lns  lard. 


(')  Une   e\cr|ili(m  est    f.iitR   soiili'incnt    (|tianil   le   [)iix    ()siris  csl    iltircrnc    diUis 
uni;  aniire  où   il  y  a  une  l']xpo?.iti()[i   iiiiiv  crscllo  à   l'aris. 
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Ces  tenlalivcs  avec  le  plus  lourd  que  l'air,  sans  avoir  donné 
encore  aucun  résultat  pratique,  furent  interrompues  en  1798  par 
l'expérience  célèbre  des  frères  Monlgoliîer,  qui  souleva  un  enthou- 
siasme indescriptible.  Six  mois  après  l'expérience  d'Annonaj, 
Meusnier  présentait  à  l'Académie  des  Sciences  un  Mémoire 
admirable  publié  seulement  beaucoup  plus  tard.  On  trouve  dans 
son  projet  les  conditions  essentielles  qui  devaient  conduire  aux 
ballons  dirigeables  :  l'orme  allongée  du  ballon,  ballonnet  intérieur 
pouvant  être  rempli  d'air,  et  emploi  d'un  propulseur  hélicoïdal. 
C'est  en  suivant  la  voie  ouverte  par  Meusnier,  mort  en  i"93  au 
siège  de  Mayence,  que  le  colonel  Renard  édifia  définitivement  la 
ihéorie  de  la  dirigeabilité  des  ballons  et  put  réaliser  sa  mémorable 
expérience  de  1884. 

Malgré  les  triomphes  des  aérostats,  le  plus  lourd  que  l'air  eut 
toujours  ses  croyants  ;  toutefois,  pendant  la  première  moitié  du 
siècle  dernier,  ils  ne  furent  guère  encouragés.  Des  analyses 
insuffisantes  du  vol  des  oiseaux,  signées  de  noms  éminents,  mon- 
traient qu'une  hiiondelle  devait  fournir  un  travail  énorme  pour 
se  maintenir  dans  l'air,  ce  qui  faisait  dire  plus  tard  que  les  Mathé- 
matiques démontraient  alors  l'impossibilité  de  voler  pour  les 
oiseaux.  Il  eût  été  moins  j)iquanf  mais  plus  exact  de  dire  que 
certains  mécaniciens,  ayant  mal  observé  les  mouvements  des 
oiseaux,  établissaient  par  leurs  savants  calculs  que  les  conditions 
réelles  du  vol  sont  diflérentes  de  celles  qu'ils  avaient  supposées  ; 
l'erreur  provenait  de  ce  qu'on  voulait  étudier  le  vol  à  l'aide  de  la 
résistance  qu'un  plan  éprouve  en  se  mouvant  normalement  dans 
l'air.  Cependant,  sir  G.  Cavlej  dès  1809  et  Dubochet  en  i834 
indiquaient  déjà  que  le  vol  est  avant  tout  un  glissement;  ils  remar- 
quaient que,  en  général,  l'oiseau  s'envole  tète  au  vent.  Plusieurs 
autres,  comme  Hauvel  et  Wenham,  étaient  aussi  les  champions  de 
la  théorie  du  glissement. 

C'est  seulement  vers  i86j  que  l'attention  se  trouva  de  nouveau 
portée  vers  l'aviation,  et  les  discussions  de  la  Société  française  de 
Navigalion  aérienne,  très  suivies  à  cette  époque,  se  lisent  encore 
aiijouid'liui  avec  inlérèi.  L'Académie  des  Sciences,  depuis  les 
essais  de  Borda  datant  de  l'ancienne  Académie,  s'était  toujours 
préoccupée  des  problèmes  relatifs  à  la  résistance  des  fluides  ;  en 
18-4,  sur  la  |)roposilion  de  Joseph  Bertrand,  elle  mit  au  concours 
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la  lliôoric  malliéiiialiquc  du  vol  des  oiseaux.  Le  IMémoixe  diin  des 
membres  les  plusaetifs  de  la  Sociélé  de  Navigation  aérienne,  doué 
d'un  espi'il  des  plus  pénélranls,  Alphonse  Penaud,  fut  récompensé 
en  i8-5.  La  clef  de  l'aviation  est,  pour  l't-uaud,  dans  le  fait  que 
l'oiseau,  dans  le  vol  avançant,  alla(|ue  Pair  sous  un  angle  très 
petit.  Il  insiste  ?;ur  l'avantage  (ju'il  y  a  à  attaquer  lair  obliquement, 
et  il  illustre  la  ihéorie  en  construisant  un  jouet  qui  réalise  le 
premier  appareil  mécanique  ayant  réussi  à  voler,  jouet  soutenu 
par  des  ailes  concaves,  dans  lequel  le  moteur  est  un  caoutchouc 
tordu  actionnant  une  petite  hélice,  et  dont  une  queue  assure  la 
stabilité.  L'anaivse  des  trois  genres  de  vol,  vol  ramé,  vol  plané, 
vol  à  voile,  était  déjà  ancienne  et  parait  rrnionler  à  Dubochel  ; 
elle  est  approfondie  par  Penaud,  et  |)eu  a[)rès  les  photographies 
iristantanées  de  Marcy  viennent  fixer  certaines  interprélatitni.s 
douteuses.  Dans  le  vol  plané,  l'aile  rencontre  généralement  l'air 
sous  un  angle  assez  petit  et  joue  ainsi  le  rôle  d'un  aéroplane,  le 
travail  muscidaiie  de  l'oiseau  étant  assez  restreint  et  dépensé 
surtout  pour  la  propulsion  dans  le  sens  horizontal.  Nous  devons 
encore  rapj)eler  la  discussion  faite  par  Penaud  de  la  loi  de  la 
résistance  éprouvée  par  un  plan  mince  se  mouvant  dans  un  lluide; 
celte  résistance,  à  vitesses  relatives  égales,  dépend  de  l'angle  d  in- 
clinaison. On  avait  regardé  h)nglem|)s,  avec  Newton,  (pi'elle  était 
proportionnelle  au  carré  du  sinus  de  cet  angle,  ce  qui  est  inadmis- 
sible. Boida,  suivi  |)ar  G.  Cayley,  avait,  semble-t-il,  [jroposé  pour 
la  première  fois  la  loi  de  la  première  puissance  du  sinus  ;  Penaud, 
ayant  expérimenté  sur  la  chute  des  corbeaux,  trouve  ses  observa- 
lions  conformes  à  la  loi  de  la  première  puissance  et  s'en  sert  pour 
mesurer  certains  coellicienls.  J^es  lois  empiriques  de  cette  nature 
jieuvenl  avoir  d'ailleurs  des  formes  diverses,  et  plusieurs  formules 
ont  été  [)roposées  conduisant  sensiblement  aux  mêmes  résultats. 
Nous  voyons  doue  que  les  idées  inexactes  sur  le  vol  des  oiseaux, 
qui,  malgré  quelques  critiques  avisés,  avaient  régné  si  longtemps, 
étaient  abandonnées  \ers  1880.  Le  principe  du  glissement,  au 
moins  dans  le  vol  plané,  n'est  plus  contesté;  la  sustentation  appa- 
raît comme  duc  à  la  propulsion,  la  composante  verticale  de  la 
|>oussée  exercée  par  le  lluide  sur  le  siisletitateur  faisant  éipiilibie 
au  |)oids.  Aussi,  peu  à  peu,  les  inventeurs  renoncent  au  type 
oi'llioplèrc;,  les    paili>aas  de    riiélict>plère    se     lont    plus    rares,  et 
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l'efTorl  (les  cherchciii's  se  porte  sur  l'aéroplane,  quil  s'agit  d'étudier 
au  point  de  vue  mécanique.  La  position  du  centre  de  pression, 
rintluetice  de  l'inclinaison  et  de  la  forme  de  la  voiture  jouent  un 
rôle  essenliel  dans  l'élude  des  conditions  d'équilibre  et  dans  celle 
des  diverses  stabilités.  Dans  ces  questions  difficiles,  beaucoup 
d'ingéniosité  a  été  dépensée,  et  des  résultats  importants  ont  été 
obtenus,  quoique  l'accord  soit  loin  d'être  établi  sur  tous  les  points. 
La  connaissance  de  principes  généraux  de  la  Dynamique  est  sans 
doute  indispensable  pour  raisonner  juste  en  ces  matières,  mais  la 
lliéprie  seule  est  actuellement  impuissante  dans  les  problèmes  si 
complexes  relatifs  à  la  résistance  des  fluides.  Elle  ne  peut,  par 
("xemple,  nous  renseigner  sur  la  position  du  centre  de  pression 
indispensable  à  obtenir  ;  c'est  à  l'expérimentation  qu'il  faut 
demander  les  données  (pie  la  théorie  ne  nous  fournit  pas. 

Deux  méthodes  furent  suivies  dans  ces  recherches.  La  première 
consiste  à  rechercher  expérimentalement  les  conditions  d'un  pla- 
uement  artificiel,  soit  qu'on  se  serve  de  tunnels  avec  courants 
daii-,  soit  qu'on  utilise  un  manège  tournant.  Ce  sont  là  des 
expériences  de  laboratoire  faites  sur  de  petits  modèles  et  devant 
être  interprétées  judicieusement  ;  car,  en  toute  rigueur,  il  ne  peut 
exister  deux  systèmes  ailés  mécaniquement  semblables.  La  seconde 
méthode  consiste  à  réaliser  un  j)lanement  dans  l'air  sans  moteur. 
Cette  méthode  lut  inauguiée  par  l'ingénieur  allemand  Lilienthal, 
qui,  (huis  un  très  grand  nombre  de  glissades  faites  d'un  point 
élevé,  après  s  être  donné  un  certain  élan,  put  étudier  les  conditions 
d"é(piilibre  et  de  stabilité;  rexercice  ne  laissait  pas  d'être  dange- 
reux, car  le  pilote  devait,  par  des  mouvements  appropriés  de  son 
corps,  maintenir  la  stabilité.  On  sait  que,  en  1896,  l'infortuné 
vosageiir  aérien  perdit  la  vie,  par  suite,  à  ce  que  l'on  croit,  de  la 
ruptiiic  d'un  des  assemblages  de  sa  machine. 

Lilienthal  eut  d'abord  des  continuateurs  en  Amérique  ;  parmi 
eux,  il  faut  signaler  tout  d'abord  un  ingénieur  français  installé  aux 
États-Unis,  M.  Chanute,  qui  munit  l'apjiareil  de  la  queue  slabili- 
satiicc  de  Penaud,  en  la  rendant  susceptible  de  rotation  au  moyen 
d'un  joint  à  la  Cardan,  et  employa  le  premier  d'une  manière 
eflective  le  biplan.  L'aviation  doit  beaucoup  aux  observations  de 
M.  Chanute  qui,  en  cessantccs  travaux,  engagea  les  frères  Wright 
dans  la  voie  où  ils  devaient   renconli'cr  les  succès  connus   de  tous. 
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En  1900,  \\  ilbiii-  el  Orvillc  W'iij^lil  reprennent  les  expériences 
de  glissement  avec  c|uel(|nes  idées  originales  el  (bnl  lairc  un  grand 
progrès  à  la  prallqtie  inléiieiire  ;  la  qneue  slabilisalrice  est  placée 
à  l'avanl  et  devient  le  gouvernail  horizontal  ou  de  profondeur, 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal.  Le  profil  des  ailes  est  aussi 
étudié  avec  soin.  Oiioirpion  parie  toujours  de  biplan  ou  de 
niono|)lan,  les  surfaces  suslentatrices  ne  sont  ()as  planes;  il  y  a  un 
grand  intérêt  à  leur  donner  une  légère  concavité,  l'attaque  en 
mai  che  régidicre  avant  lieu  suivant  le  premier  élément  de  la  courbe, 
(^ette  forme  permet  un  écoulement  |)lus  facile  pour  l'air,  et 
diminue  la  résistance  à  lavancement.  Ces  expériences,  prolongées 
pendant  près  de  trois  ans  sur  les  grèves  de  l'Atlantique,  apprirent 
aux  frèies  Wright,  suivant  le  mot  de  iM.  Clianute,  leur  métier 
d'oiseau. 

Dans  tous  ces  essais,  aucun  moteur  navait  été  placé  sur  l'appa- 
reil; d'après  des  témoignages  restés  longtemps  incertains,  mais 
auxquels  on  doit  aujourd'hui  accorder  créance,  les  frères  Wright, 
ayant  construit  un  moteur  de  leur  invention,  firent  pour  la  pre- 
mière fois,  à  la  fin  de  igoS,  un  vol  de  trois  cents  mètres,  et  en  1904 
des  vols  de  cinq  kilomètres  dans  de  bonnes  conditions  de  stabilité. 

Pendant  ces  premiers  exploits  américains,  exploits  restés  un 
peu  mystérieux  et  dont  un  écho  arrivait  seulement  en  Europe, 
l'aviation  trouvait  en  Europe  un  apôtre  convaincu  dans  le  capitaine 
Ferber;  celui-ci  se  livrait  à  des  recherches  théoriques  sur  la  stabi- 
lité et  reprenait  les  glissements  sur  l'air  qui  furent  aussi  reproduits 
à  Berck-sur-Mer  par  jMM.  Archdeacon  et  Voisin.  Ces  essais 
permettaient  d'obtenir  les  valeurs  de  certaines  constantes  caracté- 
ristiques, en  même  temps  qu'ils  habituaient  au  vol  ces  ardents 
adeptes  de  l'aviation.  La  pensée  que  Wright  avait  pu  se  maintenir 
dans  l'air  excitait  les  chercheurs.  N'en  va-l-il  pas  ainsi  dans  tous 
les  domaines  scientifiques,  l'ingéniosité  et  la  puissance  de  l'esprit 
étant  augmentées  quand  nous  savons  que  le  problème  qui  nous 
occupe  n'est  pas  insoluble  ?  A  cet  égard,  les  nouvelles  incertaines 
venues  de  l'autre  côté  de  l'Atlantique  ont  été  un  stimidant 
puissant  pour  les  aviateurs  français,  qui,  comme  les  Américains 
W.  el  O.  Wright,  ont  été  ainsi  à  leur  début  les  élèves  de  notre 
compatriote  M.  Clianute. 

()uand  la  lliéoiie  du  n^.ouvement  de  l'aéroplane  fut  correctement 
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posée  et  (|iiand  on  fut  à  peu  près  maître  des  movens  propres  à 
assurer  la  slabililé,  une  ([ueslion  imporlanle  fut  celle  d'un  inoleur 
suffisammenl  léger.  En  France,  les  nécessités  de  raulomobilisme 
avaient  conduit  à  réaliser  de  grands  progrès  dans  l'industrie  des 
moteurs.  Un  moteur  à  explosion,  construit  spécialement  pour 
l'aviation  par  un  ingénieur  très  distingué,  INI.  Levavasseur  (  '  ),  et 
connu  sous  le  nom  de  moteur  Antoinette,  se  trouva  remplir  les 
conditions  désirables  de  légèreté.  Nos  aviateurs  exercés  «  con- 
naissant bien  leur  métier  d'oiseau  »  étaient  donc  dans  les  meilleures 
conditions  et  ils  remportèrent  l'année  dernière  les  brillants  succès 
auxcpiels  nous  avons  tous  applaudi.  Je  dois  toutefois  rappeler  que 
c'est  un  Brésilien,  M.  Sanlos-Dumont,  qui,  à  la  fin  de  1906,  a 
construit  le  premier  en  Europe  un  appareil  qui,  muni  d'un  moteur 
Antoinette  de  5o  chevaux,  put  s'élever  seul  et  parcourir  plus 
de  deux  cents  mètres  (-). 

Cet  historifpie  très  incomplet  vous  aura  montré,  Messieurs, 
combien  nombreux  ont  été  ceux  qui  ont  apporté  leur  pierre  au 
grand  œuvre  de  l'aviation,  depuis  les  observateurs  attentifs  du  vol 
des  oiseaux  jusqu'aux  constructeurs  de  moteurs,  et  parmi  ces 
pionniers  je  tiens  à  rappeler  encore  le  colonel  Renard,  que  ses 
travaux  sur  les  dirigeables  ont  rendu  célèbre,  mais  dont  les  études 
expérimentales  sur  les  hélices  sont  également  précieuses  pour  les 
construcleurs  d'aéroplanes.  Votre  commission  rend  justice  à  tous 
ces  efforts  ;  mais,  devant  nécessairement  faire  un  choix  entre  des 
collaborateurs  si  nombreux  et  si  variés,  elle  s'est  souvenue  que 
l'année  1908  restera  mémorable  dans  l'histoire  de  l'aviation.  Aussi 
n-t-elle  décidé  de  vous  |)roposer  de  couronner  les  constructeurs 
français  d'aéroplanes  qui  ont  réalisé  en  1908  des  appareils  cajjables 
de  quitter  les  champs  de  manœuvres  et  d'effectuer  de  véritables 
vovages  aériens  enj)leine  campagne,  et  ont  été  vraiment  les  émules 
des  célèbres  aviateurs  américains  dans  les  luttes  pacifiques  de 
l'année  dernière  pour  la  conquête  de  l'aii'.  A  la  question  ainsi  posée. 


(•)  M.  Levavasscur  fait  cxpcriiiicnlcr  en  ce  rnomenl  un  monoplun  qui  semble 
donner  des  résullals  très  salisfaisants. 

(^)  Je  Inisse  de  côlé  dans  ccL  historique  nn  appareil  rcmarquai)lc,  l'avion  de 
M.  Ader,  expérimenté  à  Satory  le  i4  octobre  1897,  ''^^  résultats  de  celte  e>pc- 
rience  aj'ant  été  discutés  et  les  témoignages  officiels  n'ayant  jamais  été  publiés. 
Le  moteur  de  M.  Ader  était  une  macliinc  à  va[)cur. 
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la  réponse  chiil  facile,  et  nous  ne  pouvions  avoir  aucune  liésilalion. 
Citons  ici  deux  dates  :  un  ap|)areil  Voisin  monlé  par  Farman  a 
fait  le  premier  vovage  en  aéroplane  le  3o  octobre  1908,  allant 
de  Cliâlons  à  Reims,  et  M.  Blériot,  conduisant  lui-même  sa  machine, 
a  fait  le  lendemain  de  Toury  à  Artenaj,  avec  retour,  le  premier 
circuit  fermé  par  escales.  Nous  vous  proposons  donc  de  partager 
le  prix  Osiiis  entre  MM.  Gabriel  Voisin  et  Louis  Blériot. 

Ces  deux  éminents  ingénieurs  ont  été  quelque  temps  associés 
pour  construire  et  expérimenter  des  appareils  d'aviation  et  se  sont 
ensuite  spécialisés,  le  premier  dans  la  construction  des  biplans,  et 
le  second  dans  celle  des  monoplans.  On  discute  encore  beaucoup 
sur  le  mérite  des  monoplans  et  des  biplans.  Une  telle  comparaison 
faite  rt />/7'o/7' est  assez  vague,  les  arguments  à  invoquer  n'étant  pas 
les  mêmes  suivant  que  l'on  comparera,  par  exemple,  un  monoplan 
Blériot  à  un  biplan  du  tjpeWriglit  ou  du  type  Voisin,  la  résistance 
à  Tavancement  dill'érant  notablement  dans  «;es  deux  bi|)lans.  Il  est 
assez  vraisemblable  que,  suivant  le  genre  de  transport,  la  préfé- 
rence devra  être  donnée  au  biplan  ou  au  monoplan  ;  les  locomotives 
des  trains  de  marchandises  n'ont-elles  pas  d'autres  foimes  que 
celles  des  trams  rajiides  ? 

L'aéroplane  que  construit  M.  Gabriel  V^oisin,  associé  à  son 
frère  Chailes  Voisin,  est  composé  d'une  giande  cellule  formée  de 
deux  plans  sustenlateurs  superposés  mesurant  10'"  d'envergure 
sur  2'"  de  large  et  espacés  de  r",5o.  Cette  cellule  porte  le  moteur, 
le  pilote  et  le  châssis  d'atterrissage  principal  avec  ses  deux  roues. 
Une  plus  petite  cellule,  formée  de  deux  |)lans  superjiosés  de 
2'", 5o  d'envergure  sur  2'"  de  large  espacés  de  i"',;")o,  est  placée  à 
l'arrière  et  fixée  par  une  armature  rigide  aux  deux  plans  susten- 
taleurs  ;  elle  porte  deux  petites  roues  et  elle  contient  le  gouver- 
nail vertical  donnant  la  direction  dans  le  sens  horizontal.  En  avant 
de  la  cellule  principale  est  placé  le  gouvernail  de  profondeur  des- 
tiné à  faire  monter  ou  descendre  l'appareil.  La  largeur  totale  de 
l'ensemble  est  de  11™, 5o.  La  surface  portante  est  de  5o  mètres 
carrés,  et  le  poids,  en  ordre  de  marche,  }'  compris  le  pilote, 
varie  de  54o''8  à  S^o'^s.  Nous  avons  dit  que  les  surfaces  portantes 
n'étaient  pas  planes;  les  profds  sont  courbes,  le  maximum  de  la 
llèche  se  trouvant  au  premier  tiers  avant  et  mesurant  -p-  de  la 
largeur  du  plan.  L'angle  de  l'aile  (c'est-à-ilii-f^  de  sa  corde)  avec  le 
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plan  horizonlal  csl  avi  repos  de  huit  degrés  ;  après  le  soulèvement, 
lorsque  l'appareil  aborde  la  marche  horizonlale,  la  vitesse  de 
i'ensemhle  atteignant  18'"  ou  19'"  à  la  seconde,  l'angle  d'inci- 
dence diminue    an  point  de  se  réduire  à  environ  deux  degrés. 

Le  moteur  employt>  par  M.  Voisin  est  un  moteur  Antoinette  ; 
il  tourne  à  iioo  tours  par  minute  et  donne  à  cette  vitesse  de 
06  à  39  chevaux.  L'hélice,  placée  à  l'arrière  de  la  grande  cellule 
d'avant,  est  montée  directement  sur  l'arbre  moteur.  On  pouvait 
craindre  que  l'emploi  d'une  seule  hélice  produisît  un  déversement 
transversal  ;  en  fait,  il  n'en  est  rien.  Un  contrepoids  convenable- 
ment placé  ou  un  léger  décentrage  avait  d'abord  paru  nécessaire, 
mais  il  semble  que  l'air  lancé  par  l'hélice  dans  la  cellule  arrière 
suffise  à  lui  seul  pour  empêcher  toute  tendance  à  la  rotation.  La 
l'orme  cellulaire  employée  par  le  constructeur  est  stable  d'elle- 
même,  comme  l'a  montré  l'expérience,  au  moins  quand  il  n'y  a 
pas  de  remous  violents,  et  c'est  grâce  à  cette  stabilité  automatique 
(]ue  le  biplan  Voisin  nous  apparaît  si  bien  assuré  sur  sa  trajec- 
toire. Tl  ressemble  à  une  lourde  flèche  traversant  l'espace,  et  de 
plus  prend  de  lui-même  dans  les  virages  l'inclinaison  convenable. 

La  stabilité  automatique  est  d'autant  plus  im|)()rtante  ici  que 
l'ajjpareil  ne  possède,  comme  disent  les  géomètres,  que  deux 
degrés  de  liberté,  c'est-à-dire  que  le  pilote  dispose  seulement, 
]30ur  rétablir  l'équilibre  troublé,  de  deux  variables  relatives  l'une 
au  gouvernail  de  direction,  l'autre  au  gouvernail  de  profondeur. 

Le  biplan  Voisin  est  un  appareil  admirablement  étudié,  et  qui 
a  fait  ses  preuves.  C'est  avec  lui  que  Farman  et  JM.  Delagrange 
ont  efîectué  leurs  courses  magnifiques.  En  dehors  de  circontances 
exceptionnelles,  il  est  d'un  maniement  relativement  facile  et 
n'exige  pas  du  conducteur  une  attention  de  tous  les  instants, 
comme  il  arrive  pour  le  flyer  (\c  Wright;  il  est  cn^\\\  remarqua- 
blement apte  à  la  formation    des  pdoles. 

L'aéroplane  de  M.  Louis  Blériot,  (pii  a  été  le  promoteur  du 
monoplan,  est  d'un  tout  autre  tvpe.  Sans  rien  changer  d'essentiel 
à  l'appareil  de  lannée  dernière,  le  constructeur  y  a  apporté  quel- 
ques modifications  en  plaçant  le  pilote  et  le  passager  au-dessous 
du  plan  porteur  au  lieu  de  les  placer  en  dessus  ;  de  plus,  les  ailerons 
mobiles  à  l'extrémité  des  ailes  qui  restaient  fixes  ont  été  remplacés 
[)ar    un    gauchissement    de    ces    dernières.   Sous  la  forme  la  [)lus 
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récciile,  le  monoplan  de  M.  Blériot,  que  j)riniilivcmcnl  on  compa- 
rait  à  une  libellule,  ressemble  maiuLenanl  davantage  à  un  oiseau; 
il  se  compose  d'un  plan  sustentateur  légèrement  incurvé  et  suscep- 
tible de  gaucliissementàses  extrémités,  les  mouvements  de  celles-ci 
étant  solidaires,  de  telle  sorte  (\\ie  l'une  s'abaisse  quand  l'autre  se 
relève.  L'envergure  est  de9'",5o;  la  profondeur  des  plans  étant 
2"',4o  et  l'angle  d'attaque  de  neuf  degrés;  la  surface  [portante  est 
de  22  mèircs  carrés.  L'bélice  unique  est  à  l'avant,  et  les  vojageurs 
(l'appareil  est  construit  pour  le  pilote  et  un  passager),  assis  dans  le 
châssis  central  sous  le  centre  de  l'aile,  ont  devant  eux  l'hélice  et 
le  moteur  dont  la  puissance  est  de  35  chevaux  ;  l'hélice  tourne  au 
point  fixe  à  (3oo  tours  par  minute.  Le  châssis  central  est  muni  de 
deux  roues  et  se  prolonge  perpendiculairement  au  plan  sustenta- 
teurpar  une  poutre  évidée.  Celle-ci  porte  un  empennage  horizontal 
fi>e,  le  gouvernail  de  profondeur  et  le  gouvernail  vertical  de 
direction  ;  elle  se  termine  par  une  petite  roue  qui  avec  les  deux 
premières  supporte  l'appareil  au  repos.  M.  Blériot  a  imaginé  un 
dispositif  extrêmement  ingénieux  qui  commande  les  divers  mou- 
vements ;  en  inclinant  l'arbre  du  volant  de  manœuvre  dans  le  sens 
transversal  ou  dans  le  sens  longitudinal,  on  produit  le  gauchisse- 
ment des  ailes  ou  l'on  fait  tourner  autour  de  son  axe  horizontal  le 
gouvernail  de  profondeur,  et  des  pédales  agissent  sur  le  gouvernail 
de  direction.  La  charge  normale  prévue  pour  l'appareil  avec  deux 
voyageurs  est  de  5oo''S  :  il  est  donc  chargé  à  20''^  par  mètre  carré. 
Les  différences  sont  sensibles  entre  le  monoplan  de  M.  Blériot 
et  l'appareil  que  nous  avGiis  décrit  plus  haut.  D'abord  l'hélice  et 
le  gouvernail  de  profondeur  sont  dans  une  position  inverse  par 
rapport  au  pilote,  mais  ce  n'est  là  qu'un  détail.  Un  point  essentiel 
est  que  la  stabilité  n'est  pas  assurée  ici  plus  ou  moins  aulomati- 
(piement  par  le  cloisonnement  cellulaire  ;  mais,  tandis  que  dans 
le  biplan  Voisin  nous  n'avions  que  deux  degrés  de  liberté,  le 
gauchissement  des  ailes  met  ici  une  troisiènie  variable  à  la  dispo- 
sition du  conducteur.  L'appareil,  [)lus  léger  et  offrant  moins  de 
résistance,  se  trouve  davantage  dans  la  main  d'un  pilote  attentif. 
Ce  n'est  plus  le  mouvement  de  la  flèche  :  c'est  le  mouvement  plus 
souple  de  l'oiseau,  mais  présentant  actuellement  plus  de  risques 
surtout  dans  les  virages  et  demandant  un  grand  sang-froid  au 
conducteur.  J'ai    rappelé    tout  à   l'heure  que,  entre  les  mains   de 
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riiabilc  et  aiidacicuK  pilote  qu'est  M.  Blciiot,  le  monoplan  a  pour 
la  première  fois  efTeclué  Jans  la  Bi'auce,  entre  Tourj  et  Artenay, 
un  véritable  vovage  aérien. 

Je  ne  me  hasarderai  pas,  en  finissant,  à  parler  de  l'avenir  réservé 
aux  monoplans,  aux  biplans,  voire  même  aux  triplans,  d'autant 
qu'on  peut  imaginer  d'autres  formes  d'aéroplanes.  Je  ne  chercherai 
pas  non  plus  dans  combien  de  temps  les  aéroplanes  remplaceront 
les  chemins  de  fer,  ni  si  celte  substitution  sera  au  plus  grand 
bénéfice  de  la  guerre  ou  de  la  paix.  Laissons  ce  soin  aux  roman- 
ciers et  aux  politiques.  Ce  que  nous  pouvorrs  dire,  c'est  que  les 
véritables  princi|)es  de  la  locomotion  aérienne  par  le  plus  lourd 
cpie  l'air  sont  définitivement  posés,  et  que  l'aviation  est  entrée  dans 
la  voie  scientifique  ;  sur  les  aérodromes,  véritables  laboratoires 
de  Physique,  les  mécaniciens  avisés  que  sont  plusieurs  de  nos 
constructeurs  et  de  nos  pilotes  font  chaque  jour  des  expériences 
qui  conduisent  à  modifier  tels  ou  tels  détails,  et  les  progrès  résul- 
leronl  des  observations  accumulées.  Vraisemblablement,  quoique 
eu  pareille  matière  le  métier  de  prophète  soit  dangereux,  on  ne 
s'écartera  guère  de  quelques-unes  des  formes  imaginées  dans  ces 
dernières  années,  mais  on  leur  adjoindra  des  appareils  propres  à 
assurer  la  stabilité.  Peut-être  est-ce  dans  les  moteurs  qu'il  j 
aura  le  plus  d'imprévu,  l'électricité  ménageant  probablement 
bien  des  surprises,  sans  parler  des  sources  d'énergie  que  peuvent 
nous  révéler  encore  des  découvertes  comme  celles  faites  en  Phy- 
sique depuis  dix  ans. 

Quelque  timides  que  doivent  paraître  un  jour  les  essais  actuels, 
l'histoire  de  l'aviation  réservera  une  page  aux  voyages  au  long 
cours  effectués  pour  la  première  fois  en  1908.  Aussi  la  (Com- 
mission du  prix  Osiris  vous  propose-t-elle  à  l'unanimilé  de 
partager  en  parties  égales  le  prix  entre  M.  Gabriel  Voisin  et 
M.  Louis  Blériot. 
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métrie. Bearb.  v.  W.-Fr.  Mcyer  u.  //.  Thieme.)  i.  Bd.  Grand  in-8". 
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Mitwirkg.  v.  Fel.  Millier,  Ait.  Wangerin,  Erich  Salkowski  sowie  der 
Berliner  malhemat.  Gesellschaft  hrsg.  v.  Emil  Lampe.  3;.  Bd.  Jahrg. 
1906.  3.  lleft.  Grand  in-8",  p.  lxxiv  et  G93-io7'2.  Berlin,  G.  Reimer.  i(3  m. 

JouDAN  (G.  ).  —  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique.  ^  édition. 
T.  I  :  Calcul  différentiel.  In-8",  xv-6'2i  p.  avec  fig,  Paris,  Gauthier-Villars. 
17  fr. 

Peters  (J.).  —  Nouvelles  Tables  de  calcul  pour  la  multiplication  et 
la  division  de  tous  les  nombres  de  1  à  4  chijfres.  In-4",  vi-5oo  p.  Paris, 
Gauthier-Villars.   19  fr. 
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des  intégrales,  des  équations  différentielles;  Des  courbes  définies  par  des 
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G.  CASTE[.\UO\  O.  —  Atti  oel  \"  Gonguesso  intehxazionale  di:i  Mate- 
MATici  (Tioina,  G-i  I  a])rik'  l'joS),  publicati  per  cura  del  Secrelario  géné- 
rale. Vol.  I,  petit  iii-'i".  ■'.Il)  p.  HoMia,  Tipo^^rafi:!  délia  K.  Accad.  dei 
Lincei,  lyoy. 

Les  Actes  du  Congrès  de  Rome  luniieronl  dois  A  oluines  com- 
pienanl  ei)S(  iiil)Ie  im  tiidlier  de  piiges  :  le  |)reimer,  (|iii  vienl  de 
paraîlre,  coiilieiil  riiisl()ii(|iie  du  Coiigiès,  la  lisle  de  ccli\  qui  y 
ont  assisté,  les  ordres  du  jour  des  séances,  les  discours  cL  confé- 
rences fini  ont  élé  lus  en  séance  générale.  Le  second  A^oliiinc 
contiendra  les  corniminicalions  sur  l'Arilliniéli{|ue ,  l'Algèbre, 
l'Analyse  cl  la  Géoniélrie;  le  Iroisièine^  celles  (|iii  concernent  la 
Mécani(|iie  cl  ses  applications,  la  l'iivsitpie  niatliéniatiquc,  la 
Géodésie,  les  f[ucstions  plnloscjpliiques ,  liisloiifpies  et  didac- 
tiques. 

M.  Gticcia,  non  content  du  prix  (piil  avait  fondé  (  '  ),  avait  géné- 
reusement ollert  de  mettre  à  la  dis[)osilion  du  Congrès,  pour 
toutes  ses  |)ublications,  les  presses  du  Cercle  mathématique  de 
Païenne. 

EUecliveinent,  Fcnvoi  des  eirciilaiics  et  invitations  a  été  fait  par 
le  Cercle  de  Païenne  et  très  largement,  comme  les  lecteurs  du 
Balleli/i  le  savent  certainement.  En  outre,  les  Rendiconti  ont 
déjà  |)uldié  des  extraits  de  plusieurs  conférences  du  Congrès.  Un 
inallienreux  accident  de  macliines  a  seul  empêché  JM.  Guccia  de 
compléter  rexécution  de  ses  offres  en  publiant  les  Actes  du 
Congrès.  C'est  i  iiii|)nmeric  de  1  Académie  des  Lincci  qui  s'est 
chargée  de  cette  |)iiblication. 

V^oici  la  liste  des  conlérenccs  que  contient  le  présent  Volume  ; 
les    lecteurs    du     Bulletin     en     connaissent    déjà    trois,     dues    à 

(  '  )  La  Commission,  composée  de  MM.  Noellicr,  Foinc;iré  cl  Scgre,  a  décerné  ce 
prix  à  M.  Francesco  Severi,  pour  l'ensemble  de  ses  travaux. 
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INJINJ.  Darboux,  l'oiiic:ii(';  ri  Picard;  le  souvciiir  (jii  ils  en  oui 
iiardé  les  excilcra  à  voiihjir  lire  cl  cliullcr  les  aiilrcs,  cl  ce  désir 
sera  sans  doiile  plus  vil  encore  s'il  les  ont  déjà  entendues  à 
Konie;  celle  de  M.  Verouese  parail  dans  le  présent  numéro  : 

V.  \  ollerra.  —  Les  Malliéiualifjues  en  Italie  dans  la  seconde 
moitié  du  xix"  siècle. 

G.  Mittag-Lefjler.  —  Sur  la  rcprésenlaliou  arillunélKjue  des 
fonctions  anal ylitjiies  d'une  variable  complexe. 

A. -II.  Forsyth.  —  Sur  l'élat  actuel  de  la  théorie  des  équalions 
aux  dérivées  partielles,  rc.lativemenl  à  l'inléyralion  formelle. 

G.  Darboux.  —  Les  origines,  les  mélhodes  et  les  problèmes  de 
la  Géométrie  inlînilésimale. 

]\' .  van  Dyck.  —  L'Encjclojjédic  des  Sciences  nialliémaliques. 

S.  Ne^vcomb.  —  La  théorie  du  mouvement  de  la  Lune  ;  son  his- 
toire et  son  élal  actuel. 

II. -A.  Lorentz.  —  Le  [)arlage  de  rénergie  entre  la  matière  pon- 
dérable et  l'élher. 

//.  Poincaré.  —  L'avenir  des  ALuhémati(pies. 

E.  Picard.  —  La  ]Malhémali(]iie  dans  ses  rapports  avec  la  Phy- 
sique. 

G.   J'ero/iese.  —  La  Géométrie  non  archimédienne. 

AI.  Noelher,  II.  Poincaré,  C.  Ses^re  (ra|)porleur).  —  Rapport 
sur  le  concours  inlernalional  pour  la  «  Médaille  Guccia  ». 

On  ne  saurait  re|)rocher  aux  congressistes  d'employer,  chacun, 
le  langage  qui  lui  est  familier  :  assurément  les  Italiens,  en  parti- 
culier, auraient  manqué  à  Ions  leurs  devoirs,  envers  leur  belle 
langue  et  envers  leurs  hôtes,  s'ils  avaient  eu  l'étrange  fantaisie 
d'en  employer  une  autre,  chez  eux.  Mais  il  est  impossible  à  des 
Français  de  ne  pas  se  réjouir  en  voyant  des  hommes  comme 
M.  Millag-Leffler,  comme  M.  Lorentz,  comme  Newcomb,  se  ser- 
vir de   la    langue   française   dans    un    (^oiii:rès   international. 

J.  T. 
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PI<:SI.OiJAI\  (1>.  de).  —  Les  systèmes  logiques  et  la  Logistique.  Etude 
sur  renseignement  et  les  enseii^nements  des  MatJiématiqiies  modernes. 
I   vol.  iii-S   ;  4  i'>  P-  I';nis,  i\larcel  Rivière,   igoij. 

M.  Lucas  (!c  PesloutUi  csl  [ticiii   tic  (|iialilés  :   il  a  la  iiaîclieiir, 

I  aiilfiii-  cl  rciiliain  i\i;  la  jeunesse,  de  l'abondance  el  de  l'aisance 
dans  le  dcveloppcinenl,  des  enliionsiasmes  qui  plaisent,  des  admi- 
rations qui  niontrenl  la  valeur  de  son  jugement  el  l'élévation  de 
son-es|)i  il  ;  il  iinilc  Pascal,  (|ui  est  le  |)liis  inimitahle  des  modèles  ; 
mais  il  rimiie  parce  qu'il  l'aime,  et  il  le  cite  :  son  ironie  est 
d'ailleurs  moins  perfide  que  celle  de  Louis  de  iMonlalle.  On  le 
lil  sans  ennui,  el  cela  est  un  incrile  poui'  qui  parle  d»;  Logistique. 

II  est  vrai  (pi'il  n'en  parle  (pie  peu.  Anaxagore  voulait  (pie  tout 
lui  dans  tout;  M.  de  l'csloiian  se  conlenle  de  dire  (pie  tout  lieul 
à  tout  el,  à  propos  de  tout,  il  parle  de  tout;  encore,  lui  reste-l-il 
prcs(pic  toiil  à  dire;  on  s'élonne  (juaiid  il  s'arrête  et  je  crois  bien 
qu  il  s  clomic  lui-niôme  de  s'arrèler  ;  mais,  dil-il,  «  c'esl  du  tra- 
vail pour  une  autre  fois  ».  Voilà  (pii  nous  proinel  une  belle  Ijiblio- 
llièque  ;  il  faul  s'en  réjouir  : 

1\L  de  l'esloùan  esl  fort  sYmpatliKjue.  Il  ne  |)cut  man(|uer  de 
perdre  ce  (pie  ses  qualités  onl  d'excessif;  déjà,  dans  cerlaines 
parties  de  son  Livre  et  sur  les  sujets  sans  doute  (pi'il  a  le  mieux 
étudiés,  il  se  moiitrtî  ca|)able  de  condenser  sa  [)ensée  ;  il  eu  prendra 
riiabitude  ;  il  saura  sacrifier  de  jolies  phrases  et  des  plaisanteries 
trop  aisées  ;  il  s'apercevra  (pie  la  salire  et  la  fantaisie,  pour  porter 
el  pour  amuser,  doivent  contenir  (|uelque  réalité.  Son  inspecteur 
généial,  (pii  re|)ioche  aux  professeurs  de  collège  de  ne  pas  donner 
à  leurs  élèves  «  le  sentiment  de  la  conlingeiice  des  vérités  mallié- 
inatupies  »  ;  son  Jules  Tannerv,  (pii  pérore  dans  les  réunions  pu- 
blnjucs  el  (pi  il  faut  laver  du  vilam  re|)roclie  d'avoir  engendré  la 
Logistique,  n'exishnil  pas  assez  |)Our  èlre  coniicpies.  Et  ce  n'est 
|tas  faire  la  crilnpie  de  l'enseiguenienl  uuiversilaire  (jue  de  consa- 
crer tout  un  (  Jiaj)itro  à  un  Li\  re  qui  n  a  pas  eu  la  moindre  iniluenee 
sur  cet  enseignement,  (^ue  dla  -«oïl  dit  sans  méconnailrc  le  laK'nt 
dont  l'auteur  a  lail  preuve  dans  des  travaux  d'une  autre  nature. 
Passe  pour  ^L  Coulurat  ;  celui-là  vaut  la  peine  (pion  ralta(jue.  et 
S(»'  défendra,  sil  lui  plaît  :    il   a  connu  d  autres  jouteurs.  La  fureur 
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de  M.  de  Pcsioiian  conlic  lui  csl  exli  aordiiiaiie  et  itiexplicalde. 
Pour  un  |)(Mi,  M.  de  I^esloiian  l'accuserait  d'avoir  inspiré  les  arti- 
cles ipie   M.  Mathieu  a  écrils  sur  Pascal  dans  la  Jtei'ue  de  Pa/is. 

Mais  d'où  vient  celle  fureur?  S'étend-elle  à  toute  la  Loi^itpie 
déductive,  à  Aristole,  à  saint  Tliomas,  aux  scliolastiques,  aux 
Messieurs  de  Port-Rojal,  à  M.  Liard,  à  M.  Laclielier,  à  tous  ceux 
qui  ont  traité  de  cette  J^ogifpic,  ou  est-ce  seulement  à  la  notation 
que  M.  de  Pesloiian  en  veut  ?  Celle  notation  est-elle  si  abominable 
que  M.  Couturat,  qui,  sans  doute,  ne  l'a  pas  invenlée,  n'ait  pu 
l'exiioser  sans  commettre  un  crime  iiréinissiljle  ?  J'^t  [)(»urfpioi  s'en 
prendre?  seulement  à  lui?  M.  de  Pesloiian  s'esl-il  contenté  de  lire 
M.  Couturat  et  de  regarder  le  formulaire  de  M.  Peano  ?  Il  iinile  les 
Provinciales^  mais  Pascal,  aviinl  daiguiscr  ses  flèclies,  se  docu- 
mentiiil,  comme  (Ui  liil  au  |oiii  d'Inii.  (ni  se  liiisait  documenter.  La 
liuéralure  (comme  on  dit  encore)  de  1  Algèbre  de  la  Logi([ue 
n'est  pas  si  étendue  (pie  M.  de  Pesloiian  n'ait  pu  s'en  lirer  tout 
seul,  et,  s'il  a  trouvé  (pie  ce  n'élait  pas  la  peine  de  tiint  lire,  était-ce 
donc  la  peine  d'écrire? 

En  tous  cas,  je  crois  pouvoir  le  rassurer;  d'ici  longtemps,  on 
n'enseignera  pas  l'Algèbre  de  la  Logique  dans  les  lycées  et  collèges, 
on  n'interrogera  point  sur  cette  Algèbre-là  au  baccabmréat,  on  ne 
cr('era  pas  de  chaire  de  Logislifpie  dans  les  Facultés  de  droit,  et  les 
h()rrifi(pies  conséquences  que  j)révoit  M.  de  l^esloiian  sont  aussi 
oliiiiK'!  i(|ues  (pie  son  inspecteur  général. 

Il  se  |)laîl  à  insister  sur  la  richesse  des  intuitions  d'où  sont 
sorli(;s  les  diverses  disciplines  malhémali(pies.  Il  a  raison;  il  a 
raison  aussi,  à  ce  que  je  crois,  de  ne  [)as  legarder  la  déduction 
comme  l'origine  des  grandes  découvertes  malhéinaliques  ;  il  a 
raison  d'exaller  la  beauté  qui  pénètre  la  Science  et  qui  l'illumine; 
il  a  raison  encore  de  faire  ressortir  le  rôle  qu'a  joué,  pour  la  cri- 
ti(pie  des  axiomes,  la  connaissance  de  certains  faits  mathéma- 
tiques; mais  c'est  la  réflexion  sur  les  axiomes  rpii  a  conduit  les 
géomètres  à  découvrir  ces  faits;  c'est  par  le  raisonnement  déductif 
que  les  Malhémalicpies  s'organisent  et  la  solidilé  comme  l'élégance 
des  démoiislralions  conlribiienl  à  la  beauté  de  la  Science;  enfin, 
l'analyse  des  intuitions  premièrt;s,  cpil  pcrmel  de  distinguer,  dans 
leur  trésor  confus,  ce  (pii  sert  vraiment,  ce  qui  est  nécessaire  et 
siiflisaut  à  la  coustitulion  de  la  Science,    est  un  travail  hautement 
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j)hil()SO|)liiqiic.  Ici  encore,  que  M.  de  PesIou;in  se  rassure  :  ce  n'est 
]);is  ilans  les  lycées  (Vauçais  (jue  les  professeurs  de  Malhémaliques 
passeront  leur  temps  à  celte  subtile  analyse  ;  j  iinai:;ine  qu'elle 
intéresse  ilavantaj^e  les  pliilosoplics,  cl  cela  est  fort  naturel;  qu'elle 
inléiesse  aussi  (|uel(pi<'s  niaiircs,  (pii  ont  l'esprit  philosophique, 
cela  me  parait  désirable. 

Ceux  qui  ont  le  mieux  étudié  les  principes  sont  aussi,  sans 
doute,  ceux  qui  sont  les  plus  discrets  en  en  parlant;  ils  savent 
trop  à  quelles  difiiciillés  ils  se  sont  heurtés  pour  ne  pas  sentir 
qu'elles  rcbuleraienl  leurs  élèves.  Je  suis  bien  j)ersiiaflé  que 
AJ.  Richard,  qui  a  lougiiemenl  rélléchi  sur  les  postulats  de  la  Géo- 
métrie et  qui  a  imaginé  un  si  ingénieux  paradoxe  sur  la  théorie 
des  ensembles,  ne  parle  guère  de  ces  sujets  dans  sa  classe.  Et 
croit-on,  parce  qu'il  est  philosophe,  rpi'il  enseigne  moins  claire- 
ment l'Algèbre  ou  la  Mécaniipie? 

C'est  peut-être  les  pages  de  M.  de  Pesloiian  sur  la  théorie  des 
ensembles  qui  m'ont  le  plus  intéresse  dans  son  Livre.  Assurément, 
leur  auteur  ne  se  faisait  pas  d'illusions  sur  les  difficultés  qu'il  y  a 
à  exposer  si  brièvement  cette  ihéoiic,  avec  les  notalions  relatives 
aux  nombres  transhnis,  à  des  gens  qui  ne  la  sauraient  point;  mais 
on  s'amuse  de  voir  comme  il  a  hâte  d'en  arriver  à  tous  ces  para- 
doxes (y  compris  ceux  de  M.  Richard)  qui,  dans  ces  dernières 
années,  ont  fleuri  d'une  façon  si  singulière,  et  dont  M.  Poincaré 
n'a  pas  dédaigné  d'enlielcnir  ses  lecteurs;  avec  joie,  il  les  déve- 
loppe, il  s'essaie  à  les  fortifier,  à  en  exagérer  le  scandale.  Jusqu'où 
s'élèverait  celte  joie  si  la  notion  d'ensemble  et,  par-dessus  le  mar- 
ché, celle  de  classe  en  étaient  ruinées  !  M.  de  Pesloiian  est  trop 
prudent  pour  proclamer  celle  ruine,  dès  à  présent;  mais  n'éprou- 
verail-il  pas  une  satisfaclion  secrète  si,  du  coup,  la  raison  humaine 
était  un  peu  amoindrie  et  humiliée?  J.  T. 
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LA  GÉOMÉTRIE  NON  ARCHIMÉDIENNE; 

Par  .m.  g.  VERONESE  ('), 
de  Padoue. 

Le  sujet  f|iie  j'ai  choisi  pour  celte  conférence  est  celui  même 
qu'on  m'avait  demandé  de  traiter  au  Congrès  de  Heidelberg  :  il 
me  paraît  qu'il  peut  vous  intéresser  encore  aujourd'hui,  puisriue 
des  malliénialiciens  comme  Poincaié  en  ont  reconnu  l'importance. 
La  critique  en  a  déjà  reconnu  la  validité  logique  ;  aussi,  plutôt  (pie 
d'essajer  une  exposition  systémalique,  comme  j'aurais  fait  à  Hei- 
delberg, je  crois  utile  maintenant  d'éclairer  quelques-unes  des 
questions  de  contenu  et  de  méthode  (pii  se  rallachcnl  à  l'essence 
des  principes  de  la  Malhém;itique  pure  et  de  la  Géométrie,  et  sur 
lesquelles  il  me  semble  que  les  géomètres  ne  sont  pas  encore  d'ac- 
cord, quoiqu'il  s'agisse  de  questions  géométriques  (-). 

Qii^ est-ce  que  la  Géométrie  non  archinxédienne?  Est-elle 
valable  comme  système  de  vérités  abstraites  ?  Et  satisfait-elle 
aussi  aux  conditions  auxquelles  doit  être  soumis  tout  système 
géométricjue? 

Il  serait  utile  de  rappeler  ici  les  discussions  séculaires  sur 
l'inlini  et  l'infinimenl  petit  actuel;  dans  riiistoirc  de  la  Science 
nous  trouvons  des  mathématiciens  favorables,  contraires  ou  incer- 
tains; d'un  côté,  par  exemple,  G.  Bernoulli,  de  l'autre,  Ganss  ; 
incertain,   Leibniz;    enfin    d'aulrcs,    par  exemple  M.    G.    Cantor, 


(')  D'après  l'aimable  invitation  de  M.  Darboux.  je  suis  lieiiicux  de  publier 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  malliéniatiqiies  la  Iraduelion  française  de  ma 
eonfcrcnce,  qui  a  été  imprimée  dans  les  Atti  del  I\'  Congresso  inlern.  dci 
Matematici  (Roma,  6-11  apr.  1908). 

(^)  Ij'auleur  aurait  aussi  voulu  provoquer  au  sein  du  Congrès  une  discussion 
sur  ces  questions,  mais  ce  but  est  manque,  car  l'auteur  est  tombé  malade  dès  son 
arrivée  à  Rome. 
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favorables  à  l'infini  acliicl  cl  conlraires  à  rinlinimeiil  polit  actuel 
envisage  comme  un  segment  recliligne  continu. 

Ces  discussions  s'étaient,  on  [x  ut  dire,  assoupies,  lorsque  l'Ana- 
lyse, grâce  au  conce[)l  de  liinile,  se  fut  placée  sur  des  bases  solide- 
dans  le  cliamp  de  la  grandeur  finie,  et  que  pi<'valul  la  tendance 
coniraireà  1  infini  el  à  rinlininienl  petit  actuel,  proMxpiée  aussi  par 
l'essai  nianrpié  d'une  géoniéliie  de  l'infini  de  Fonlenelle  ('). 

Mais,  quoique  Gaiiss  eût  prolesté  contre  l'usage  de  la  grandeur 
infinie  déterminée  dans  les  Mathémaliques,  ici  et  là  lessuscilaient 
les  anciennes  disputes. 

Cependant  personne  n'avait  jamais  bien  défini  ce  cpie  l'on  enten- 
dait par  infini  et  infiniment  petit  actuel  ;  ceux-ci  peuvent  avoir, 
comme  on  Ta  vu  ensuite,  des  formes  diverses;  ni  Hernoulli  ni 
l'idéaliste  de  M.  du  Bois-Reymond  ne  les  ont  définis.  Ce  n'est  pas 
non  plus  une  définition  acceptable  que  celle  de  l'infiniment  petit 
actuel  de  Poisson.  Tout  d  un  coup,  la  lumière  coniincnce  à  se 
répandre  avec  l'introduclion  légitime  des  grandeurs  infinies  cl  infi- 
niment peiites  actuelles,  c'est-à-dire  avec  les  nombres  transfinis  de 
M.  G.  Cantor,  avec  les  moments  de  M.  Stolz  el  avec  les  ordres 
■d'infini  des  fonctions  de  M.  du  lîois-Reymond.  Il  ne  s'agissait  pas 
d'infinis  et  d'infiniment  petits  gi'-omélriques  :  M.  Cantor,  en  faisant 
usage  de  ses  nombres  transfinis,  affirmait  avoir  démontré  l'impos- 
sibilité du  segment  rectiligne  continu  infiniment  petit.  M.  A.  Stolz 
avait  déjà  fait  observer  que  le  problème  de  l'existence  de  l'infini 
et  de  l'infiniment  j)etit  actuel  dépend  d'un  axiome,  selon  lequel, 
étant  donnés  deux  segments  leclilignes,  l'un  plus  petit  que  l'autre, 
il  y  a  toujours  un  multiple  du  premier  plus  grand  que  le  second. 
A  cet  axiome  on  donna  le  nom  d^A/'chiniède;  il  est  en  cfTet 
l'axiome  V  de  l'Ouvrage  :  De  Sphoera  et  cylindro  du  grand 
Sjracusain;  mais  il  avait  été  déjà  employé  par  d'autres  (-). 


(')  Eléments  de  Géométrie  de  l'infini  (Paris,  1727).  Voir  G.  Veronese, 
Fondamenti  di  Geometria,  1891,  p.  tiao,  traduclion  allemande  par  A.  Scliepp, 
iSg'i,  p.  697.  Conliairement  à  ce  qu'affirme  M.  Cantor  (Math.  Ann.,  l.  XLVI), 
les  infinis  de   Fontenelle  n'ont  rien  à  faire  avec  la  Géométrie  non  archimédienne. 

(-)  G.  Veronese,  Fondant,  di  Geom.,  Appendice.  A  propos  des  récentes  dis- 
cussions sur  les  nombres  transfinis  de  M.  Cantor,  voir  Sciiœnflies,  Die 
Enlnùlceliing  der  Lchre  von  der  Punktmannigfaltigkeiten,  1908.  Pour  les 
infinis  de  M.  du  Bois-Iteymond,  voir  aussi  les  récents  travaux  de  MM.  Borel  et 
Bortololti. 
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M.  Slolz  romiir([niiil  (|uc  la  démonslralion  de  Canlor  no  poiivail 
pas  loiu'hcr  ni  ses  moincnls,  ni  les  oi'drcs  dinfltii  de  du  l)i)is-Piey- 
niond,  qui,  quoi([u'ils  ne  salislasscnl  pas  à  l'axiome  d\  l rc/iitnêde, 
ne  sonL  pas  des  <;i'andeurs  linéaires;  mais  M.  Stolz  afiiiinail  aussi 
rimpossihililé  du  sei;n)enl  iccliiii;ne  inlinimcnl  pelil  aelnel,  en 
doiinanl  une  dcnionstraln>n  de  l'axionie  même  fondée  sur  le  pos- 
lulal  du  conlinu  dans  la  forme  donnée  par  J)edekind.  Des  poslu- 
lals  du  conlinu  donnés  par  Weierstrass  et  Canlor  sous  des  iormes 
plus  appropriées  au  calcul,  op.  dédiiil  aussi,  comme  de  celui  de 
Dedekind,  l'axiome  d'Archimècle  [^). 

Il  ne  s'agissait  donc  pas  de  voir  s'il  existe  des  grandeurs  infinies 
et  infiniment  petites  actuelles,  mais  s'il  existe  des  segments  reeti- 
lignes  qui  satisfassent  aux  propriétés  fondamentales  de  la  droite, 
excepté  à  l'axiome  (.VA/chi/nède. 

Et  les  voies  ordinaires  semblaient  closes  apiès  les  démonstra- 
tions de  MM.  Canlor  et  Stolz.  Ce  nélait  donc  pas  par  la  voie 
anah  tique  (jue  pouvaient  se  présenter  spontanément  ces  segments, 
puis(pic  les  auteurs  cités  parlaient  de  la  correspondance  uni-uni- 
voque  entre  le  continu  recliligne  et  le  conlinu  nninéiique,  ou  hien 
des  nombres  transfinis  de  (^Tutor,  (|ui  semblaient  être  les  seuls 
nombres  Iransfinis;  de  même,  ce  n'est  pas  par  l'analyse  (pu^  pou- 
vait se  présenter  spontanément  mon  espace  généial  à  un  nombre 
infini  de  dimensions,  lorsque  Ton  ne  pouvait  considérer  que  des 
variétés  à  nn  nombre  fini  de  variables. 

La  réponse  devait  donc  être  donnée  par  le  conlinu  recliligne 
même,  inliiilivenient  considéré  et  décomposé  dans  ses  élé/ncnts 
possibles. 

Et  alors,  nous  nous  sommes  aperçu  cpie  lesdits  postulats  du 
continu  contiennent  quelque  ciiose  ipii  n'est  pas  suggéré  nécessai- 
rement par  le  continu  même.  En  vérité,  ce  continu  nous  est  fourni 
par  l'expérience;  y  fixer  des  points  poui-  sa  détermination  ou  |)Our 
les  opérations  pratiques  que  nous  devons  faire  avec  lui,  c'est  un(; 


(')  M.  le  professeur  Enrii[ues,  qui,  dans  son  ccril  sur  les  principes  de  la 
Géométrie  {Encyld.  der  Matli.  Wissenscli.,  t.  III,  i;»!"),  réfère  exactenienl  sur 
la  Géométrie  non  arcliiinédienne,  se  méprend  pourtant  lors(|u'il  donne  au  postulai 
de  M.  Canlor  {Math.  Aiin.,  t.  V)  une  forme  équivalente  à  la  mienne  et 
lorsqu'il  conclut  que  du  postulat  de  Canlor  on  ne  peut  déduire  l'axiome 
d'Archimède. 
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(ipc'ialion  aibilrairc.  Si  nous  idéalisons  le  point,  en  le  regai'dant 
eoniiiie  Texlrrinilc  de  la  ligne,  nous  voyons  qu'il  ne  peut  pas  sci- 
vir  à  composer  le  continu,  parce  (|ue  nous  nous  trouvons  toujours 
en  prtîscuce  d'un  scginenl  qui  comprend  au  moins  id('alement 
d'autres  points  distincts  des  extrêmes.  Le  poslulal  m  vertu  dinpiel 
à  tout  nombre  lalionnel  correspond  un  point  n  est  pa>  prali- 
(iiiemenl  vérilié.  El  de  même,  en  idéalisant  le  |)oinl,  et  de  telle 
manière  que  le  segment  comprenne  loiijours  des  points  distincts 
des  extrêmes,  la  correspondance  uni-univoipie  entre  les  points 
de  la  droite  eL  les  nombres  réels  ordinaires  n'est  pas  non  plus 
justifiée. 

A  iM.  Slolz,  j'avais  déjà  fait  r(inar(iuci- f|ue  l'axiome  d'Arcliimède 
se  dédiiil  (hi  jioslulal  du  (oulinu  de  Dedekind,  car  ce  |)oslulaL  se 
fonde  aussi  sur  la  même  correspondance,  tandis  que  I  on  ])eiit  sé- 
parer l'axiome  d'Aicliimède  de  celui  du  continu  en  donnant  à  ce 
dernier  la  forme  sui\ante: 

Si  dans  un  scgmenl  AB  existe  un  se  fument  W  variab/e,  tel 
que  AX  soit  toujours  ei  oissant  et  ])lus  petit  que  AX'  toujouis 
décroissant,  et  si  XX'  devient  indéfiniment  petit  (  c'esL-à-diic 
plus  petit  (p:e  cbaqiie  segmenl  donné),  //  contient  un  point  Y 
distinct  de  X  e^  X'. 

Au  poslulal  du  continu  dans  la  nouvelle  forme,  on  en  ajoute  un 
autre  analogue  à  celui  d'Arcliimède,  c'est  à-dire  que  si  a  et  [ii  sont 
deux  segments  rectilignes,  tels  que  a  soit  plus  petit  que  3,  on 
peut  construite  un  multiple  de  a  (selo/i  un  symbole  de  multi- 
plicité r^),  qui  soit  plus  grand  que  ^.  Nalurellemenl,  si  y,  est  un 
nombre  entier  fini,  ce  j)Oslulal  devient  celui  d'Arcbimède. 

Et  dans  les  Fondamenii  j'ai  précisément  construit  des  seg- 
ments infinis  et  infiniment  petits  actuels  qui  satisfont  à  la 
condition  que,  /y.  étant  donné  comme  unité,  on  peut  construire  |j 
et  vice  versa  (').  Avec  les  segments,  on  peut  faire  toutes  les  opé- 
rations ordinaires  de  l'addition  et  de  la  soustraction;  on  peut 
trouver  des  multiples  de  ces  segments  et  des  sous-multiples,  exé- 
cuter enfin  avec  eux  des  opérations  rationnelles  et  irrationnelles,  de 

(')  Voir  aussi  G.  Vehonksi:,  //  coiilinuo  icctilineo  e  l'assioma  d'Arcliimède 
[Aiti  r.  Ace.  Lincei,  iXgo).  IIoeldi;r,  Die  Quaiili/àl  iind  die  Lettre  v.  Mass 
{Leipz.  Ber.^  i<JJ")-  L)aiis  la  Géuiiictric  non  arcliimcdicnne  aussi,  ou  peut  parler 
de  la  mesure  des  segnienls,  lorsque  l'un  d'eux  est  pris  pour  uuilé  de  mesure. 
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sorle  f|iic,  avec  les  symboles  (nombres)  f|iii  roprésenlenL  ces  seg- 
ments, on  |)enl  cxéciiler  les  opéralions  fondamciilales  (|iic  régissent 
les  ièi;los  ordinaires.  \ /,}  (|iif'slion  de  l'exislence  des  segnienls  infi- 
nis el  inliniincnl  j)elils  aeluels  ayani  été  posée  d'abord,  comme  on 
le  devait,  la  conception  anilimélKpie  de  ces  nombres  devait  rester 
en  se('()nde  ligne,  parce  (pie,  comme  p'  Tai  dit,  il  ('lail  d'abord 
avantageux  d'alTronler  nne  t(dle  question  non  pas  du  ci'ih-  arithmé- 
liqnc,  mais  dn   côté  géomélri(pie. 

Et  ce  fut  cette  insnfdsance  de  dévclo[)pcment  aritlimélicpie  qui 
donna  lien  à  qiiciqnes-nnes  des  critiques  dirigées  contre  les  nou- 
veaux infinis  et  infiniment  petits.  Et  c'est  pour  cela  fpie  M.  Lévi- 
Civila,  lorsqu'il  était  ciicove  étudiant,  d'après  mon  conseil,  traita 
le  premier  le  problème  aiillimétirpie  qu'il  comjiléla  d'ailleurs  par 
l'introduction  d'unités  nouv<dles  nécessaires  pour  d'autres  opéra- 
tions. Par  une  autre  voie,  M.  Hilbert,  en  construisant  un  cliamp 
géométrique  non  archimédien ,  vint  donner,  avec  son  atitoiilé,  une 
confirmation  de  la  possibilité  logique  d'une  telle  géométrie; 
M.  Bindoiii,  dans  sa  Tbèse  doctorale,  démontra  que  le  cbamp 
géométri(|iic  de  Ililbert  est  compris  tlaiis  le  mien.  Les  rcciierclies 
récentes  sur  la  tliéorie  des  ensembles,  celles  de  M.  S(diœnflies  en 
particuber,  confirment  la  validité  logique  de  cette  géométrie;  les 
deinières  rechercbes  sur  le  problème  du  continu  rectiiigne  pré- 
sentent un  très  grand  intérêt,  cai"  il  reste  à  leconnaître  définiti- 
vement si,  comme  il  me  semble,  il  y  a  un  seul  tjpe  de  nombres 
non  arcliimédiens  qui  y  satisfont,  en  y  ajoutant  aussi,  s'il  est  né- 
cessaire, d'autres  unités  pour  le  compléter,  cpiestions  dont  se  sont 
occupés  récemment  MM.  Halin,  SchœuHies  et  Valilen. 

La  validité  logique  du  continu  rectiiigne  non  arcliimédien  étant 
ainsi  établie,  par  là  même  est  établie  celle  de  la  Géométrie  non 
arcbimédienne,  pour  laquelle  j'ai  cboisi  dans  mes  Fondainenli\^ 
foniie  riemannienne  :  alors,  dans  un  cbamp  infiniment  petit 
autour  d'un  point,  en  ne  considérant  (pie  les  segments  finis  entre 
eux,  ou  (pii  satisfont  à  l'axiome  d'Arebimède,  c'est  la  GéonK'trie 
euclidienne. 

Ce  théorème  a  été  ensuite  tlémontr»;  par  M.  Lévi-Civita  j)Oiir  la 
Géométrie  non  arcbimédienne  d'Eiiclide  et  de  Bolyai-Lobals- 
chevvskj. 

Et  de  ce  tbéorènie  peuvent  être  regardés  comme  corollaires  les 
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lliéoicmes  tic  INI.  13elm  Irouvés  en  suivant  les  niéllioiies  de  llilhcit, 
sur  les  relations  cnlrc  la  somme  des  angles  d'un  triangle  et  les  |>a- 
rallèles  conduites  par  un  point  à  une  droite;  e^est-à-dire  (\\iW 
existe  deux  systèmes  géométrirpics  non  arcliiuK'diens,  dans  les- 
quels la  somme  des  angles  d'un  Irianglc  est  plus  grande  cpie  deux 
ou  égale  à  deux  droils,  tandis  que  par  un  point  pas-^cnt  pliisieuis 
jiarallèles  à  une  droile  donnée  ('). 

La  validité  logique  de  la  Géométrie  non  arcliimédicnne  cniraînc 
l'indépendance  de  la  théorie  des  proportions,  ainsi  (|ue  celle  de  la 
projectivité  ;  d'autres  géomètres  se  sont  aussi  occupés  de  ces  théo- 
ries, en  suivant  des  méthodes  plus  simples  que  les  miennes,  entre 
autres  MM.  Hilhert  et  Scdiur. 

Mais,  une  fois  établie  la  \alidilé  logicpie  de  la  Géométrie  n(^n 
archimédienne,  reste  la  question  du  contenu  et  de  la  méthode  qui 
ont  été  l'ohjel  de  critiques,  quoique  moins  déterminées  et  pour 
cela  moins  saisissables.  Permettez-moi,  Messieurs,  de  vous  entre- 
tenir, aillant  cpic  le  temps  me  le  permet,  de  ce  point,  qui  |)eut 
paraître  sortir  du  cliamj)  mathématique  à  celui  qui  est  habitué, 
dans  les  recherches  suj)éiieures  de  la  Science,  à  ne  tenir  compte 
que  des  formes  purement  logiques,  et  à  ne  pas  accorder  d'impor- 
lance  au  contenu  des  objets  mathématiques  ni  à  la  méthode;  pour- 
tant le  contenu  est  par  lui-même  un  élément  essentiel  dans  les 
principes  de  la  Science,  et  la  méthode,  si  elle  n'est  pas  l)ien  choisie, 
peut  aussi  conduire  à  des  pétitions  de  principe.  Je  me  servirai  ici 
sous  une  autre  forme  de  considérations  déjà  vieilles,  ([ue  j'ai  déve- 
loppées dans  les  Fondcunenti  et  auparavant  encore  dans  les  leçons 
données  à  l'Université  de  Padoue  de  i885  à  1890,  leçons  cpii  ser- 
virent de  préparation  à  la  publication  des  Fondamenti  mêmes  ;  je 
tiendrai  compte  aussi  des  publications  ultérieures. 

Les  objets  de  la  Mathématique  pure  n'ont  pas  nécessai- 
rement une  représentation  hors  de  la  pensée,  [)ar  exemple,  le 
nombre,  (pii  est,  dans  sa  première  formation,  le  résultat  de  l'opé- 


(')  Il  suffit,  en  eiïet,  de  considérer  un  clianip  iiifiniinent  petit  non  iin  liiiiiédien 
dans  lequel  la  somme  absolue  des  angles  d'un  triangle  dans  la  Géométrie  rienian- 
nienne  ou  elliptique  est  plus  grande  que  deux  droils  et  dans  la  Géométrie 
euclidienne  est  égale  à  deux  droils.  Par  un  point  dans  le  champ  susdit,  passe 
précisément  un  nombre  infini  de  parallèles  à  la  droite  donnée  quand  l'on 
considère  la  partie  de  ces  droites  qui  est  comprise  dans  le  même  champ. 
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ralion  ineiilalc  de  la  niinicral  ion  des  objets  aussi  ahsirails.  La 
véi'iié  a  son  prciniri-  fondemciil  dans  les  piincipcs  loL^irjues  et 
dans  de  snuplcs  opéralions  nirnl/dcs,  iinncrsidlrnicnl  consen- 
ties ;  1(1  hheiié  de  l'esprit  dans  ses  créations  est  limitée  seule- 
mcnt  par  le  prineipr  dr  ean  tradietii)n ,  dnù  \\  s'ciisiiil  (|iriinc  liv- 
I  lol  lirs(;  esl  111  il  li(';iii;il  i(|iieiiieiil  nossdde  lorsnircllc  irc>l  pas  en 
eotiliadielioii  avec  les  [)r('niisscs.  La  iMalliéiiiali(|ue  |nire,  de  même 
que  la  logique  formelle,  esl  pour  nous  exaelc. 

La  Gconiélrie  au  contraire  a  son  origine  nécessaire  dans 
V observation  directe  des  objets  du  monde  extérieur,  qui  est 
l'espace  pJiysiejue;  de  V observation  idéalisée  de  ces  objets  elle 
lire  SCS  premières  et  précises  vérités  indémontrables  et  néces- 
saires à  son  déveloj>pement  théorique  y  qui  sont  les  axiomes 
proprement  dits,  lels  que  celui,  parexem|)le,  en  vertu  duquel  par 
deux  points  du  champ  de  noire  observation  passe  un  seul  objet 
recldigne.  Mais,  pour  que  la  Géométrie  soit  exacte,  elle  doit  repré- 
senter les  objets  fournis  par  l'observation  au  mojen  de  formes 
abstraites  ou  mentales,  et  les  axiomes  par  des  hypothèses  bien 
déicrminées,  c'est-à-dire  indépendantes  de  l'inluition  spatiale,  de 
manière  (pie  la  (jéonK'trie  de\  icnnc  une  |)artie  de  la  Malhémati(pie 
pure,  ou  de  l'extensiv)n  absliaile,  où  le  géomètre,  jus(prà  ce  qu'il 
les  applique  au  monde  phvsique,  enVctue  des  constructions  sans 
(pi  il  ail  besoin  de  voir  si  elles  ont  ou  non  une  représenlation 
extérieure  et  sans  pourtant  devoir  abandonner  la  vision  des  figures 
et  tous  les  avantages  qui  dérivent  de  l'usage  de  rinluition  dans  la 
recherche  géométrique.  Pour  cela,  l'exactitude  de  la  Géomélrie 
sera  d'aulant  plus  grande  que  sera  plus  sùie  celle  des  axiomes 
suggérés  |)ar  l'observation,  et  par  (■onsé(pient  qu'ils  seront  plus 
simples  et  en  moindre  nombre  (').  El  en  elfet,  lobservalion  n'est 
(pi  approximative  et  quelquefois  aussi  apparente  et  lallacieuse, 
ainsi,  lorsqu'en   nous    mouvant,  nous  voyons  changer  la  grandeur 

(')  M.  l\lcin  lemariiiic  aussi  c[iie  les  (iniiiiées  de  cha(|iie  observation  sont 
valal)les  entre  certaines  limites  crexaclitiule  et  sous  des  conditions  particulières, 
tandis  que,  lorsque  nous  fixons  des  axiomes,  nous  pouvons  poser,  au  lieu  de  ces 
donni-cs,  des  propositions  d'une  procision  et  d'une  généralité  absolues;  en  recou- 
rant au  principe  de  Mach  sur  l'économie  de  la  pensée,  il  soutient  aussi  (jue  les 
axiomes  doivent  être  simples  cl  dans  le  moindre  nombre  (voir  Vortes.  iib.  nictil 
Euct.  Geont.,  Bd.  I,  i.S()3;  Gulaclttcn  zur  l'crtfi.  des  Lobalscli.  Preises,  nov.  1897, 
Knsan;  Malli.  Ann.,  t.  I^,  iSyS). 
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des  objets,  lundis  <|iio,  |);ir  les  lois  de  la  perspeelive,  notis  savons 
(ju'mi  tel  changenienl  n'existe  pas. 

Chertés  l'exigenee  de  la  siniplieilc  et  du  moindre  nonihre  des 
axiomes  conduit  à  d'inévitables  recliercbes  minutieuses;  cette 
minutie  fait  perdre  de  vue  les  concepts  généraux;  elle  rend  difli- 
cile  la  lecture  de  ces  reclierclies,  lorsqu'on  ne  suppose  rien  de 
matliémati(piement  connu  et  (pie  l'on  se  pose  devant  soi  tout  le 
problème  des  principes,  comme  dans  les  Fondamcnti. 

Il  est  clair  aussi  que  les  axiomes  doi^'eiit  être  consentis  uni- 
versellement^ et  pour  cela  nous  pouvons  ailmeltre^  comme  évi- 
dents^ les  axiomes  seulement  qui  nous  sont  consentis  par  le 
pliilosophe  empiriste,  pour  lequel  il  est  inutile  de  donner  la 
dénionstj-ation  de  leur  contpalibitité  logique.  Mais,  au  contraire, 
une  telle  démonstration  est  n('cessaire  lorsque  l'on  étend  les 
mêmes  axiomes  à  l'espace  illimité_,  car  personne  n'a  jamais  observé 
et  ne  pourra  jamais  observer  un  tel  espace.  Voilà  pourquoi  nous 
ne  pouvons  pas  accepter  comme  axiome  suggéré  par  l'observation 
celui  des  parallèles,  lorsqu'on  définit  ces  droites  comme  des 
droites  du  plan  qui  prolongé(;s  indédniment  ne  se  rencontrent  pas, 
car  personne  n'a  jamais  observé  effectivement  deux  telles  droites, 
d'autant  que  nous  ne  pouvons  pas  admettre  comme  axiome  primi- 
tif, tiré  de  l'observation,  celui  par  exemple  que  la  droite  illimitée 
est  un  svstème  linéaire  ouvert. 

Mais  les  axiomes  tirés  de  la  tnéme  observation  ne  suKisenI  pas 
pour  la  recherche  géométrique,  l-a  Géométrie  étant  devenue  une 
partie  de  la  IMathémalique  pure,  ou  de  l'extension  abstraite,  nous 
admettons  ensuite  dans  la  Géomôlrie  toutes  ces  hypothèses  ou  pos- 
tulats qui  ne  se  contredisent  pas  entre  eux,  ni  avec  les  axiomes 
admis  tout  d'abord;  ces  hypothèses  ou  limitent  ou  étendent  le 
champ  de  la  Géométrie,  comme  par  exemple  les  |)ostulals  tr.Vrchi- 
mède,  du  continu  ordinaire,  des  espaces  à  plus  de  trois  dimen- 
sions, etc..  ou  bien  servent  à  choisir  une  des  formes  possibles, 
déterminées  par  des  axiomes  ou  des  hypothèses  déjà  donnés,  tels 
que  le  postulat  des  parallèles  (  '  ). 

(')  t^ur  exemple,  dans  les  6'/«/i6/^an-e/i  c/cv  Géométrie  de  .M.  llilljert,  le  syslème 
des  axiomes  parait  au  contraire  pliilùt  un  s^slcme  tic  vérilés  abstraites  arbi- 
traires (lu'un  système  de  vérilés  fournies  en  partie  par  l'expérience  et  en  partie 
cunimc  vérités  nécessaires  au  développemeal  de  la  Géométrie. 


i()4  PREMIÈRE   PAirriK. 

Do  ce  (|iii  prcccdc,  il  suit  aussi  c|u'o/i  doit  disliiigucr  rcspace 
physique  de  V espace  intuitif,  qui  est  une  lepiésentation  idéa- 
lisée du  premier  et  qui  est  une  intuition^  et  V espace  intuitif  de 
l'espace  i^éoniétrique  abstiidt ,  qui  est  un.  concept.  Ces  formes 
n'onl  |)as  élé  bien  disliiicles  pour  des  nuleurs  éuiiticnls,  tels  (|uc 
llelniliollz.  L'espace  géoniélri(jiie  ahslraii  est  précisément  la 
partie  de  l'extension  pure  dans  lac[uelle  est  représenté  V espace 
intuitif  ;  mais  il  n'a  pas  inversement  pour  toutes  ses  formes  une 
représentation  effective^  pas  même  approximative,  ou  bien  il 
n'est  pas  nécesscdre  quilait  dans  l'espace  pJiysique  ou  intui- 
tif une  telle  représentation.  iJe  manière  c]ue  non  seul^'iuenL 
l'égalité  (les  figures  n'esl  pas  nccessair.'ment  déterminée  par  le 
mouvenienl  des  eorps  rigides,  eomme  le  erojait  Helndiollz,,  mais 
c'esl  plulôl  r(''galilé  des  figures  géomélricpies  (la<|nelle  dépend  à 
son  leur  du  c()nce])l  logique  de  l'égalité  de  deux  clioscs  dislincles) 
(|ui  esl  nécessaire  j)Our  définir  le  mouvement  des  corps  rigides.  De 
cela  dérive  aussi  cette  autre  conséquence  que  la  Géoméliie  théo- 
rique n'e>t  pas  une  partie  de  la  Mécanique,  comme  le  ciojait 
Newton,  ni  ne  dé|)end  de  la  l'Iijsique,  comme  le  pensait  Helmliolt/. 

La  distinction  de  l'espace  physique  de  l'espace  géométru/ue 
entraine  des  postulats  qui  ne  sont  nécessaires  que  pour  les 
applications  pratiques,  comme  celui  appro.ximatif  du  mouve- 
ment des  corps  rigides,  celui  des  trois  dimensions,  celui  aussi 
d'Archimède,  tandis  qu'il  v  a  des  postulats  de  l'espace  géo- 
métrique, comme  ceux  de  l'espace  général,  du  continu  non 
archin^édien,  que  nous  n'avons  pas  besoin  dUidniettre  pour 
l'espace  jdiysique  (  '  ). 


(')  G.  Vekonese,  rond,  di  Geom.,  1891.  L'exclusion  du  mouvement  des  corps 
rigides  lie  I;i  définition  de  l't'galité  des  figures  fut  accueillie  aussi  par  Hilberl  (1899) 
et  par  d'autres;  elle  fut  aussi  acceplée,  et  cela  était  plus  difficile,  dans  des  Traités 
de  Géométrie  élémentaire,  avant  tous  par  l'auteur  (i"'"  édition,  1897),  après  par 
Ingrami,  Enriques-Amatdi.  Quoiiiu'on  ait  beaucoup  disputé  sur  cette  exclusion, 
dont  on  trouve  quehiue  trace  dans  les  A7eme«/s  d'iîuclide,  elle  n'avait  été  jamais 
obtenue  oiïectivemcMt  (voir  Fondainenii  di  Geom.,  App.)-  Aussi  15.  Kusscll 
et  i^oincaré  aflirnicnt  (|ue  la  possibilité  de  ce  mouvement  n'est  pas  une  vérité 
évidente  par  elle-même,  ou  au  moins  ([u'elle  l'est  de  la  même  manière  que  le 
postulat  d'Iiuclide.  VX  en  edet  la  vérification  empirique  du  postulat  des  parallèles 
se  peut  faire  dépendre  de  celle  du  mouvement  d'une  figure  invariable.  .Mais,  par 
la  distinction  ipie  je  fais  entre  l'espace  géométricjue  et  l'espace  physique  et  par 
conséquent   entre   la    Géométrie  pure   (pour   laquelle   le  principe  susdit  n'est  pas 
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Mais  dans  Tcspacc  i;(''oiiictii(|iie  (ici  que  je  l'ai  cléHiu  dans  les 
Fondanicnd  à  un  nombre  infini  de  dimensions)  est  représenté 
Tespace  inliiillf;  nous  pouvons  donc  Iravailier  dans  cel  espace  géo- 
niélric|ue  avec  rinliiilion  en  y  iniagiuanl  le  point,  la  droile  et  le 
|)lan,  tels  (pie  dans  l'espace  ordinaire,  et  en  opérant  comme  dans 
la  Géométrie  j)ure;  natiirelieinenl  nous  n'avons  pas  et  ne  pouvons 
avoir  l'intuition  d'un  espace  à  fjnatre  dimensions;  alors,  nous 
combinons  l'inluilion  avec  l'ahslraction,  de  même  que  nous  faisons 
pour  passer  de  l'espace  iiiluilif  à  l'espace  illimité,  et  l'Iiahiliide 
(pie  nous  acf(uérons  est  telle  (pic,  de  même  (pie  nous  croyons 
imaginer  tout  l'espace  illimité,  de  même  nous  croyons  voir  deux 
])lans  (pii,  dans  l'espace  à  cpiatrc  dimensions,  se  rencontrent  en 
un  seul   point  (  '  ). 

Par  la  distinction  entre  l'espace  |)liysi(pi(;  et  l'espace  géométrique 
se  concilient  l'anirmalion  de  Stuart  Mill,  (pie  la  droite  du  matliéma- 
ticien  n'existe  |)as  dans  la  nature  (on  devrait  dire  plus  [)i()prement 
dans  l'espace  physique),  et  l'observation  de  Cayley,  (pie  nous  ne 
pourrions  pas  alfirmer  cela  si  nous  n'avions  pas  le  concept  de  la 
droite. 

Dans  la  Géométrie  donc,  la  liberté  de  C esprit  n'est  pas  seu- 
lement limitée  par  le  principe  de  contradiction^  comme  dans 
la  Mathématique  pure,  mais  bien  aussi  par  les  données  de 
l^ intuition  spatiale. 

l'ar  consé(pieiil,  nous  ne  pouvons  |)as  admettre,  par  exemple, 
un  plan  dans  lequel  ne  vaille  pas  le  tliéurème  de  Desargues  sur  les 
triangles  lujmolognpies  (liilberl),  ni  un  plan  dans  lequel  une 
droile  (pii  tourne  autour  d'un  point  ne  puisse  pas  prendre  la 
position  dune  autre  droite  passant  par  le  même  point  (l'oincaré); 
nous  ne  j)ouriions  pasadineltre  \cs plans  ûe  Bol vai-LobaIscbewsky, 


n'jccssaire)  et  ses  applications  praUi|iies,  je  ne  m'accorde  pas  avec  réminenl 
nialliéaialicien  français,  iorsiiu'i!  soulicnL  (sans  fain;  ladite  dislinclion  )  «  (in'en 
étudiant  les  délinilions  de  la  C>i;ornélrii',  on  voit  (pi'on  est  nbligé  d'admetli'c,  sans 
le  dénionlrer,  non  seulement  la  |)ossit)ilité  de  l'e  mouvement,  mais  encore 
(|uclt|ues-uncs  de  ses  propi'ititc's  ».  Ce  principe  et  ses  pi'oj)iiét("S  sont  nécessaires, 
au  contraire,  seulement  pour  les  applications  prati(|ues  de  la  IJéométrie,  cummc 
est  nécessaire  l'axiome  des  trois  dimensions  de  l'espace  physique. 

(')  Cela  explique  pourquoi  nous  emplo3ous  le  mot  espace  au  lieu  du  mot 
variété,  qui  a  une  signification  plus  étendue,  mais  tout  à  fait  générique  et 
abstraite. 

• 


i,,0  PUL.MIÈlll'    PAUTIi:. 

Je  Iliciiiami   (III  clli|)lii[iie,  s'il  élail  prouve  (Hic  le  posliilat  d'Eii- 
clide    esl   valable    inliiiliveinciit   (eomnie  le  soiilieniieiil  les  Kan- 
tiens);   nous    ne   pciurrions   pas  non  plus  adnielli<!  une  j;t'oinéliie 
dans  la(pielle  la   dioilc   fùl  délerniinée  par  trois  points  au  lieu  de 
deux,  (cependant  loulcs  ces  formes  sont  possibles  dans  l'exlension 
.dj.sliaile  el  peu\enl  avoir  et]  loiil  ou  en  pailie  une  représentation 
dans  la  Gt-oniétric  même,  de  la  même  manière  cpie  les  variétés  à 
deux  dimensions  de  Riemann,  de  Bol vai-Lobalsebewskj  ou  (  llip- 
li(|Me  auiaienl   loujouis   une  représentai  ion  dans   la    j;éoméli-ie    de 
la  >url'acc   -|ili('rl(]iic.  de    la    p-ciidu-|di('ir   d   ilii    plan   iniprijpre   à 
riiilliii,    si    je     poslidal    d'Jùielide    élail    valabU;    pli v>i(piement    ou 
ii,linli\  (iiicnl .  Il  V  a   là  un  çonlrosle,   mais   non   une  C(jnlradielion 
avec    le    piinei[»e    selon    le(|iiel.  pour   eeilaines  eaté-i^ories  de  |)ro- 
priélés,   nous  pouvons    regarder    comme  éqiiivalenls  deux  objets 
divers,  par  (•xemple,  deux  formes  <pii  peuventse  transformer  Tune 
daii>  raiilr<'  pi  ojecli vemenl  ou  biralitjnnellemenl,  |)arce  (pie,  a\ec 
ce  piiii(i|)e,  on  se  [)asse  des  autres  |)roj)riélés  géométrifpies,  ou  de 
ce  ciinleiiu   (pii,  au   contraire,  constitue  l'essence   des  objets.  Par 
exemple.  lOpaer  pbvsique  et  l'espace  géomélricpie  sont,  par  leur 
conleiiu,   (■sscnlicllcmeiit  divers    entre  eux,    de    luème  (pi'ils  sont 
distincts  des  variélés  analvli(iues  qui  les  représentent,  et  la  cons- 
truction de  l'espace  géométrirpie,  ainsi  que  l'existence  de  l'espace 
pbvsique.   conslitue  un   élément  essculiel  dans  la  Géomélrie,  qui 
/ic  va  pas  rire  oublié  ;  ce  qui  arrive  au  contraire  ordinairement. 
Et  fpie  le  contenu  ait   une  imporlance  foiidamenlale,  c'est  ce  que 
prouve  par  exemple  le  fait  que  Cayley,  tpii  a  employé  le  premier 
la  iiii'lln'ile  |)rojeetive  dans  l'élude  de  la  Géomélrie  non  euclidienne, 
considérait    la    Géométrie    euclidienne    comme    valable    au    sens 
absolu;  c'est  j)our  cela  que,  dans  les  iccbercbes  de  Cayley,  il  s'agit 
moins  de  la    Géomélrie   non  euclidienne  que  d"iine  de  ses  repré- 
senlalions    dans    la     Géométrie    euclidienne    même,    obtenue    en 
modifiant  la  nolioii   de  distance.  d<!   même  rpie  la    pseiidospbère, 
la  spliére  et  le  plan  ini|)ropre  à  rinlini  dans  l'espace  euclidien  sont 
des  repr.'sciilal  ions  des  géométries  non   (■iielidiciines  dans  la  Géo- 
mélrie euclidienne.  Au  contraire^  àprcseiit^  le  conlenu  de  cette 
Géonii'irie  a  une  remarquable  importance  :  il  nous  dit  que  Vob- 
ser\ali<in  actuelle  extérieure  ne  suffit  pas  à  établir  exactement 

V une   ou   l  autre  Géomélrie.   Et  un  tel  contenu  a  aussi,  comnie 
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on  II-  voit,  une  porU'-e  |)JiiI(iS()|)liiqiie  pour  la  foinie  tle  l'espace, 
landis  ipie  les  recherclics  de  Cavley  n'en  pdiivaieni  avoir  aucune, 
non  plus  que  la  lliéorie  des  imaginaires  ou  linlim  impropre,  car 
il  ne  s'agit  là  (pie  de  noms  employés  pour  indiquer  des  formes 
déjà  exislanles  eL  eHeclives,  cpii  n'ajoutent  rien  à  la  genèse  de 
l'espace. 

De  tout  cela  il  résulle  que  les  veehevclies  malhématiqacs  sur 
les  principes  de  la  Science  sont  bien  distinctes  et  doivent  être 
tenues  comme  distinctes  des  recherches  philosophiques  sur  la 
genèse  des  idées  mathématicjues ;  el  nous-même,  en  déterminani 
le  contenu  des  objets  de  la  Mathématupie  pure  eldela  Géométrie, 
nous  n'avons  pas  entendu  prendre  parti  pour  un  système  |)liiloso- 
j)hique  ou  un  autre  :  en  disant  que  le  nombre,  pour  le  malliémali- 
cien,  n'a  pas  nécessairement  une  représentation  hors  de  la  pensée, 
nous  n'avons  pas  voulu  al(irmer([ue  le  nombre  ne  soit  pas  lui-même 
d'origine  empirique;  de  même,  en  disant  que  le  point  a  une  repré- 
sentation empirique  nécessaire,  nous  n'avons  pas  voulu  dire  qu'il 
ne  soit  pas  une  attitude  prise  a  priori  par  l'esi^rit  et  nécessaire  à 
toute  expérience  extérieure.  Et  cette  distinction  est  heureuse,  car 
la  Mathématique  nous  unit,  tandis  que  la  Philosophie  nous  divise, 
au  moins  à  présent.  Sans  doute,  les  études  sur  les  principes  de  la 
Science  ont  donné  et  donneront  ]iva\  encore  à  des  discussions, 
même  parmi  les  mathématiciens;  mais  l'erreur  en  Mathématique 
\a  toujours  en  s'éliminant,  el  restent  enfin  les  nouvelles  idées  défi- 
nitivement acf|uises  à  la  Science.  L'erreur  dépend  ou  directement 
du  mathématicien,  ou  bien  de  l'indétermination  de  quelques-unes 
des  nouvelles  idées,  ou  encore  de  l'obscurité  dans  lacpielle  elles  se 
présentent  ou  sont  présentées;  mais  souvent  aussi  l'erreur  dérive 
de  la  contrariété  qu'elles  i-eucontrent  tout  d'abord  lorsqu'elles  se 
lieurtent  contre  de  vieilles  convictions  profondément  enracinées 
et  renforcées  par  l'autorité  d'éminents  mathématiciens,  ou  contre 
l'indiOérence  des  uns  qui,  pour  ne  pas  se  donner  la  peine  de  réllé- 
chir,  voudraient  exclure  du  domaine  de  la  Mathématique  les 
recherches  sur  les  |)rincipes  de  la  Science,  ou  contre  l'o|)i)osition 
des  autres,  pour  lesquels  les  nouveaux  penseurs  sont  les  révolu- 
tionnaires de  la  Science.  Et  à  obscurcir  la  lumière  naissante  des 
nouvelles  vérités  mathématiques  contribuèrent  ces  philosophes 
(|ui,  fermes  dans  les  principes  mathématiques  appris,  voyaient  ou 
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croyaietil  voir  dans  les  nouvelles  niées  un  allental  à  diverses  liypo- 
llirses  sur  la  connaissance  ou  l'inlerprélalion  de  la  nature,  tandis 
(|u'iiu  nouvel  arrangement  des  principes  suggérés  et  renforcés  par 
des  ("ails  nouveaux  peut  profiter  non  sculerneiil  à  la  ^lalliénialiipie, 
mais  aussi  à  la  Pliilosopliie. 

La  Philosophie  doit  accej>ter  les  idées  iiutthi'matiqucs,  lors- 
(jire Lies  sont  définitivement  j'ov inces .  Cependant,  si  les  recherches 
niathémaliques  se  doivent  distinguer  des  recherches  philoso- 
phi(|ues,  il  convient  que  le  malhémalicien  s'abstienne  de  justifier 
ses  conceptions  par  des  considérations  philoso|)hiques  ou  par  des 
fictions  qui  se  prêtent  facilement  à  la  critique  du  philosophe, 
comme  font  par  exemple  l'empirisle  et  l'idéaliste  de  du  Bois-Rej- 
mond,  ou  comme  a  fait  quelquefois  M.  Cantor  pour  justifier  ses 
nombres  Iransfinis,  lesc|uels  ont  pourtant  une  légitime  existence 
malgré  (|U(hpies  récentes  critiques  philoso[)hi(|ues.  Mais,  d'un 
autre  côté,  par  crainte  de  ces  critiques,  le  inathénidlicien  ne  doit 
pas  se  retrancher  dans  un  champ  puj-ement  abstrait,  ou  bien 
dans  un  formalisme  symbolique,  en  se  montrant  indij/é/ent 
devant  les  questions  de  contenu  mathématique^  comme  il  est 
arrivé  et  comme  il  arrive  encore  à  |)résent,  lorsqu'on  confond  la 
Géométrie  avec  la  théorie  générale  des  variétés  d'éléments  purement 
abstraits. 

Va  pour  cela,  il  est  préférable  que  l'arrangement  des  principes 
réponde  au  développement  logique  et  le  plus  simple  des  idées 
mathématicpies  et,  ])ar  conséqnent,  que  la  méthode  ne  soit  pas 
un  artifice  sans  vie  ou  ne  paraisse  pas  un  Jeu  de  symboles  ou 
de  mots,  si  utile  qu'il  soit,  mais  elle  doit  être  philosophique. 
Ainsi  la  Mathématique  |)eut  aussi  être  utile  aux  recherches  philo- 
sophiipies  sur  la  genèse  des  idées  mathématiques,  de  même  qu'elle 
a  aussi  pour  tâche  d'être  utile  aux  Sciences  appliquées,  qui  ont 
pour  objet  direct  l'étude  des  phénomènes  de  la  nature  en  choi- 
sissant les  méthodes  approchées  les  mieux  a|quopriées  à  ce  but. 
Et  lorsque,  au  contraire,  on  suit  une  méthode  indirecte,  en  repré- 
sentant par  exemple  l'espace  au  moyen  d'une  variété  à  plusieurs 
variables,  j)our  en  étudier  les  principes,  il  est  nécessaire  d'exami- 
ner si,  en  suivant  le  contenu  de  l'espace  même,  ou  sa  construction, 
les  postulats  de  ladite  variété  peuvent  être  justifiés  sans  recourir 
aux    concepts    qui    sont    définis    avec  ces    postulats,    car    un   tel 


M 1^:  LANGES.  109 

recours  constituerait  une  pétition  de  principe  el  |)liilosoplu- 
qucnicnt  une  erreur. 

Sur  le  choix  fie  la  niélliode  Ics  plus  t'uiinents  mal  iu'inal  iciens 
sont  rraccord.  Du  Bois-Reyinond  remarquait  (pic  si,  dans  les  opé- 
rations avec  les  sii;nes  de  la  Matliémati(pie  pure,  on  onhlic  leur 
siyiiificatiovi.  dans  la  discussion  des  concepts  fondamcntanK  de  la 
Mathématique  on  ne  doit  pas  oublier  leur  oriii;ine  :  el  i»our  la 
Géométrie,  New  tt>n  remarquait  juslemenl  que  la  simplicité  de  la 
figure  dépend  de  la  simjdicilé  de  la  genèse  des  Idées,  cest-à-dire 
lion  pas  de  leur  é(juation,  mais  de  leur  description  ;  ci  Gauss  affir- 
mait que,  pour  la  liaison  et  la  représentation  des  vérités 
géométriques,  les  moyens  logiques  ne  peuvent  rien  |)roduire 
par  eux-mêmes  et  ne  font  que  hourgeonner  sans  fruil,  quand  la 
féconde  el  vivifiante  inluitionne  domine  pas  partout.  De  la  même 
façon  s'expriment  Weierslrass,  Lie,  Klein  et  d'auties.  Et  c'est  à 
ces  concepis  que  se  conforment  mes  Fondamenti,  aussi  clans  la 
genèse  de  la  Géométrie  non  archimédienne.  Ce|)endant  cette 
méthode,  sans  l'ap[Mii  de  lAnalyse,  lorsqu'on  ne  suppose  rien  de 
mat]iémati(piement  connu,  devient  dans  la  lecture  beaucoup 
plus  malaisée;  aussi,  ce  n'est  rpie  dans  ces  dernières  années,  en 
Italie  et  ailleurs,  c[ue  la  méthode  fondée  sur  le  raisonnement  pur 
prévaut  de  plus  en  j)lus  dans  les  recherches  sur  les  principes  de  la 
Géométrie.  Tout  le  monde  se  rappelle  en  efi'et  le  sort  réservé  à 
V Ausdehniingslehre  de  Grassmann  de  i844-!  assurément  préfé- 
rable à  celle  de  1S62. 

En  revenant  à  la  Géométrie  non  archimédienne,  il  esl  nécessaire 
de  s'assurer  si  elle  satisfait  aux  conditions  susdites  de  contenu 
et  de  méthode.  En  examinant  le  continu,  tel  qu'il  nous  est  fourni 
par  l'observation  directe  et  sim|)Ie,  pour  deux  objets  rectilignes 
l'axiome  d'Archimède  est  valable,  parce  que,  quels  qu'ils  soient,  on 
peut  toujours  considérer  des  |)arties  /?"^^""''de  chacun,  assez  petites 
pour  que  la  vérification  de  l'axiome  soit  possible  pour  ces  parties 
^lemes  ^j^  ^^^  couséqucnt,  pour  les  objets  mêmes.  Mais  V extension 
de  cet  axiome  à  tout  l'espace  illimité  n'est  pas  également  jus- 
tifiée. En  efl'et,  quand  nous  admettons  que  dans  chaque  segment 
idéalisé  il  j  a  des  points  distincts  des  points  extrêmes,  ni  l'obser- 
vation ni  l'intuition  ne  nous  obligent  à  affirmer  l'axiome  d'Archi- 
mède entre  deux  segments^///  nr  peuvent  pas  rire  observés.  Et 
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puisqu'on  dcmonlic  qtic  le  scgmcnL  iiifiiiiincnl  pelil  ncliicl  peut 
êlre  considrrc  cotnmo  nul  par  rapport  à  un  seginenl  (lui  avec,  une 
appioximal  loii  mliiiie,  l'on  eouelul  rpie,  si  im  tel  scîgnicnt  existait 
aussi  pliysicpienienl,  nous  ne  pourrions  pas  le  voir.  Nous  pouvons 
poiirl  an  t  employer  notre  in  lui  hou  dans  clinqiie  champ  de  segmcnls 
(iiiis,  c'est-à-dircî  (pu  satisfont  à  raxiome  (rArcliimt,'dc. 

La  Géométrie  non  archunédienne  satisfait  donc  aux  condi- 
tions qui  sont  imposées  en  général  ci  la  Géométrie  par  l'intui- 
tion spatiale,  et  par  conséquent  son  contenu  est  géométri- 
quement justifié. 

Mais  un  autre  problème,  géométrique  aussi,  se  présente  à  la 
suite  de  nos  prémisses;  c'est  à  savoir  si  les  hypothèses  non  confir- 
mées par  rexpérienee  peuvent  avoir,  grâce  à  des  observations  ul- 
térieures plus  exactes  ou  plus  étendues,  une  représentation  eflec- 
live  dans  le  monde  physitpie.  Parmi  ces  livpolhcses,  les  plus 
caractérisli(pics  sont  celles  des  parallèles,  du  continu  et  des 
hvperespaces.  ÎNous  avons  déjà  remarqué  (pie,  si  riijpolhèse 
euclidienne  était  exclue,  on  ne  pourrait  plus  parler  de  l'espace 
euclidien.  Quant,  au  contraire,  nous  remarquons  que,  physique- 
ment, l'existence  de  l'infini  et  de  l'infiniment  [)elit  actuels  n'est 
pas  contradictoire  avec  noire  intuition,  cependant  aucune 
expérience  ne  conduit  et  ne  jiourra  jamais  conduire  hors  des 
grandeurs  finies.  Seulement  nous  pouvons  dire,  par  un  théorème 
déjà  mentionné,  que  5/  Vespace  physique  était  infini  actuel,  par 
rapport  au  champ  de  nos  observations,  dans  l'espace  pitysique 
fini,  supoosé  aussi  illimité,  la  Géométrie  euclidienne  serait 
valable.  Au  contraire,  j'ai  coinballu  ailleurs,  en  massociant  à  IJelm- 
hollz('),  l'hypothèse  physique  d'un  es[)ace  à  qualre  dimensions 
ou  plus. 

En  tout  cas,  aucune  utilité  ne  nous  [)ousse  à  cette  hypothèse, 
(pii  serait  purement  fantastique.  Et  pourtant,  il  est  curieux  conj- 
ment  certaines  idées  ont  surgi  d'intuitions  aussi  erronées.  En 
effet,  l'idée  d'un  espace  à  plus  de  trois  dimensions  n'est  pas  née 
de  Wiusde/inungslehre  de  (îrassmann,  pour  lequcd  l'espace  lut 
toujours  à  trois  dimensions  et  par  conséquent  aussi  la  (léométne; 
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clic  pi'ONient  encore  moins  tin  nominalisme  i;('oni(''tri(|nc  de 
C:iyley,  (liuicliv,  Riemann  cl  aulrcs  clans  Télndc  de  ccriaincs 
vari('lcs  analyliques  à  plus  de  trois  dimensions,  non  plus  que  de 
ma  construction  géométrique  des  livpercspaccs  ;  c'est  hien  de 
l'hvpollièse  plivsique  même  (pi'elle  surgit,  lijpollièsc  (|ui  fut  la 
première  à  se  présenter,  ({iii  a  pourtant  empèclié  racce|)tal  ion  de 
l'Iijpollièse  malliématique  et  (pu  a  fait  souvent  confondre,  près 
de  la  foule,  les  défenseurs  de  la  Géométrie  à  [)lus  de  trois  dimen- 
sions avec  les  médiums  ainsi  dits  à  la  Ziillner  ou  avec  les  spirites. 

Et  .quant  à  ruiililé  de  la  Géométrie  non  archimédienne,  je 
remarque  qu'on  ne  peut  j^as  confondre  celte  Géométrie  avec 
quelque  Géométrie  que  ce  soit,  obtenue  en  négligeant  ou  en  intjdi- 
fiant  quelque  axiome.  La  Géométrie  non  archimédienne,  ainsi  que 
la  non  euclidienne,  a  résolu  une  question  sur  laquelle  on  discutait 
depuis  des  siècles  et  a  éclairé  la  constilulion  du  continu  et  de 
l'espace  géométrique.  El  cela  suffit  |)Our  la  iMalliématupie  pure. 
Du  reste,  chaque  loi  malliématique  étant  une  loi  de  la  |)eiisée  est 
aussi  une  loi  de  la  nature.  El,  à  cause  de  riiarmonie  merveilleuse 
qui  existe  entre  les  lois  de  la  pensée  et  celles  du  monde  hors 
d'elle,  on  ne  peut  pas  afiirmer  a  priori  cpie  les  plus  hautes  et  les 
plus  abstraites  conceptions  mathématiques  ne  ])uissenl  avoir  une 
application  utile  dans  ce  monde  mcnie.  iNJais  celte  utilité  lelative 
ne  peut  pas  être  le  but  direct  de  la  recherche  malhématitpie  en 
général,  et  en  particulier  de  la  recherche  sur  les  principes  de  la 
Science;  cependant  nous  n'excluons  pas  ;  au  contraire  nous  vou- 
lons, aujourd'hui  plus  que  jamais,  (|ue  l'un  des  buts  les  plus  ini- 
porianls  soit  celui  aussi  de  salislaire  aux  besoins  des  sciences 
appliquées  et  de  répondre  du  mieux  (jii'il  est  possible  à  leur  im- 
portante fonction  sociale. 

Ici,  comme  géomètres,  nous  aurions  fini;  mais  si  ce  n'esl  pas 
nolie  tâche  de  (aiie  de  la  Philosophie,  quoique,  comme  nous 
l'avons  dit  plus  haut,  nous  ne  puissions  admettre  comme  proposi- 
tions indémontrables  que  le  minimum  de  faits  simples  qui  nous 
sont  consenlis  par  les  philosophes,  c'esl-à-dire  par  le  philosophe 
empirisle,  cependant  nous  ne  pouvons  accepter  les  résilie! ions  du 
pur  empirisme  sur  l'extension  de  la  recherche  matli('matique. 
M.  Pascli  même,  qui  a  fait  un  essai  utile  dans  celte  direction  et 
louable  pour  d'autres  raisons,  na   pu   rester  cf)liérenl  à  sou  [)ro~ 
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i;i;ii)imc  (').  El  nous  ne  pouvons  non  plus  adniellre,  comme  gôo- 
inrlrc,  que  l'espace  el  ses  poslulals  soient  des  formes  a  priori  de 
riiilnilion  pure,  selon  l;i  ciili(pic  de  KnnI,  paice  fpi'aiictme 
iircuve  n'a  ('lé  donnée,  par  exemple,  pour  le  poslulal des  parallèles 
(ri'2iielide,  le  seul  que  Kanl  eonnùt.  El  ces  philosophes  posilivisles 
(pu  eoml)allenl  contre  les  hxpothèses  non  euclidiennes  ne  sont 
pas  moins  niéla[)hjsiciens  que  leurs  collègues  kantiens.  Et  moins 
encore,  nous  ne  pouvons  admettre  que  le  postulai  d'Euelide  n'ait 
pas  la  même  évidence  que  les  autres  et  qu'il  puisse  n'être  pas  vé- 
rifié par  des  ohservalions  ultérieures  el  que  pourtant  nous  ayons 
une  intuition  « /)/70/f  ou  suhjeclive  du  même  postulat,  telle  que 
ces  observations  ulléiieurcs  ne  puissent  pas  le  modifier,  tandis 
qu'on  admet  (pie  celle  intuition  dérive  des  représentations  tactiles 
et  visuelles  (-).  En  tout  cas,  nous  n'avons  aucune  preuve  géomé- 
trique de  la  nécessité  subjective  du  postulat  d'Euclide  et  des 
autres  postulats,  en  sorte  que  le  géomètre  ne  peut  pas  admettre 
les  axiomes  donnés  par  les  représentations  tactiles  et  visuelles 
pour  tout  l'espace  illimité  sans  justifier  une  telle  extension. 
Notre  intuition  est  fciite,  selon  moi,  d'observation  et  d'expérience 
idéalis(''es,  ]iarcu  «pie,  lorsque  je  me  figure  la  droite  inluili veinent, 
je  ne  sais  l'imaginer  que  comme  un  objet  recliligne,  quel  qu'il  soit, 
idéalisé,  et  quoique,  ensuite  par  V abstraction.,  une  telle  repré- 
sentation s'étende  à  un  segment  recliligne  quelconque  de  la  droite 
illiniil(''e.  Nous  nous  assurons,  en  eflêt,  de  la  présence  des  objets 
extérieurs  el  de  leurs  propriétés  au  moven  de  nos  sens  et  des  qua- 
lités de  nos  sensations,  cpiils  produisent  en  nous,  el  nous  entrete- 
nons avec  l'abstraction  seulement  celle  de  l'extension  pour  avoir 
les  premières  formes  géoméiriques.  El  ainsi,  de  même  que 
le  langage,  l'intuition  spatiale  esl  le  produit  d'une  longue  expé- 
rience. Les  hommes  la  possèdent  à  divers  degrés  ;  elle  est  plus 
parfaite  chez  les  géomètres  et  les  peintres,  elle  est  insuffisante 
(diez  ceu\  rpii,  aveugles  de|Miis  le  premier  âge,  ont,  en  acquérant 
la  vue,  une  intuition  imparfaite  des  formes  géomélri(jues  les  plus 
simples. 


(')  Fondamenti  cli  Geom.,  Appendice. 

(-)  RxKiouHs,  Sutln  spief^azione  paicnlogicn  (Ici  poslulati  delta   Geomclria 
(  /là',  /ilos.  (ii  G.  Ciintoni,  Pavin,  190.3  :  Enc.  der  Matli.  ]]'iss.,  toc.  cit.,  Einleitung)- 
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M.  A.  Uiisscll  ;i  [)i)sc  la  (|ticslioii  de  Wi  prioii  suii.s  une  nouvelle 
loiine  en  tlistini;iianl  Va  priori  l()i;i(|iic  de  Va  priori  psycliolo- 
i;u[iie,  (|iii  pourlanl  se  confondenl.  Mais,  quoique  nous  sojons 
d'accord  dans  (|uclc|ucs  considéialioiis  (ondanientalcs,  parmi  les- 
(jnelles  celle  de  rindépeiidance  de  la  Géomélrie'  cl  de  la  Physique, 
je  ne  puis  èlre  d'accord  avec,  lui,  par  cxcniple,  dans  la  d(''Mionslra- 
lion  (pie  l'espace  comme  foimc  d'exlénoiilé  doit  avoir  un  nombre 
fini  de  dimensions,  ou  dans  celle  aulre  par  où  il  a  essayé  de 
prouver  (pie  tous  les  axiomes  communs  aux  géomélrics  eucli- 
dienne el  non  euclidienne  sont  nécessaires  pour  loule  expérience, 
landis  (pie,  selon  lui,  les  poslulats  des  parallèles  sont  d'origine 
empiriipie.  Il  serait  opportun  d'examiner  les  conséquences  de  pa- 
reilles liypotlièses  par  rapport  à  la  Géométi'ie  non  arcliimé- 
d  :  e  n  n  e . 

11  y  a  des  concepts  (pii  ne  nous  sont  |»as  donnés  direclement  par 
l'observation,  par  exemple  celui  de  V illiniilê  {àoui  nous  avons  fait 
dépendre  celui  de  la  démonstration  par  induction  complète),  ou 
bien  celui  de  l'égalité  des  figures  indépendamment  du  principe 
approximatif  du  mouvement  des  corps  rigides,  el,  de  ces  concepts, 
il  n'est  pas  encore  clair  cpielle  [)arlie  appartient  à  la  [)ensée  et 
(pielle  autre  à  rex[)érience  (  '  ). 

Mais  le  (ait  que,  dans  la  Géométrie,  nous  substituons  des 
formes  précises,  comme  celle  de  la  droite,  aux  données  imprécises 
tie  l'expérience,  ne  signifie  point,  comme  M.  Klein  parait  le  sou- 
tenir (-),  que  ces  formes  précises  soient  des  formes  nécessaires  de 
loule  expérience,  parce  que  les  poslulats  non  euclidiens  peuvent 
aussi  èlre  remplacés  par  des  formes  matbi'malicpies  précises,  sans 
pourtant  qu'ils  puissent  èlre  regardés  comme  des  formes  transcen- 
dantes de  noire  esprit. 

Cependant,  il  est  certain  ([U('  la  Géoméliie  lliéorupie  a  son  ori- 
gine dans  l'expérience;  mais  elle  s'en  rend  indéj)endante  en  for- 
mulant d'une  façon  précise  ses  axiomes,  lorsqu'ils  sont  étendus  à 
1  espace  illimité  el  en  conslruisanl  des  formes  (jui  ne  sont  pas  sug- 
gérées par  rexpérience  même.  Ces  formes  pourtant  sont  des  con- 
struclions  auxcpielles  conduisenl  les  axiomes  tirés  de   lexpérience 


(  '  )  /^  Vero  nella  Matenialica.  note  3. 
('-)  Nicht  Eucl.  Geoni.,  lue.  cit. 
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el  élabores  par  la  pensée   logique,  saos  mainiiier  aux  eoiitilUons 
posées  par  l'inluilion  spatiale. 

i.a  jx'iist'e,  la  psvclié  elle  sens  sont  si  iuliiiieinciil  liés  eiili-e  eux, 
(pie  la  sépai'alion  de  ee  (pii  esL  sp('eial  à  chacun  (•>!  prcscpic  loii- 
jours  un  prohicuie  ardu,  sinon  impossible  à  résoudre;  la  j)lnl(»so- 
pliie  louiiie  loiil  auloui-,  depuis  des  siècles,  sans  |)OU\oir  y  péné- 
inr  coniplèlenienl  eL  aboulir  à  une  solulioti  délinilivc.  C'est 
seidenienl  par  la  spécialisation  des  recherches  et  pai-  une  direction 
expérimentale  et  scientificpie  qu'on  pourra  arriver  dans  (piehpies 
j)roblèmcs  au  moins  à  une  synthèse  phdosophique  claire  et  sûre, 
dont  les  savants  sj)écialisles  pourront  préparer  les  éh-inenis.  Si, 
parmi  ces  problèmes,  nous  considérons  ceux  qui  concernent  les 
idées  niathémalirpies,  la  coiilribulion  (pie  les  malhéiiiaticicns  ont 
apjtortée  à  leur  solution  est  un  des  plus  beaux  monuments  de  la 
Science. 
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EAIIL  MÙLLER  (D').  —  Li:nnBucn  der  darstellenden  Géométrie  fur 
TECiiMSCiiE  HocHSCJiULEN.  —  Piemièie  Partie,  avec  270  figures  dans  le 
tevte  et  3  planches.  Leipzig  et  Berlin,  Teubner,  1908. 

Ce  Livre  se  clislin£!ue  netteinenl  clc>;  savants  Oiivraues,  tels  cme 
celui  de  Fiedier,  publiés  en  Allemagne  sur  le  même  sujet.  Il  jfaiit 
chercher  beaucoup  moins  des  études  théoriques  de  Géométrie  pro- 
jective  que  l'exposé  des  tracés  de  la  Géométrie  descriptive  en  vue 
des  applications.  L'auteur  v  considèie  la  Géométrie  descriptive 
comme  la  science  abstraite  du  trait  et  emploie  exclusivement  la 
double  projection  de  Monge. 

L'Ouvrage  du  D''  Millier  s'adresse,  en  elVet,  aux  élèves  des 
écoles  techniques  supérieures,  c'est-à-dire  à  un  public  qui  tient  à 
la  fois  de  celui  de  nos  écoles  d'Arts  et  Métiers,  de  l'École  des 
Beaux-Arts  (section  d'Architecture)  et  de  l'Ecole  centrale  des 
Arts  et  Manufactures.  L'enseignement  qu'il  a  donné  pendant  1 2  ans 
dans  ces  écoles  lui  a  permis  de  connaître  les  besoins  des  ingé- 
nieurs et  des  architectes  en  Géométrie  descriptive  ;  il  est  donc 
particulièrement  qualifié  pour  traiter  de  cette  matière. 

Les  idées  directrices  de  l'Ouvrage  sont  exposées  dans  la  préface. 
Ayant  assigné  comme  but  principal  à  la  Géométrie  descriptive  la 
représentation  intuitive  de  l'espace,  il  pense,  contrairement  à 
l'opinion  généralement  reçue,  que  le  développement  dé  cette 
faculté  de  représentation,  qui  est  une  chose  de  première  nécessité 
pour  le  technicien,  dépend  essentiellement  des  figures  dont  on 
s'occupe.  Ces  figures  seront  donc,  non  des  systèmes  absti'ails  de 
lignes  et  de  surfaces,  mais  des  objets  de  forme  bien  déterminée, 
ceux  que  le  technicien  a  besoin  de  connaître  et  qu'il  retrouvera 
plus  tard  dans  la  pratique  de  son  art. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  veut  que  le  futur  ingénieur  ou  le  futur 
architecte  étudient  la  Géométrie  descriptive  d'une  manière  ration- 

Bull.  des  Sciences  matliéin.,  1°  série,  t.  XXXIIL  (Septembre  1909.)  i '( 
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nelle,  de  façon  à  apercevoir  les  méthodes  de  représenlatioii  et  de 
construction  relatives  aux  corps  usuels,  d'un  point  de  vue  élevé,  et 
à  les  dominer  entièrement,  il  est  nécessaire  de  leur  donner  des 
notions  théoriques  générales. 

C'est  ainsi  cjue  l'auteur  a  été  amené  à  étudier  les  affinités  géo- 
métrif[ues,  les  courbes  et  les  surfaces  algébriques  et  en  particulier 
celles  du  second  ordre,  et  à  emprunter  les  résultats  de  la  Géomé- 
trie analytique  pour  les  utiliser  dans  la  spécialité  qu'il  étudie. 

11  fait  remarquer  à  ce  propos  que  le  mouvement  qui  s'était  pro- 
duit, il  y  a  une  quinzaine  d'années,  pour  réduire  aux  Mathéma- 
tiques élémentaires  les  études  théoriques  des  écoles  techniques 
supérieures,  a  échoué  et  qu'actuellement  on  proclame  la  nécessité 
d'une  cuittn-e  théorique  élevée,  mais  adaptée  aux  besoins  aux- 
quels ces  écoles  doivent  satisfaire. 

Les  constructions  employées  dans  tout  1  Ouvrage  relèvent  de 
deux  principes  que  l'auteur  a  mis  en  relief  dès  le  début  : 

1°  L' emploi  des  projections  auxiliaires,  qui  a  été  appliqué 
systématiquement.  A  ce  sujet,  le  D''  Mûller  a  attiré  l'attention  sur 
ce  fait  que  les  deux  plans  de  projection  peuvent  occuper  une 
position  quelconque  dans  l'espace  ;  mais,  en  réalité,  il  n'a  utilisé 
les  projections  auxiliaires  que  dans  les  cas  usuels  du  dessin  tech- 
nique où  un  objet  est  représenté  par  ses  figures  géométrales. 
L'esprit  aurait,  en  effet,  quelque  peine  à  se  figurer  un  Ouvrage  de 
Stéréotomie,  par  exemple,  autrement  que  dans  sa  position  habi- 
tuelle et  projeté  sur  un  plan  non  physiquement  horizontal  ou  ver- 
tical. 

2"  La.  suppression  de  la  ligne  de  terre,  qui  n'est  jamais 
donnée  ni  utilisée  dans  le  dessin  technique,  où  Ton  n'emploie  pas 
les  traces  des  droites  et  des  plans  sur  les  plans  de  projection. 

Par  la  réunion  de  ces  deux  principes,  on  obtient  une  liberté  de 
construction  qui  est  mise  à  profit  dans  les  nombreuses  applications 
que  l'auteur  fait  au  dessin  technique. 

Les  constructions  relatives  aux  ombres  en  général  et  aux  ombres 
à  4^^"  en  particulier  ont  été  traitées  en  détail  et  avec  tout  le  soin 
désirable.  Ces  tracés  constituent  en  effet  uu  excellent  exercice 
d'application  des  méthodes  générales  de  la  Géométrie  descriptive, 
en  même  temps  qu'un  moyen  de  développer  et  de  perfectionner  la 
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faculté  de  représentation  de  l'espace,  en  faisant  connaître  avec 
précision  la  forme  des  corps. 

Je  dois  mentionner  spécialement  le  soin  qui  a  été  apporté 
à  l'exécution  des  figures,  dont  la  plupart  sont  des  épures  de  dessin 
technique  d'une  grande  clarté.  Toutes  les  lignes  de  construction  v 
sont  représentées,  avec  l'indication  du  report  des  distances,  si  bien 
que  souvent  l'examen  attentif  de  la  figure  m'a  épargné  la  lecture 
coM)()icle  du  texte. 

^N(uis  allons  compléter  et  préciser  ces  indications  générales  en 
passant  rapidement  en  revue  les  difTérents  Chapitres  de  l'Ouvrage 
dans  l'ordre  où  ils  se  présentent. 

Le  Tome  premier  contient  la  représentation  de  points,  de  lignes, 
de  suifaces  el  de  volumes,  par  la  méthode  de  projection  ortho- 
gonale; la  résolution,  par  la  même  méthode,  des  problèmes  les 
plus  courants  de  la  |)ratique  comme  la  construction  des  ombres  et 
les  irUcisections  pour  les  surfaces  qu'on  rencontre  dans  les  arts. 

Il  conq^rend  deux  Parties.  La  première  Partie  :  Représenlation 
au  moyen  de  projections  orthogonales,  est  divisée  en  huit  Cha- 
pitres qui  traitent  respectivement  : 

Le  Chapitre  /,  des  définitions  et  principes  de  la  projection 
orlhosonale  ; 

Le  Cliapilre  11^  des  projections  auxiliaires,  exposées  d'une 
manière  générale,  avec  des  plans  rectangulaires  occupant  une  po- 
sition quelconque  dans  l'espace  ; 

Le  Chapitre  III.,  des  rotations  autour  daxes  perpendiculaires 
ou  parallèles  aux  plans  de  |)rojection  ; 

Le  Chapitre  /F,  de  la  suppression  de  la  ligne  de  terre,  et  des 
simplifications  qu'elle  comporte  et  qui  seront  mises  en  évidence 
dans  toute  la  suite  du  Cours  ; 

L(^  Chapitre  l\  des  problèmes  fondamentaux  de  position,  c'est- 
à-dire  les  intersections  de  droites  et  de  plans  ;  ceux-ci  sont  le  plus 
souvent  représentés,  comme  en  pratique,  par  un  polygone  simple, 
triangle  ou  parallélogramme,  ce  qui  donne  des  épures  faisant 
image  -, 

Le  Chapitre  TT,  des  ombres  de  corjjs  à  faces  planes;  après 
avoir  donné  les  principes  des  ombres  eu  lumière  parallèle  et  quel- 
ques règles    commodes   pour  la   distinction    des  côtés    éclairé  et 


9o8  PlUiMIEIl  !•;   l'AiniI':. 

obscur  (l'une  face  plane,  l'auteur  les  applique  à  des  exemples 
usuels  :  console,  ferme  de  charpente,  cheminée  sur  un  toii; 

Le  Chapitre  VII,  des  affinités  géométriques  et  leur  a|)pli(ati()n 
à  la  construction  des  projections  et  des  ombres  de  fij^ures  planes, 
avec  quelques  exercices  théoriques  intéressants  ; 

Le  Chapitre  VIII^  les  problèmes  imUiiques,  distances,  angles, 
résolution  des  tiièdres  par  les  tracés  habiluels.il  se  termine  par 
quelques  |)roblèmes  de  construction  de  droites  passant  par  des 
points  éloignés  et  les  énoncés  de  34  exercices  proposés  sur  cette 
première  Partie. 

La  deuxième  l^arlle,  Etude  des  eourbes  et  surfaces  en  pro- 
jection orthogonale,  est  divisée,  comme  la  première,  en  huit 
Chapitres. 

Le  Chapitre  7,  généralités  sur  les  courbes  planes  et  gauches, 
contient  surtout  des  résultats  fournis  par  l'analjse  ;  on  y  trouve 
aussi  des  indications  géométriques  utiles,  entre  autres  le  tracé 
approximatif  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  plane  au  mojen 
d'une  courl>e  d'erreur,  la  projection  d'une  courbe  gauche  et  son 
intersection  avec  un  plan. 

Dans  le  Chapitre  II,  généralités  sur  les  surfaces  courbes,  l'au- 
teur rappelle  d'abord  quelques  propriétés  des  surfaces  algébriques 
fournies  par  la  Géométrie  analytique,  puis  il  étudie  géométri- 
quement les  propriétés  les  plus  usuelles  des  surlaces  en  général 
et  des  surfaces  réglées  en  particulier.  Il  définit  les  lignes  de  cour- 
bure, les  asjmptotiques  et  les  géodésiques. 

Le  Chapitie  III  traite  des  courbes  du  second  ordre  :  j)rojcclion 
du  cercle,  ihéorè/ne  de  Dandelin,  rapport  anharmonique,  pôles  et 
polaires.  A  signaler  une  construction  ingénieuse  du  rayon  de  cour- 
bure en  un  point  de  l'ellipse,  et  de  la  normale  avec  application  à 
l'appareillage  d'une  voûte  elliptique. 

On  trouve,  dans  le  Chapitre  IV ,  les  principales  questions  rela- 
tives aux  surfaces  coniques  et  cylindriques  :  construction  de  plans 
tangents,  de  sections  planes  et  d'intersections  avec  applications  à 
la  stéréotomie  et  principalement  aux  ombres  dont  les  difiérents  tra- 
cés sont  exposés  en  détail  sur  un  grand  nombre  d'exemples  emprun- 
tés aux  arts  :  listel,  base  de  colonne,  arrièic-voussure,  etc.  Un  der- 
nier paragraphe  contient  des   notions  sur  l'hélice  et  ses  diverses 
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projections,  sur  les  surfaces  d'égale  pente,  l'hélicoïde  etle  dévelop- 
pement des  surfaces. 

Le  Chapitre  F  est  consacré  à  l'élude  de  la  sphère.  La  cous- 
truction  des  plans  tangenis  et  des  sections  planes  est  immédiate- 
ment suivie  des  applications  si  nombreuses  qu'on  peut  faire  de 
cetlc  surface  aux  ombres  (niche  sphéricfue,  écuelle),  à  la  coupe  des 
pierres  (voûtes,  coupoles).  Ce  Chapitre  contient  des  généralités 
sur  i'éclairement  des  corps  et  la  détermination  des  lignes  d'égal 
éclaiiement  i^isophote)  sur  la  sphère,  avec  application  au  lavis. 
La  distribution  de  ces  lignes  sur  la  partie  obscure  diffère  un  peu 
de  celle  rpii  est  en  usage  chez  nous  ;  elle  ne  me  semble  pas  donner 
de  meilleuis  résultats  dans  le  modelé  des  surfaces  par  le  lavis  à 
l'efTet. 

Les  surfaces  de  révolution,  si  importantes  par  leurs  applications, 
sont  étudiées  dans  le  Chapitre  VJ ,  qui  coniient  aussi  des  notions 
sur  les  quadriques  et  sur-  la  couibnre  des  surfaces,  notamment  sur 
la  détermination  de  l'indicatrice,  avec  indication  de  son  emploi 
dans  les  (pieslions  d'intersection  et  d'ombre. 

L'auteur  montre  comment  on  peut  construire  simplement,  en 
élévation,  sans  se  servir  de  la  projection  iiorizontale,  la  section 
d'une  surface  de  révolution  à  axe  vertical,  par  un  plan  défini  par 
sa  ligne  de  pente  méridienne. 

Il  ne  fait  fpi'indiquer  la  méthode  des  sphères  auxiliaii-es  pour  la 
détermination  de  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution, 
sans  aucun  exemple  théorique.  En  revanche,  les  applications  aux 
ombres  avec  le  tracé  fies  lignes  d'égale  teinte  sont  nombreuses, 
variées  et  traitées  avec  tons  les  développements  nécessaires  à  la 
parfaite  compréhension  du  sujet:  tore,  vase,  chapiteau,  piédouche. 

Le  Chapitre  VII  s'occupe  des  surfaces  hélicoïdales  gauches,  si 
importantes  dans  les  arts;  de  la  construction  des  plans  tangents  et 
des  lignes  d'ombre  sur  l'hélicoïde  aigu  et  normal,  avec  représen- 
tation des  vis  correspondantes. 

Le  Chapitre  VllI,  avec  le  raccordement  des  surfaces  gauches, 
la  représentation  et  la  détermination  des  ombres  sur  quelques  sur- 
faces graphiques  qu'on  rencontre  dans  le  dessin  technique,  termine 
le  piemier  Volume  d'un  Ouvrage  qui  paraît  bien  répondre  aux 
nécessités  d'un  enseignement  technique  supérieur  tel  que  nous  le 
concevons. 
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Sans  contenir  aucune  élude  absolument  nouvelle,  ce  Livre  offre 
cependant  un  réel  intérêt  par  le  caractère  à  la  fois  ihéoricpie  et 
pratique  qu'il  présente  sous  une  forme  convenablement  ordonnée, 
et  par  l'heureux  choix   d'applications  que  l'auteur  a  su  faire   dans 


le  domaine  de  l'ingénieur  et  de  l'architecte. 


C.     ROUBAUDI. 


DUHEM  (P.).  —  Le  mouvement  absolu   et  le  mouvement  relatif,  i  vo- 
lume in-8",  284  pages.  Imprimerie-Hbrairie  de  Montligeon,  1909. 

Une  doctrine  importante  domine  les  nombreux  travaux  que, 
depuis  plusieurs  années,  M.  Duhem  a  consacrés  à  l'histoire  du 
développement  de  la  Science,  celle  de  la  continuité  ;  on  voit  dans 
ses  Livres  une  même  idée  se  développer  à  partir  de  l'antiquité,  se 
ramifier,  se  modifier,  évoquer  l'idée  contraire,  se  cacher,  suivre 
des  canaux  souterrains  qu'il  excelle  à  retrouver,  reparaître  au  jour, 
pousser  une  tige  robuste,  fleurir,  s'épanouir,  fructifier...;  on  est, 
parfois,  tout  étonné  de  la  reconnaître  sous  les  formes  diverses 
qu'elle  revêt  et  l'on  en  arrive  à  se  demander  s'il  j  a  jamais  eu  une 
idée  vraiment  nouvelle  depuis  Aristote,  en  passant  par  les  com- 
mentateurs du  Maître,  par  la  nuit  du  moyen  âge,  par  les  scolas- 
tiques,  par  saint  Thomas,  par  Duns  Scot,  par  les  terminalistes 
de  l'Ecole  de  Paris,  par  la  Renaissance,  par  Léonard  de  Vinci, 
par  Galilée,  Descartes,  Newton,  Euler  et  Kant,  jusqu'à  l'auteur  lui- 
même.  Cette  doctrine  de  la  continuité  est  appuvée  sur  des  lectures 
immenses,  sur  une  érudition  très  étendue,  sur  des  citations  nom- 
breuses, copieuses  et  probantes,  qui  forcent  la  conviction  du  lec- 
teur ;  je  la  crois,  pour  ma  part,  tout  aussi  vraie  que  celle  de  Carljle 
sur  le  rôle  essentiel  des  grands  hommes  et  le  culte  de  ces  héros, 
sans  lesquels  rien  ne  se  serait  fait;  mais  elles  ne  sont  pas  contra- 
dictoires. 

D'après  Aristote,  le  mouvement  du  ciel  implique  une  Terre  im- 
mobile; Aristote  ne  conçoit  pas  le  mouvement  de  rotation  d'une 
sphère  autour  de  son  centre,  sans  que  ce  centre  fasse  partie  d'un 
coi'ps  matériel  fixe.  «  Il  faut  donc  que  la  Terre  existe  ;  elle  est  ce 
corps  qui  reste  immobile  au  centre.  »  A  cette  affirmation,  il  cou- 
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vient  de  joinch^e  une  observation  tirée  du  Livre  Siw  le  mou- 
vement des  animaux.  Pour  qu'un  animal  puisse  mouvoir  une 
partie  de  son  corps,  il  faut  qu'une  autre  partie  reste  immobile  et 
que  l'animal  trouve,  en  debors  de  lui,  quelque  cbose  qui  demeure 
fixe. 

Cetle  nécessité  d'un  suppoit  fixe,  sur  laquelle  insiste  l'auteur, 
quel  qu'il  soit,  du  Livre  Sur  le  mouvement  des  animaux^  n'a 
peut-être  rien  à  faire  avec  la  nécessité  métaphysique  d'un  corps  con- 
cret, existant  d'une  existence  actuelle,  auquel  doit  être  incorporé  le 
centre  fixe  de  tout  mouvement  de  rotation  ;  les  deux  affirmations 
se  sont  confondues,  par  suite  d'un  de  ces  malentendus  dont  l'his- 
toire est  pleine. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'affirmation  d'Aristote  ne  pouvait  s'accorder 
avec  la  doctrine  des  épicycles  de  Ptoléraée  qui  se  meuvent  autour 
de  leurs  centres,  et  dont  les  centres  sont  des  points  abstraits,  qui 
ne  sont  incorporés  à  aucun  corps  matériel. 

Cetle  contradiction  a  contribué  à  ruiner  la  croyance  à  la  néces- 
sité métaphysique  de  l'immobilité  de  la  Terre,  à  l'impossibilité 
logique  d'un  déplacement  d'ensemble  de  l'Univers. 

La  notion  de  lleu^  qui  remonte  encore  à  Aristote,  et  les  ques- 
tions qui  se  rapportent  à  cette  notion  ont  eu  aussi  une  grande 
importance. 

Le  lieu  d'un  corps,  d'ajirès  la  première  définition  d'Aristote, 
c'est  la  surface  immédiate  du  corps  qui  le  contient  ;  d'autre  part, 
Aristote  et  ses  commentateurs  veulent  que  le  lieu  soit  immobile  ; 
d'où  la  nécessité  de  modifier  la  définition  précédente;  le  lieu 
devient  la  première  surface  environnante,  qui  est  immobile. 

Dans  la  doctrine  d'Aristote,  le  monde  est  limité;  la  surface 
sphérique  qui  enserre  l'orbite  des  étoiles  fixes,  la  huitième  orbite 
céleste,  en  marque  la  borne.  En  dehors  de  cetle  surface  sphérique, 
il  n'y  a  rien.  «  L'Univers  n'est  pas  quelque  part;  pour  cpTune 
chose  soit  quelque  part^  il  faut  non  seulement  que  cette  chose  ait 
une  existence  propre,  mais  encore  qu'il  existe,  hors  d'elle,  une 
autre  chose,  au  sein  de  laquelle  elle  soit  contenue.  Hors  de  l'Uni- 
vers, du  Tout,  il  n'existe  rien.  »  S'il  en  est  ainsi,  quel  est  le  lieu 
de  la  huitième  sphère?  en  a-t-elle  un?  et  comment  peut-elle  se 
mouvoir?  Aristote  n'est  pas  sans  avoir  vu  ces  difficultés,  où  se  dé- 
battront   ses  commentateurs    et  ses   successeurs  ;   il  y   répondra 
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assez  mal  en  disanl  que  le  liuilième  ciel  est  dans  un  lieu  d'une 
certaine  manière  et  par  accident. 

Vers  le  vx''  siècle,  Damascius  enseigne  que  le'  lieu  est  un  en- 
semble de  mesures  géométriques,  qui  sert  à  décrire,  à  déter- 
miner un  allribul  du  corps,  sa  position;  le  lieu  est  la  mesure  de  la 
position  (Os-'.ç).  Pour  Jean  Pliilopon,  le  lieu^  c'est  l'espace  avec 
ses  trois  dimensions  ;  cet  espace  doit  être  entièrement  séparé  par 
lo  pensée  des  corps  qui  l'occupent;  il  doit  être  regardé  comme  un 
volume  incorporel  étendu  en  longueur,  largeur  et  profondeur.  «  Le 
lieu  et  le  corps  qui  est  en  ce  lieu  forment  une  de  ces  couples  de 
clioses  qui  sont  liées  individuellement,  en  sorte  que  l'une  ne  peut 
être  sans  l'autre;  la  pure  raison  distingue  le  lieu  d'avec  le  corps, 
mais  le  lieu  ne  peut  jamais,  sans  corps,  être  en  acte.  )>  Cetespace, 
distinct  de  tout  corjis  et  vide  |)ar  lui-même,  demeure  absolument 
immoljile  et  dans  son  ensemble  et  dans  chacune  de  ses  parties. 

On  voit  ainsi,  peu  à  i)cu,  se  dédoubler  la  liolion  du  lieu; 
au  xiv*^  siècle,  ce  dédoublement  s'alfirme  dans  la  ibéorie  de 
AValter  Burler. 

«  En  cette  théorie,  dit  M.  Duhem,  le  lieu  garde  la  définition 
qu'Aristote  lui  avait  donnée  tout  d'abord;  mais  au  lieu  ainsi  défini 
limmobilité  n'est  point  accordée;  on  se  refuse  à  employer  ce  lieu 
dans  la  description  du  mouvement  local. 

»  L'élément  fixe  qui  sert  à  repérer  le  mouvement,  ce  n'est  pas 
le  lieu,  c'est  V ubi  an  mobile.  U ubi  ô.un  corps,  c'est  la  position  de 
ce  corps  par  rapporta  d'autres  corps  fixes.  Ces  corps  fixes  d'ail- 
leurs, qui  servent  de  termes  de  com|>araison  pour  la  définition  de 
V ubi  et  la  détermination  du  mouvement  local,  n'ont  pas  besoin 
d'être  des  corps  réels  et  concrets  ;  il  suffit  qu'ils  soient  conçus  par 
la  raison. 

))  Si  le  lieu  que  considère  Walter  Biirley  est  bien  tel  qu'il  s'est 
premièrement  présenté  à  la  pensée  d'Aristote,  Vubi  (pi'il  conçoit 
est  identique  de  tout  ])oint  à  la  Ôej-.ç  de  Damascius  et  de  Simpli- 
cius.  » 

Que  la  théologie  ait  contribué  à  ruiner  la  doctrine  d'Aristote 
sur  l'immobilité  nécessaire  de  la  Terre  et  à  préparer  ainsi,  dans 
(|uelque  mesure,  le  système  de  Copernic,  il  est  piquant  de  le 
noter.   Au   xiii''  siècle,  les    théologiens  de   la  Sorbonne,    inquiets 
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des  restrictions  que  certains  philosophes  prétendent,  au  nom  de  la 
logique,  apporter  an  pouvoir  divin,  condamnent  la  doctrine 
d'après  laquelle  Dieu  ne  pourrait  mouvoir  la  Terre. 

D'autre  part,  bon  nombre  de  théologiens  avaient  imaginé  de 
poser  un  dernier  ciel  immobile  au  delà  des  cieux  mobiles  des 
astronomes  et  de  trouver  un  lieu  à  ceux-ci,  au  sens  d'Aristote. 

«  Au  delà  de  la  surface  convexe  de  ce  neuvième  ordre,  dit 
Campanus  de  Novare,  y  a-t-il  quelque  autre  chose,  une  autre 
sphère,  par  exemple?  Cette  conclusion  ne  s'impose  pas  par  néces- 
sité de  raison.  INIais,  instruits  par  la  foi,  acquiesçant  avec  respect 
à  l'opinion  des  saints  docteurs  de  l'Eglise,  nous  confesserons 
qu'au  delà  de  ce  neuvième  ciel  se  trouve  l'Empjrée,  où  est  la  de- 
meure des  bons  esprits. 

»  Au  delà  de  la  surlàce  convexe  de  l'Empjrée,  il  n'y  a  rien;  elle 
est  la  limite  suprême  de  toutes  les  choses  corporelles,  la  surface  la 
plus  éloignée  du  centre  commun  de  toutes  les  sphères,  c'est-à-dire 
du  centre  de  la  Terre.  C'est  pourquoi  elle  est  le  lieu  général  et 
commun  de  toutes  choses  qui  sont  contenues,  car  elle  contient 
toutes  choses  et  rien  d'étranger  ne  la  contient.  « 

C'est  encore  la  doctrine  professée  par  Pierre  d'Ailly  :  au  delà  des 
sphères  mobiles,  il  doit  exister  une  autre  sphère  qui  demeure  en 
repos. 

Ici,  je  laisse  la  parole  à  M.  Duheni  : 

«  Le  parti  adopté  par  Pierre  d'Ailly  est  aussi  celui  auquel  va  se 
ranger  Copernic;  mais  il  lui  sera  possible  de  concrétiser  encore 
davantage  le  principe  admis  par  l'évêque  de  Cambrai.  11  ne  lui 
sera  pas  nécessaire  d'attribuer  l'immobilité  à  un  orbe  dont  les  rai- 
sonnements du  théologien  et  du  philosophe  affirment  seuls  l'exis- 
tence, sans  qu'il  soit  possible  à  nos  sens  de  s'en  assurer.  La 
sphère  ultime  qu'il  va  prendre  pour  lieu  de  tous  les  corps  célestes 
ou  élémentaires,  pour  repère  de  tous  les  mouvements,  c'est  la 
sphère  des  étoiles  fixes.  En  attribuant  aux  mouvements  de  la  Terre 
tous  les  phénomènes  que  ses  prédécesseurs  expliquaient  par  les 
mouvements  de    cette    huitième  orbite   et    des  deux   orbites  non 


2i4  PREMIER  li    l'AiniE. 

constellées  dont  ils  l'entouraient,  il  a  conquis  le  droit  d'immobi- 
liser l'orbe  des  étoiles  fixes  aux  bornes  du  monde. 

»  L'opinion  de  Copernic  s'affirme  surtout,  avec  autant  de  con- 
cision que  de  netteté,  en  ces  quelques  phrases  : 

»  La  première  de  toutes  les  sphères  célestes^  la  sphère  su- 
prême, est  la  sphère  des  étoiles  Jixes  ;  elle  se  contient  elle-même 
et  contient  toutes  choses;  partant  elle  est  immobile,  c^ est-à-dire 
qu^elle  est  le  lieu  auquel  doivent  être  rapportés  le  mouvement 
et  la  position  de  tous  les  autres  astres.  » 

La  notion  du  mouvement  relatif  est  une  notion  expérimentale; 
nous  ne  connaissons  pas  d'auties  mouvements  que  des  mouve- 
ments relatifs  ;  leur  considération  suffit  pour  une  description 
cinématique  de  l'Univers.  A  ce  propos,  M.  Duhem  cite  quelques 
pages  d'un  certain  Simon  de  Gamaches,  chanoine  régulier  de 
Sainte-Croix  de  la  Bretonnerie  et  membre  de  l'Académie  des 
Sciences,  dont  certaines  phrases  auraient  pu  très  bien  figurer  dans 
La  Science  et  Vhypothèse.  «...  Mais,  si  je  voulais  établir  le  sys- 
tème du  monde,  je  ferais  le  contraire:  je  supposerais  la  Terre  en 
mouvement;  c'est  que  le  jeu  mécanique  des  parties  de  l'Univers 
en  deviendrait  plus  facile  à  suivre,  et  puis  cette  supposition  four- 
nirait même  plus  d'uniformité.  Car,  dès  qu'on  fait  mouvoir  les 
planètes,  pourquoi  une  seule  se  trouverait-elle  exceptée?  Mais 
avec  tout  cela  je  ne  ferais  que  des  suppositions,  et,  si  je  |jrenais  les 
plus  simples,  ce  ne  serait  que  parce  que  je  les  trouverais  plus 
commodes;  c'est  que  rien  ne  m'obligerait  absolument  à  leur  don- 
ner la  préférence.  » 

Il  est  difficile  de  rester  au  point  de  vue  purement  cinématique, 
de  ne  pas  lenir  compte  de  la  dynamique  newtonienne  et  de  l'ordre 
admirable  (ju'elle  met  dans  notre  conception  de  l'Univers.  Il  faut 
admettre  alors  \\n  système  de  repères  par  rapport  auxquels  cette 
dynamique  soit  vraie.  Newton  admettait  que  le  centre  de  gravité 
du  système  solaire  est  immobile. 

On  a  dû  abandonner  cette  hypothèse.  Pas  davantage,  on  ne 
peut  regarder  l'ensemble  des  étoiles  comme  immobile.  Où  sera 
donc  le  système  fixe?  L'important  est  qu'il  en  existe  un.  «  En 
une  région  inconnue  de  l'Univers,  dit  Cari  JNeumann,  il  existe  un 
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corps  également  inconnu,  qui  est  un  corps  absolument  rigide,  un 
corps  dont  la  figure  et  les  dimensions  demeurent  invariables  au 
cours  du  temps.  Qu'il  me  soit  permis,  en  vue  de  la  brièveté  du 
discours,  de  nommer  ce  corps  le  corps  Alpha.  Il  sera  désormais 
admis  que,  lorsqu'on  parle  du  mouvement  d'un  point,  on  n'entend 
pas  parler  de  son  changement  de  position  par  rapport  à  la  Teire, 
ou  par  rapport  au  Soleil,  mais  de  son  changement  de  position  par 
rapport  au  corps  Alpha.  » 

M.  Painlevé  appelle  axes  absolus  tout  système  d'axes  pour 
lesquels  la  dynamique  de  Newton  est  vraie;  il  affirme  que  l'exis- 
tence d'axes  absolus  est  démontrée  par  l'expérience.  M.  Duhem 
s'était  exprimé  lui-même  d  une  façon  analogue  :  les  hypothèses 
et  les  lois  physiques  font  intervenir  les  mouvements  des  diffé- 
rentes parties  de  la  matière  par  rapport  à  un  certain  trièdre  de 
référence  idéal,  qu'on  suppose  tracé  quelque  part  ;  les  propositions 
qu'on  regarde  comme  exactes  pour  ce  trièdre  idéal  ne  le  seraient 
pas  par  rapport  à  un  autre  trièdre  de  référence,  animé  d'un  mou- 
vement quelconque  relativement  au  premier. 

11  V  a  peut-être  des  nuances  entre  les  façons  dont  M.  Duhem, 
M.  Painlevé  et  (>arl  Neumann  entendent  le  mot  exister;  mais  ce 
n'est  sans  doute  que  des  nuances.  M.  Duhem  déclare  que  son 
trièdre  est  idéal,  et  c'est  idéalement  qu'il  le  suppose  tracé 
quelque  part.  M.  Painlevé,  lorsqu'il  dit  que  l'expérience  prouve 
l'existence  d'axes  absolus,  lorsqu'il  se  plaît  à  soutenir  que  cette 
existence  est  aussi  certaine  que  l'existence  du  monde  extérieur, 
ne  prétend  assurément  pas  que  lesdits  axes  soient  figurés  en  noir 
ou  en  blanc  avec  les  lettres  x,  y^  z  k  côté.  A  lire  la  phrase  de  Cari 
Neumann,  citée  plus  haut,  on  pourrait  estimer  que,  pour  lui,  le 
corps  Alpha,  absolument  rigide,  a  une  existence  réelle,  actuelle,  ...; 
mais  les  citations  ultérieures  que  donne  M.  Duhem  idéalisent  sin- 
gulièrement le  corps  Alpha.  Corps  Alpha  ou  axes  absolus  font 
partie  de  la  conception  scientifique  actuelle  du  milieu  qui  nous 
entoure  et  dont  nous  faisons  partie,  de  ("ette  conception  grâce  à 
laquelle  nous  comprenons  et  nous  dominons  une  parcelle  de  ce 
milieu.  J.   T. 
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BURALI-FORTI  (G.)  et  MARCOLONGO  (R.).  —  Omografie  vettoriali 

CON    APPLICAZIO.Vl    ALLE     DERIVATE     RISPETTO    AD     UN    PLNTO     E    ALLA     FISICA- 

MATEMATICA.  I  volume  in-8",  xi-ii5  pages.  Turin,   1909. 

Cet  intéressant  Opuscule  fait  suite  aux  ELemenli  di  Calcolo 
vettoriale  des  mêmes  auteurs.  L'exposition  théotique  frappera  le 
lecteur  par  son  caractère  général  et  philosophique  ;  il  va  de  soi 
que  les  coordonnées  n'y  jouent  à  peu  près  aucun  rôle  et  que  les 
raisonnements  portent  sur  les  êtres  géométriques  mêmes.  Les 
applications  concernent  la  cinématique  des  déformations  infinité- 
simales, la  statique  des  corps  continus,  le  mouvement  par  ondes 
planes  dans  les  milieux  isotropes  ou  cristallins,  les  lois  de  propa- 
gation d'une  onde  plane  transversale  dans  les  cristaux  magné- 
tiques (équations  de  Maxwell-Hertz),  les  propriétés  du  flux  de 
chaleur  dans  un  corps  cristallisé.  Elles  sont  traitées  d'une  façon 
brève  et  élégante  qui  met  en  évidence  l'importance  de  deux  con- 
cepts principaux  qui  font  l'objet  de  la  partie  théorique  du  Livre, 
les  homographies  vectorielles  et  les  dérivées  par  rapport  à  un 
point  de  quantités  scalaires,  ou  d'êtres  géométriques  ipii  sont 
fonctions  de  ce  point.  J.  T. 


ROUSE  BALL  (W.).  —  Récréations  mathématiques  et  problèmes  bes 
TEMPS  ANCIENS  ET  MODERNES.  Deuxième  édition  française  traduite  sur  la 
troisième  édition  anglaise  et  enrichie  de  nombreuses  additions  par  J. 
Fitz-Patrick.  —  Deuxième  Partie  :  Questions  de  Géométrie.  Questions 
de  Mécanique.  Questions  diverses.  Carrés  magiques.  Problèmes  des 
tracés  continus.  Trois  problèmes  de  Géométrie.  Équation  du  troi- 
sième degré,  i  vol.  in-8",  363  pages.  Paris,  Hermann,  1908.  —  Troisième 
Partie,  avec  additions  de  MM.  Margossian,  Reinhart,  Fitz-Patrick  et 
Aubrv.  1  vol.  in-S",  363  pages.  Paris,  Hermann  et  fils,  1909. 

Le  Bulletin  a  déjà  eu  l'occasion  de  parler  de  cette  nouvelle 
édition  des  Récréations  mathématiques  de  M.  Rouse  Bail  ('); 
je  ne  sais  si  c'est  parce  que  je  viens  de  le  feuilleter,  mais  le  second 
Volume  me  paraît  encore  plus  intéressant  el  plus  instructif  que  le 

(';  T.  WXII,,  p.  G3. 
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premier.  Les  questions  célèbres,  donl  plusieurs  ont  exercé  la 
sagacité  de  inatliématiciens  comme  Euler,  Mobius,  Legendre, 
Cayley,  ...,  abondent.  Les  paradoxes  de  Géométrie  et  de  IMéca- 
nique  donnent  à  léflécliir;  les  problèmes  tirés  des  jeux,  de  dames, 
d'écliocs,  de  caries  ou  tie  dominos  sont  fort  curieux  et  amusants. 
Signalons  enlin  un  grand  nondjrc  de  problèmes  d'A na/ysis  situs, 
fort  inslriiclifs.  Récemment,  dans  sa  première  leçon  comme  pro- 
fesseur titulaire  au  Collège  de  France,  \L  Hadamard  (')  appelait 
l'attention  de  ses  auditeurs  sur  Timportance  des  problèmes  de 
cette  nature  et  le  rôle  que  devraient  jouer  dans  l'enseignement 
quelques  idées  simples  relatives  à  cette  branche  des  Mathéma- 
tiques. Les  maîtres  qui  voudraient  entrer  dans  cette  voie  pourront 
profiter  largement  du  Livre  de  M.  Rouse  Bail.  Ils  profiteront  lar- 
gement aussi  des  nombreux  renseignements  historiques  dont 
presque  tous  les  problèmes  sont  accompagnés.  Ils  liront  avec  inté- 
rêt, en  particulier,  ceux  qui  concernent  la  duplication  du  cube, 
la  trisection  de  l'angle  et  la  (|uadralure  du  cercle.  Combien  de 
têtes,  malgré  tout,  sont  encore  bantées  par  ces  problèmes!  La  plu- 
part de  ceux  (jui  lisent  ces  lignes  ont  sans  doute  reçu  des  lettres 
d'inconnus  leur  annonçant  on  leur  adressant  la  solution  de  l'un  ou 
de  l'autre  de  ces  [)roblèmes  :  ils  souliniteront,  avec  moi,  cpie  le 
Livre  de  M.  Rouse  Bail  se  répande  et  contribue  à  faire  comprendre 
la  position  des  questions.  Il  est  vrai  que,  maintenant,  grâce  à  un 
prix  malencontreux,  c'est  le  théorème  de  Fermât  qui  sévit  d  une 
façon  particulière. 

Je  ne  dois  pas  otdjiicr  la  rc|)roduction,  à  la  fin  du  Volume,  de 
la  Notice  historique  sur  la  résolution  de  l'équation  du  troisième 
degré  que  Terquem  avait  extraite,  pour  son  Bulletin,  du  Livre 
du  l^.  dossàVi  [Origine,...,  Parme,  1797,  1799). 

Enfin  l'éditeur,  ^L  Hermann,  a  plaisir  à  se  rappeler  qu'il  est 
malliématicien  :  il  ncuis  donne,  en  terminant,  pour  la  résolution 
de  l'équation  du  troisième  degré,  une  méthode  d'a|)proximation 
fort  naturelle  qui  réussit  en  particulier  dans  le  cas  irréductible. 
Il  avait  déjà  publié  cette  méthode,  en  18G9,  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathénialiques . 

La  troisième  Partie   des  Récréations  mathématiques  intéres- 

(')  La  Revue  du  mois,  t.  VIII,  1901),  p.  3S. 
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sera  le  lecleiir  comme  les  deux  premières  ;  M.  Roiise  Bail,  à  la 
vérité,  n'occupe  (|u'iine  faible  place,  un  peu  plus  du  sixième; 
mais  les  Chapitres  qui  lui  appartiennent  sont  fort  intéressants  ; 
dans  l'un  de  ces  Cliapitres,  l'auteur  raconte  comment  s'y  prenaient 
les  astrologues  pour  construire  leurs  maisons  du  ciel  ;  il  a  même 
reproduit  un  horoscope  d'Edouard  VI  d'Angleterre,  dressé  par 
Cardan  et  dont  les  prédictions  ne  furent  pas  du  tout  réalisées  ; 
l'astrologie  a  tenu  un  si  grand  rôle  dans  les  romans  et  dans  l'his- 
toire, qu  un  peu  de  curiosité  à  son  égard  est  bien  naturel;  je  suis 
persuadé  cpie  plus  d'un  lecteur  prendra,  à  lire  les  quelques  pages 
de  M.  Piouse  Bail,  le  plaisir  que  j'j  ai  goûté;  d'autres,  qui  ne  les 
liront  pas,  seront  très  contents  d'avoir  un  Livre  où  se  trouvent  de 
pareils  renseignements  ;  il  ne  faut  pas  mépriser  ces  gens-là  (nen 
sommes-nous  jamais?),  sans  lesquels  les  éditeurs  t[ui  font  paraître 
des  Livres  aussi  sérieux  que  \es  Récréations  mathématiques  n'ar- 
riveraient pas  à  vivre. 

Dans  un  autre  Chapitre,  sur  l'hyperespace,  M.  Rouse  Bail 
expose,  avec  beaucoup  d'humour,  toutes  les  raisons  qu'on  a  de 
croire  à  la  réalité  de  la  quatrième  dimension.  «  Le  crois-tu?»,  de- 
mandait frère  Jean  à  Panurge  (sur  d'autres  matières)  ;  «  jusquesau 
feu,  exclusivement  »,  répondait  Panurge.  Nous  ne  demanderons 
pas  à  M.  Rouse  Bail  une  foi  plus  ferme  que  celle  de  Panurge. 

Enfin,  un  troisième  Chapitre,  sur  la  mesure  du  temps,  les  ca- 
lendriers, les  instruments  de  mesure,  est  plein  de  renseignements 
fort  curieux  et  intéressants. 

Le  Volume  s'ouvre  par  un  travail  de  M.  Margossian  sur  1  or- 
donnance des  nombres  dans  les  carrés  magiques  inqaairs  (64  p.)  '• 
l'auteur  traite  des  carrés  magiques  à  ordonnance  légulière,  à  dis- 
position oblique  ou  cavalière,  en  supposant  d'abord  que  le 
nombre  de  cases  soit  le  carré  d'un  nombi'c  premier,  puis  le  carré 
d'un  nombre  impair  composé. 

M.  le  capitaine  Reinhart  a  donné  quelques  pages  sur  l'emploi 
du  papier  calque  |)our  la  solution  graphique  de  problèmes  de  con- 
struction géométrique,  et  M.  Filz-Patrick  une  Note  sur  un  certain 
nombre  de  problèmes  géométriques  qui  se  résolvent  très  simple- 
ment en  pliant  et  en  découpant  du  papier.  Tout  cela  est  extrê- 
mement ingénieux. 

C'est  M.  A.   Aubry   qui   a  apporté  à  l'Ouvrage  la  plus  longue 
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contribution,  presque  le  tiers  du  Volume.  On  appréciera  siirement 
la  patience  et  le  goût  avec  lesquels  il  a  récolté  en  Arithmétique, 
en  Algèbre  et  en  Géométrie  un  nombre  extraordinaire  de  faits  cu- 
rieux, de  problèmes  singubers,  de  sobitions  inattendues,  d'énigmes 
irritantes,  de  jobs  amusements  ;  d'ailleurs  beaucoup  des  sujets 
qu'il  traite  ont  de  la  portée  et  se  rattachent  directement  soit  à  des 
théories  classiques,  soit  à  des  applications  pratiques. 

Plus  d'un  professeur,  en  lisant  ces  pages,  notera  divers 
exemples  dont  il  saura  se  servir  pour  orner  son  enseignement, 
pouc  réveiller  la  curiosité  de  ses  élèves,  pour  les  étonner  ou  sim- 
plement pour  les  amuser.  Tout  cela  est  excellent  :  l'uniformité, 
l'ennui,  la  solennité  ne  sont  pas  indispensables  au  maître  qui  veut 
enseigner  avec  ordre,  avec  rigueur  et  montrer  comment  les  idées 
s'enchaînent.  J.    T. 


SCHLESINGER  (L.).  —  Buricht  ûber  die   Entwickelung  der  Théorie 

DER    LINEAREN    DiFFERENTIALGLEICHUNGEN   SEIT    l865    (*).    I    VOlume    in-8°, 

iv-i33  pages.  Leipzig  et  Berlin,  Teubner,  1909. 

M.  Schlesinger  a  pris  pour  épigraphe  de  son  beau  rapport,  sur 
le  développement  de  la  théorie  des  équations  dilTérentielles  li- 
néaires, cette  pensée  de  Leopardi  :  Il pià  certo  modo  di  celare 
agli  altri  i  confini  dcl  proprio  sapere  e  di  non  trapassarli.  En 
choisissant  cette  épigraphe,  M.  Schlesinger  a,  sans  doute,  voulu 
être  modeste  ;  mais  il  s'est  trcm|)é  ;  tous  ceux  qui  liront  les  60  pages 
où  il  a  résumé  son  sujet,  qui  feuilletteront  la  liste  des  1742  Mé- 
moires ou  Livres  qui  s'y  rapportent  en  seront  convaincus. 

C'est  que,  en  effet,  le  développement  de  la  théorie  des  équations 
difTérentielles  linéaires  s'est  fait  dans  des  directions  très  diverses, 
qu'il  est  lié  aux  j^rincipaux  progrès  réalisés  en  Analyse  depuis  un 
demi-siècle,  dans  la  théorie  générale  des  fonctions,  dans  l'étude  et 
la  création  des  fonctions  particulières,  dans  la  théorie  des  groupes. 
Celui  qui  le  connaît  à  fond  manifeste,  en  le  racontant,  la  grande 
étendue  de  ses  connaissances  mathématic|ues. 


(')  Extrait  du  Tome  XVIII  du  Jaliresbericht  der  deutschen  Mathetnatiker 
Vereiiii^unsr. 
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L'illusion  de  M.  Sclilesinger  provient  sans  doute  do  ce  qu'il  est 
très  familier  avec  son  sujet;  il  semble  f|ue  ce  que  nous  possédons 
vraiment  tienne  peu  de  place  dans  notre  esprit. 

Comment  les  idées  et  les  méthodes  s'engendrent,  divergent,  se 
ra|»j)roclient,  c'est  ce  que  doit  montrer  un  rapport  comme  celui 
de  M.  Schlesinger.  L'ordre  qu'il  convient  d'adopter  pour  l'expo- 
sition d'une  matière  aussi  riclie  et  aussi  vaiiée  ne  peut  être 
purement  cluouologique,  parce  que  les  diverses  branches  s'ac- 
(;roissent  simultanément  et  qu'il  faudrait  sauter  conlini:cllemenl 
de  l'une  à  l'autre.  M.  Schlesinger  a  distingué  quehpies  branches 
principales,  dont  il  a  suivi  le  développement  et  les  ramifications 
depuis  le  Mémoire  fondamental  de  Fuchs  (i865)  jusqu'à  nos 
jours. 

Après  une  courte  introduction,  où  il  met  en  évidence  le  rôle 
(|u'ont  tenu,  dans  les  découvertes  de  Fuchs,  d'une  part  les  idées 
|irofondes  sur  la  nature  des  solutions  de  ré([ualion  hypergéomé- 
trique  que  R.iemann  avait  émises  et,  d'autre  part,  les  recherches 
sur  le  développement  en  séries  entières  des  solutions  d'une  équa- 
tion différentielle  que  Cauchj  avait  ouverles  et  cju'avaicnt  conti- 
nuées Briot  et  Bouquet,  l'auteur  traite  d'abord  des  théorèmes 
d'existence  (développements  en  séries,  méthodes  des  approxima- 
tions successives,  méthodes  d'interpolation  ),  puis  de  la  théorie  gé- 
nérale (rôle  et  distinction  des  points  singuliers,  solutions  asym|jlo- 
tiques,  équations  de  Fuchs);  deux  Chapitres  sont  ensuite  consacrés, 
l'un  aux  analogies  des  équations  dillV-reutielles  linéaires  avec  les 
équations  algébriques,  l'autre  aux  analogies  entre  les  fonctions 
qui  satisfont  aux  équations  diUerentielles  linéaires  et  les  fonctions 
algébriques.  Le  premier  traite,  en  particulier,  de  l'extension 
aux  équations  linéaires  de  la  théorie  de  Galois,  des  équations 
adjointes,  des  invariants  différentiels,  des  équations  différentielles 
linéaires  algébriquement  intégrables,  de  l'équation  de  I^amé,  à 
propos  de  laquelle  l'auteur  fait  ressortir  ce  fait  que  la  solution 
d'Hermite  fournissait  le  premier  exemple  de  cette  méthode  d'uni- 
formisation dont  le  caractère  général  devait  apparaître  bientôt 
dans  les  travaux  de  M.  Poincaré.  Dans  l'autre  Chapitre,  l'auteur 
s'occupe  des  recherches  i-elatives  à  la  détermination,  pour  les  équa- 
tions de  Fuchs,  des  substitutions  de  passage  et  du  groupe  de  mo- 
nodromie,  des  équations  différentielles   que  vérilient  les  modules 
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de  pr-i'iodicilé,  de  ré(|iialioi]  dillérenlielle  de  Poehliaminer  qui 
géiiéridlse  l"é(|iiiilioii  livpeigéotnélrique  ;  des  propin'-lés  de  ces  in- 
léi;rales  définies,  qui  portent  sur  des  soliilior)s  d\'quations  de 
Fuclis,  sont  |)rises  entre  deux  points  d'cnibranchenient  et  généra- 
lisent les  intégrales  alx-liennes  ;  enlin  de  rechange  du  paramètre 
el  de  rarguineul.  !>e  Cliiq>itre  suivant  concerne  le  problème  d'in- 
version, les  fonctions  fuclisiennes  et  kleinéennes  de  M.  Poincaré, 
les  travaux  qui  se  lallaclient  aux  belles  découvertes  de  ce  géo- 
mètre dans  ce  domaine.  Enfin  le  sixième  et  dernier  Chapitie,  inti- 
tulé 6^;- //yj^e/^^Aeo/e^/AcAc  Problème,  traite  en  particulier  des 
travaux  sur  la  façon  dont  les  solutions,  les  substitutions  fondamen- 
tales, le  groupe  d'une  écpiation  différentielle  dépendent  d'un  para- 
mètre (pii  figure  dans  son  premier  membre,  de  ceux  enfin  qui  se 
rapportent  au  problème  de  Riemann,  c'est-à-dire  à  la  construction 
d'équations  difrérentielles  admettant,  avec  des  points  d'embran- 
chements donnés,  des  substitutions  fondamentales  données. 

J'ai  déjà  dit  que  la  bibliographie,  arrêtée  en  1907,  compre- 
nait 1742  numéros.  Elle  est  dressée  par  année  et  comjn-end  les 
iodicalions  désirables;  un  index  par  noms  d'auteurs  rend  les 
recherches  très  faciles  ;  on  est  heureux  de  voir  M.  Richard 
Fuchs  prendre  déjà  dans  cette  liste  une  place  importante. 

J.  T. 


PUli.MIÉUli   PAllTIE. 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE. 


Jànet(P.)-  — Leçons  cV Électrotechnique  générale,  professées  à  l'École 
supérieure  crÉleclricité.  S*'  édition.  T.  F'  :  Généralités;  Courants  continus. 
In-8",  VII-417  p-  avec  fig.  Paris,  Gautliier-Viliars.  i3  fr. 

TissoT  (C.)-  —  La  téléphonie  sans  fil.  In-S",  26  p.  Paris,  H.  Dunod  et 
E.  Pinat.  -i.  fr. 

AppELL  (P.).  —  Traité  de  Mécanique  rationnelle.  T,  III  :  Ecjuilibre  et 
mouvement  des  milieux  continus.  In-8",  viii-646  p.,  70  fig.  Paris,  Gauthier- 
Villars.  20  fr. 

AxTUONV,  Gardner  Chace  and  G.  Francis  Asiiley.  —  Descriptive  Geo- 
metry.  x-[3o  p.,  diagrs.  Boston,  Healh.  2  sh. 

BoQiKT  (F.  ).  —  Les  observations  méridiennes.  Théorie  et  pratique. 
XII-6G0  p.  av.   162  fig.  et  2  pi.  Paris,  0.  Doiii  et  fils.   10  fr. 

Encyklopàdie  der  matheniatischen  JVissenschaffen  m.  Einschluss 
ihrer  Ann>endungen.  Hrsg.  ini  Auftrage  der  Akadeniien  der  Wissen- 
schaften  zu  Gottingen,  Leipzig, Miinchen  u.  IVien, sow'ie  unter  Alitwirkg. 
zahireicher  Fachgenossen.  III.  Bd  :  Géométrie.  Red.  v.  W.  Fr.  Meyer. 
2.  Tl.  4.  Heft.  In-8",  p.  457-570.   Leipzig,  B.-G.  Teubner. 

Lelteneggeu  (i.)-  —  Lehrbuch  der  Differential-Rechnung.  Zum  Ge- 
brauche  an  hoheren  Lehranstallen  sowie  zum  Selbststudium  bearb.  In-8, 
160  p.  avec  fig.  Bern,  iV.  Franke.  Relié  :  3,>.o  m. 

MoxLALR  (  [-).;.  —  Tables  de  multiplication  et  de  division  à  l'usage  des 
agents  des  contributions  directes  et  du  cadastre,  etc.  In-fol.,  999  p. 
Rennes,  Oberthiir.   Br.,  25  fr.  ;   rel.,  28  fr. 

TuRNER  (G. -C.  ).  —  Graphical  methods  in  applied  Matliematics.  In-8", 
7^x4fi  398  p.  London,  Macmillan.  6  sh. 

Vallois  (  E.  ;.  —  Cours  de  Géométrie  descriptive  à  l'usage  des  candidats 
à  l'École  des  Beaux-Arts.  In-S",  3o8  p.  avec  fig.  Paris,  Gauthier-\'illars. 
7,5o  fr. 

TiioMsox  (Sir  J.-J.).  —  Eléments  of  tlie  mathematical  theory  of  Elec- 
tricity  and  Magnetism.  4"'  edit.  In-8",  7!  X  4|,  558  p.  Cambridge  Univ- 
Press.  10  sh. 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE.  223 

Atlas  lunaire,  publié  par  la  Société  belge  d'Astronomie.  111-4".  Paris, 
Gautbier-^  illars.  3  fr. 

BoLZA  (Osk.).  —  Vorlesiingen  ûb.  Varialionsrechnung.  Umgearb.  u. 
stark  verm.  deutscbe  Ausg.  der  Lectures  on  tlie  calculus  of  variations 
desselben  A'erf.  i.  Lfg.  Gr.  in-8",  iv  et  3oi-54i  p.,  72  fig.  Leipzig,  B.-G. 
Teubner.  G  m. 

CoFi'ix  (  Jos.-G.). —  Vector  anal ysis- :  an  introduction  to  vector  nietliods 
and  their  various  applications  to  physics  and  nialheniatics.  In- 12", 
xix-248  p.,  avec  fig.  New-York,  JdIui  Wiley  and  Sons.  2,3o  sh. 

CoMBEROLsSE  (  Diî  ).  —  Cours  de  Mathématiques.  T.  IV:  Algèbre  supé- 
rieure, 2*  partie,  3"  éd.  In-8",  xxiv-832  p.  Paris,  Gauthier-Villars.  1  j  fr. 

Encyklopddie  der  niatlieniatischen  Wissenschaften  m.  Einschluss 
ihrer  Anwendungen.  Hrsg.  im  Auftrage  der  Akademien  der  Wissen- 
schaften zu  Gottingen,  Leipzig,  .Miinchen  u.  Wien,  sowie  unter  Mitwirkg. 
zahireicher    Fachgenossen.  III.    Bd.  :   Géométrie.    Red.  v.  W.-Fr.  Meyer. 

I.  Tl.   III.  Heft.  ln-8",  p.  389-480.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  3  m. 

Flchs  (L.;.  —  Gesammelle  mathematische  Werke.  Hrsg.  v.  Rich.  Fuchs 
u.  Ludw.  Sclilesinger.  3.  Bd.  :  Abhandiungen  (  1888-1902)  u.  Reden.  Red. 
V.  Rich.  Fuchs.  In-8°,  xi-460  p.  Berlin,  !\layer  et  Millier.  28  m.;  relié, 
32, 5o  m. 

Klein  (F.).  —  Elementarmatliematikvom  hôheren  Standpunkte  aus. 

II.  Tl .  :  Géométrie.  Vorlesung,  geli.  im  Sommersem.  1908.  Ausgearb.  v. 
E.  Hellinger.  Gr.  in-8",  viii  p.  et  5i5  p.  autogr.  avec  fig.  Leipzig,  B.-G. 
Teubner.  7.  Jo  m. 

KowALEWSKi  (Gerh.).  —  EinfiiJirung  in  der  Determinantentheorie 
einschliesslich  der  unendliclien  u.  der  Fredolmschen  Determinanten. 
Gr.  in-8'',  v.-35o  p.  Leipzig,  Veit  et  Co.  i5  m.;  relié.  16  m. 

MiXKOWSKi  (Herm.).  —  Raum.  u.  Zeit.\ ovlra^.  Mil  dem  Bildnis  Herm. 
Minkowskis  sowie  e.  \  orwort  v.  A.  Gulzmer.  (Sonderdr.)  In-8",  111-14  p. 
Leipzig,  B.-G.  Teubner.  80  m. 

Répertoire  bibliographique  des  sciences  mathématiques.  18*^  série. 
Fiches  1701  à  1800.  Paris,  Gautllier-^'illars.  2  fr. 

ScHiKiG  (Rich.).  —  Tabulœ  cœlestes  continentes  omnes  stellas  cœli 
borealis  nec  non  australis  nudis  oculis  conspicuas.  Himmels-Atlas,  enlh. 
aile  m.  blossen  Augen  sichtbaren  Sterne  beider  Hemisphaeren.  In  2  neu- 
bearb.  u.  erganzter  Aufl.  hrsg.  v.  P.  Gôtz.  32""'  X  22*"",  9  pi.  en  couleurs 
avec  IV  p.  de  texte,  Leipzig,  E.  Gœbler.  Gart.,  3  m. 

ScHWERiNG  (Karl).  —  Lehrbuch  der  kleinsten  Quadrate.  Gr.  in-8", 
vn-ioj  p.  avec  3  fig.  Freiburg  i.  B..  Herder.  2,40  m.;  relié,  2,80  m. 
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I.ouKNTZ  (II. -A.)-  —  The  tJieury  of  clecArons.  In-8".  Loinloii,  \utt.  9  sh. 

LonKNTZ  (II. -A.). —  The  theory  of  electi-ons  and  ils  (ipplicdlions 
lo  the  phenoniena  of  light  and  radiant  lieal.  A  courses  of  lectures 
(B.-G.  Teubncr's  Samnilung  v.  Lehrbiichern  au/  dem  Gehiete  der 
niatheniatischen  VVissenschaften  ni.  Einschluss  ihrer  Anucndtingen). 
Gr.  in-8",  iv-:]]2  p.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  H  111.;  relié,  g  m. 
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AUERBACH  (Félix).  —  Taschknblcii  fur  Mathematiker  und  Physiker, 
iinler  iMitwirkung  voa  Fr.  Alerbach,  O.  Knopf,  H.  Liebmann,  E.  Wol- 
FiNG,  U.  A.,  herausgegeben.  In-8,  XLiv-4io  pages,  avec  un  portrait  de 
Lord  Kelvin.  Leipzig  et  Berlin,  B.-G.  Teubner,  1909. 

L'auteur  de  ce  nouveau  Manuel  a  voulu  combler  une  lacune;  il 
a  voulu  mettre  les  mathématiciens  et  les  physiciens  sur  le  même 
pied  que  les  chimistes,  les  astronomes,  les  ingénieurs,  les 
i;éographes,  et  les  doter  d  un  Annuaire  où  ils  pourront  trouver 
tous  les  renseignements  et  toutes  les  Tables  ([ui  leur  sont  indispen- 
sables pour  leurs  travaux  de  chaque  jour.  S  il  a  réuni  dans  un 
même  Volume  ceux  de  ces  mo}'ens  d'étude  qui  conviennent  aux 
mathématiciens,  et  ceux  qui  conviennent  aux  physiciens,  c'est 
qu'il  a  pensé  que  deux  Manuels  distincts  auraient  trop  de  parties 
communes  et  qu'il  convenait  j)our  cette  raison  de  les  fondre  en  un 
^eul. 

La  partie  mathématique  a  été  tiaitéeparM.  Wolfing,  de  Stuttgart  ; 
«lie  comprend  l'Arithmétique,  l'Algèbre,  la  résolution  des  équations, 
la  théorie  des  séries,  l'Analvse,  la  théorie  des  fonctions,  la  Géométrie 
•élémentaire,  la  Géométrie  supérieure,  la  Géométrie  infinitésimale, 
le  calcul  graphique  et  l'analyse  des  vecteurs,  le  tout  traité  en 
160  pages  environ.  La  Mécanique  a  pour  auteur  AL  Liebmann,  de 
Leipzig;  elle  comprend  à  peine  \o  pages,  dans  lesquelles  sont 
exposées  les  notions  essentielles  de  Statique,  de  Cinématique  et  de 
Dynamique.  Les  notions  de  Physique,  qui  comprennent  i5o  pages, 
■sont  dues  à  M.  Félix  Auerbach.  En  une  vingtaine  de  pages  M.  Fr. 
Anerbacha  exposé  les  lois  essentielles  de  la  Chimie  générale.  C'est 
à  M.  Knopf,  d'iéna,  que  sont  dues  les  notions  astronomiques  cl 
les  Tables  qui  constituent  une  partie  importante  de  la  préface. 

Bull,  des  Sciences  niatliém.,  2'  série,  t.  \XXIII.  (((ctobre  1909.)  ij 
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Enfin  l'auloiir  a  fait  précéder  son  Ouvrage  dune  courte  et  inté- 
ressante Notice  sur  Lord  Kelvin,  à  laquelle  se  joint  un  beau  portrait 
du  grand  phvsicien-géomètre.  J.    G. 


BEUTEL  (E.).  —  Algebraische  Kurven.  Erster  Teil  :  Kurvendiscussiox. 
(Sammlung  Gôschen.)  i  volume  iu-i8,  147  pages,  Leipzig,  G.-J.  Guschen 
1909- 

Le  titre  de  ce  petit  Volume  est  parfaitement  clair  :  l'auteur  .s'y 
est  proposé  de  montrer  comment  on  peut  rapidement  construire 
une  courl)e  donnée  par  son  équation  en  coordonnées  ponctuelles. 
Il  expose  les  théories  qui  sont  nécessaires  pour  cet  objet  et  les 
applicpic  à  des  exemples  bien  choisis.  J.   G. 


JAULIN(E.). —  Travaux.  GRAPHIQUES,  i  volume  in-i6,  vi-474  pages, 
avec  789  figures  et  8  planches.  Paris,  H.  Dunod  et  E.  Pinat,  1909. 

Cet  Ouvrage  sur  les  travaux  graphiques  est  consacré  à  l'étude 
d'une  partie  des  généralités  qui  constituent  l'instruction  première 
des  ingénieurs  et  conducteurs. 

L'auteur,  qui  a  été  chef  des  li-avaux  graphiques  à  l'Ecole  Cen- 
trale pendant  plusieurs  années,  élail  particulièrement  qualifié  pour 
écrire  cet  Ouvrage,  qui  se  recommande  surtout  par  son  caractère 
pratique,  exempt  de  toute  spéculation  relative  à  la  tiiéorie  des 
courbes  et  des  surfaces,  et  dont  la  lecture  est  accessible  aux  per- 
sonnes ne  possédant  C[ue  les  premiers  éléments  de  la  Géométrie. 

Après  avoir  étudié  sommairement  les  notions  de  Géométrie 
descriptive  absolument  indispensables,  l'auteur  aborde  les  appli- 
cations à  la  théorie  et  au  tracé  des  ombres,  la  perspective,  la 
charpente,  la  coupe  des  pierres,  la  gnomonique,  etc.  Les  Chapitres 
suivants,  relatifs  au  dessin  géométrique  et  au  lavis  théorique, 
seront  très  appréciés  des  praticiens  qui  y  trouveront  une  foule  de 
renseignements  utiles  et  de  nombreux  exemples.  G.  J. 
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BRIOSCHI  (Francesco). —  Opère  matematiciie  pubblicate  fer  cura  del 
CoMiTATO  PER  LE  ONORAXZE  A  Fraxcesco  Brioschi  (G.  Ascoli,  V.  Gerruti, 
G.  Colombo,  L.  Cremona,  G.  Negri,  G.  Schiaparelli).  Tomo  quinto  ed 
ullimo.  In-4°,  xii-556  pages.  Milan,  Ulrico  Hœpli,  1909. 

Le  Volume  cinquième  et  dernier  des  OEuvres  de  Brioschi  dont 
nous  avons  aujourd'iiui  à  rendre  compte  a  été  préparé  et  revu  pour 
l'impression  par  les  professeurs  F.  Gerbaidi  et  E.  Pascal.  Il  se 
distingue,  il  est  inutile  de  le  dire,  par  les  mêmes  qualités  que  les 
précédents.  Nous  y  trouvons  la  fin  des  Notes  insérées  dans  les 
Comptes  rendus  de  notre  Académie  des  Sciences  et  quelques 
Mémoires,  presque  toujours  isolés,  publiés  dans  diflérenls  Recueils  : 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  Annales  scien- 
tifiques de  l'Ecole  Normale  supérieure,  Mathematische 
Annalen,  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
Proceedings  oftJie  London  ma thematiccd  Society ,  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  etc. 

Dans  l'ensemble  des  cinq  \olumes,  les  éditeurs  ont  toujours 
réuni  les  Mémoires  parus  dans  un  même  recueil.  Cela  trouble 
l'ordre  chronologique,  mais,  pour  remédier  à  cet  inconvénient,  ils 
nous  ont  donné  le  classement  par  oi'dre  chronologique  de  tous  les 
Mémoires  contenus  dans  les  cinq  Volumes  de  la  belle  publication 
qui  leur  fera  grand  honneur.  A  lous  les  services  qu'ils  ont  ainsi 
rendus  au  lecteur,  les  éditeurs  en  ajoutent  un  autre  encore.  Ils 
nous  donnent  la  liste  des  publications  mathématiques  de  Brioschi 
qu'ils  ont  éliminées  pour  différents  motifs.  C'est  ainsi  que  la  nou- 
velle édition  ne  comprend  pas  le  Traité  sur  les  déterminants,  que 
Brioschi  a  publié  en  i854,  et  qui  a  contribué  beaucoup  à  répandre 
une  théorie  restée  jusque-là  en  possession  d'un  petit  nombre  de 
grands  géomètres. 

Ainsi  se  trouve  dignement  terminée  la  lâche  que  le  Comité  avait 
assumée.  Il  nous  souvient  d'avoir  vu  le  buste  de  Brioschi  dans  la 
salle  des  séances  de  l'Académie  des  Lincei.  L'édition  achevée 
aujourd'hui  contribuera  pour  sa  part  à  faire  revivre  le  talent  et 
l'habileté  de  l'excellent  géomètre.  G.   D. 
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ANDRÉ  r DÉSIRÉ).  —  Des  notations  mathématiques.  E numération, 
choix  et  usage,  i  volume  in-8,  xyiii-joi  pages.  Paris,  Gauthier- 
\illars,  1909. 

1.  Tout  le  monde  sait  ce  qu'on  appelle  notations  niathéma- 
tiques.  Ce  sont  les  signes  écrits,  autres  que  les  mots  du  langage 
ordinaire,  qui  figurent  dans  les  Livres  ou  Mémoires.  Ces  notations 
se  rencontrent,  sous  forme  rudimentaire,  dans  les  écrits  des  géo- 
mètres de  1  Vuliquité;  elles  se  sont  accrues  lentement  pendant  le 
Mojen  Age,  se  sont  fort  développées  à  Tépoquede  la  Renaissance 
et  ont  pris  aux  xviii"  et  xix*^  siècles  la  forme  sous  laquelle  nous  les 
einplovons  aujourd'hui.  Elles  ont  eu  pendant  tout  ce  temps,  et 
ont  encore  de  plus  en  plus,  une  intluence  très  considérable  sur  les 
])rogrès  de  la  Science;  on  pourrait  dire  que  sans  elles  les  Mathé- 
matiques modernes  n'existeraient  point;  elles  constituent  donc, 
dans  l'étude  de  ces  sciences,  un  sujet  d'une  importance  capitale  : 
on  pouvait  s'étonner  qu'il  n'existât  encore  aucun  Ouvrage  qui  leur 
fût  entièrement  consacré. 

M.  Désiré  André  vient  de  combler  cette  lacune,  en  publiant  un 
fort  volume  in-8",  intitulé  :  Des  notations  mathématiques.  Enii- 
mération,  clioix  et  usage.  Ce  titre  fait  connaître  l'objet  de  ce 
Livre  et  en  indique  les  grandes  divisions.  Ce  sont  elles  que  nous 
allons  suivre  pour  en  présenter  une  analyse  fort  incomplète, 
quoique  assez  étendue. 

L 

!2.  Sous  le  titre  cVÊnumération,  la  première  Partie  a  pour  but 
de  faire  connaître  l'ensemble  des  signes  employés  présentement 
dans  les  Mathématiques  soit  pures,  soit  appliquées.  Elle  considère  : 
d'abord,  les  signes  de  grandeurs;  j)uis,  les  signes  de  calcul; 
ensuite,  les  signes  d'objets;  enfin,  les  signes  de  rédaction. 

3.   Dans  les  quatre  Chapitres  relatifs  aux.  signes  de  grandeurs, 
comme  dans  tout  le  reste  de  l'Ouvrage,  se  trouvent  une  multitude  n^ 
d'observations,  de  remarques,  d'exemples,  de  règles  strictes.  Nous 
parlerons  seulement  des  plus  importantes  de  celles-ci. 
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D'abord,  loiis  les  chiffres  doivenl  être  nets  et  simples;  dans  les 
assemblages  qu'ils  forment,  ils  doivent  se  suivre  conformément 
aux  lois  de  la  numération;  ils  doivent  de  plus  être  séparés  nette- 
ment les  uns  des  autres  :  //  ne  faut  jamais  lier  entre  eux  les 
chiffres  (V un  nombre  comme  on  lie  entre  elles  les  lettres  d'  un 
mot. 

La  numération  des  fractions  décimales  n'est  qu'une  extension 
de  celle  des  nombres  entiers.  La  virgule  placée  à  la  droite  du  chiffre 
des  unités  partage  le  nombre  en  deux  portions  :  la  partie  entière 
et  la  mantisse;  mais  les  cludres  de  tout  le  nombre  sont 
symétriques  deux  à  deux  j)ar  rapport  au  chiffre  des  unités.  Dans 
les  nombres  fractionnaires  décimaux,  d'ailleurs,  comme  dans  les 
nombres  entiers,  les  suites  de  chiffres  un  peu  longues  doivent  être 
divisées  en  groupes  par  des  vides;  mais  ces  vides  doivent  être  des 
vides  absolus  :  le  nombre  ne  doit  contenir  aucun  point  et,  quant 
aux  virgides,  il  n  en  doit  contenir  qu'une,  celle  qui  suit  le  chiffre 
des  unités. 

Les  quantités  déterminées  se  représentent  par  le  nombre  qui  les 
mesure,  joint  à  l'indication  de  l'unité  employée.  Pour  les  quantités 
continues  usuelles,  on  emploie  les  unités  du  système  métrique, 
leurs  multiples  et  sous-multiples,  indiqués  par  un  système  d'abré- 
viations très  régulier  et  très  simple;  le  nombre  exprimant  la 
mesure  ne  doit  contenir  qu'une  virgule  et  qu'une  indication 
d'unité.  Les  quantités  telles  que  les  durées  et  les  angles  se  repré- 
sentent par  des  nombres  complexes,  composés  de  groupes  de 
chiffres  offrant  chacun  une  indication  d'unité  et  séparés  par  des 
vides  absolus  :  ils  ne  peuvent  jamais  comprendre  qu'une  virgule, 
celle  qui  précède,  s'il  v  a  lieu,  la  fraction  décimale  complémen- 
taire. Pour  les  nombres  décimaux  très  grands  ou  très  petits,  les 
physiciens  en  réduisent  souvent  la  partie  entière  à  une  valeur  assez 
faible,  en  les  multipliant  par  une  puissance  de  lo  d'exposant 
positif  ou  négatif;  cette  puissance  est  précédée  d'un  point  :  le 
point  ne  doit  être  employé  isolément  que  comme  signe  de  la 
multiplication. 

Les  grandeurs  inconnues  ou  variables  ne  peuvent  s'écrire  en 
chiffres.  On  les  représente  le  plus  souvent  par  des  lettres  de  l'al- 
phabet latin  ou  de  l'alphabet  grec.  11  faut  que  ces  lettres  soient  de 
forme  franche,  de  contour  bien  arrêté,  et  nettement  séparées  les 
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unes  des  autres.  Les  menus  éléments  modificateurs,  accents, 
indices,  exposants  qui  les  affectent  en  doivent  être  aussi  séparés, 
hien  que  très  rapprochés. 

4.  Comme  l'ont  montré  Sleiner  et  Bourget,  les  opérations  fon- 
damentales de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre  sont  au  nombre  de 
sept.  L'addition  et  la  soustraction  doivent  avoir  des  signes  assez 
longs  dans  le  sens  horizontal.  La  multiplication  et  la  division,  des 
signes  assez  courts.  Voilà  pourquoi  on  remplace  par  un  point,  ou 
supprime  tout  à  fait  le  signe  de  la  multiplication;  mais  cette  sup- 
pression n'est  peut-être  pas  exempte  d'inconvénient.  Quant  à 
l'élévation  aux  puissances,  elle  possède  deux  inverses  :  la  recherche 
de  la  racine  et  la  recherche  de  l'exposant.  Cette  dernière  opération 
a  reçu  de  Bourget  le  noui  à'cxponentatioii. 

Les  signes  de  coordination  jouent  dans  l'écriture  et  la  dispo- 
sition des  calculs  un  rôle  de  la  plus  haute  importance.  Ce  sont  les 
signes  de  groupement.,  les  signes  de  séparation.,  les  signes  de 
correspondance.  Les  signes  de  groupement  sont  la  parenthèse,  le 
crochet,  le  trait  horizontal  supérieur.  Il  existe  entre  eux  une  sorte 
de  hiérarchie  :  il  ne  faut  jamais  superposer  de  signes  de  grou- 
pement possédant  la  même  forme.  Les  signes  de  séparation  sont 
la  virgule,  le  point-et-virgule,  le  Irait  droit  horizontal  ou  vertical, 
on  pourrait  dire  ausssi  les  places  laissées  vides.  Ce  sont  les  signes 
de  cette  sorte  qui  servent  à  séparer  les  diverses  parties,  les  diverses 
phases  du  calcul.  Quant  aux  signes  de  correspondance,  ce  sont  les 
lignes  de  points,  les  accolades,  les  traits  droits  ou  courbes.  Bien 
que  passés  d'ordinaire  sous  silence,  les  signes  de  coordination 
s'emploient  constamment,  toujours  au  grand  avantage  de  Tordre 
et  de  la  clarté. 

Aucune  notion  tnathématique  n'est  plus  importante  que  celle 
de  fonction.  Les  fonctions  dites  explicites  ne  demandent  pas  de 
notations  spéciales!  Les  variantes  de  M.  Méraj  s'écrivent  à  l'aide 
d'une  lettre  affectée  d'un  ou  plusieurs  indices.  Les  fonctions  indé- 
terminées telles  que  f{x).,  les  fonctions  déterminées  telles  que 
sin.r  s'écrivent  à  l'aide  de  ce  qu'on  appelle  les  caractéristiques  :  ces 
caractéristifjues  devraient  toujours  être  formées  d^ une  lettre 
unique.,  ou  de  plusieurs  lettres  liées  ensemble  et  constituant  un 
monos'ramme. 
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Un  nombre  dépendant  d'un  autre,  par  exemple  le  module  d'une 
imaginaire,  doit  s'indiquer  par  une  notation  spéciale.  Une  fonction 
dépendant  d'une  autre,  par  exemple  la  dérivée,  l'intégrale,  le 
résidu  d'une  fonction  donnée,  doit  se  représenter  par  une  notation 
rappelant  cette  fonction  donnée.  La  question  de  la  représentation 
des  fonctions  est  une  question  compliqnée.  Elle  est  traitée  dans 
l'Ouvrage  que  nous  analysons  avec  toute  l'ampleur  qui  lui 
convient. 

Ce  sont  les  signes  de  relation  qui  jiermettent  d'écrire  les 
phrases  mathématiques.  Ils  sont  de  deux  sortes:  \es  signes  cV  éga- 
lité^ auxquels  se  rattachent  les  signes  d'identité,  de  congruence, 
d'équipollence,  d'équivalence.  Les  signes d' inégalité pvopvemenl 
dits,  auxquels  se  rattachent  les  signes  négatifs  de  relation  et  les 
signes  positifs  doubles.  L'auteur  signale  la  grosse  faute  qu'on  a 
commise  en  prenant  le  signe  ^  de  la  congruence  pour  signe  de 
l'identité.  11  fait  remarquer  d'autre  part  que  les  signes  positifs 
doubles  sont,  dans  la  pratique,  fort  supérieurs  aux  signes  négatifs 
de  relation. 

O.  En  dehors  des  signes  de  nombres  ou  quantités  et  des  signes 
de  calcul,  on  doit  considérer  les  signes  d'objets.  Les  plus  simples 
sont  les  signes  de  la  Géométrie  pure.  Ils  consistent  en  lettres  qu'on 
place  soit  sur  les  figures  planes,  représentées  exactement,  soit  sur 
les  figures  de  l'espace,  représentées  par  des  procédés  tels  que  la 
Perspective  ou  la  Géométrie  descriptive.  L'auteur  indique  la 
manière  de  bien  placer  les  lettres  sur  les  figures,  et  aussi  la  méthode 
()u'il  convient  de  suivre  pour  désigner  les  figures  non  tracées. 

Ce  sont  les  coordonnées  des  différentes  espèces  qui  servent  de 
fondement  à  la  Géométrie  analytique.  Les  systèmes  de  coordonnées 
sont  homogènes  ou  hétérogènes,  parfaits  ou  imparfaits.  11  faut  tenir 
compte  de  ces  difierences  pour  bien  choisir  les  lettres  représentant 
les  coordonnées  de  chaque  point  et  servant  à  l'écriture  des 
équations.  Ces  équations  nous  donnent  tantôt  une  représentation 
paramétrique  des  lignes  et  surfaces;  tantôt  une  représentation  sans 
[paramètre.  Certaines  équations  nous  définissent  une  seule  ligne  ou 
surface;  d'autres  nous  en  définissent  une  famille.  Parfois,  on 
emploie  juste  le  nombre  de  coordonnées  nécessaire;  d'autres  fois, 
on  en  emploie  un  plus  grand  nombre,  qui  alors  ne  sont  pas  indé- 
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|)endai)les  les  unes  des  autres.  L'auieurdil  iiii  mot  des  hyperespaces, 
de  la  représenlatioii  intrinsèque  des  combes  et  des  géoniélries 
analyti(|ues  sans  coordonnées. 

r^es  Mathéma tiques  appliquées  possèdent  plusieurs  notations 
(jui  leui-  sont  propres  et  qu'on  ne  saurait  exposer  complètement. 
L'auteur  donne  un  aperçu  des  notations  de  la  Stéréotomie,  de  la 
Charpente,  de  la  Géométrie  cotée,  de  la  Topographie,  de  la  Géo- 
désie, de  l'Astronomie  et  de  la  Mécanique.  Jl  ne  dit  pour  ainsi 
dire  qu'un  mot  de  celles  de  la  Physique,  de  la  Chimie  et  de  l'His- 
toire naturelle.  Il  lait  remar(|uer  cependant  <|ue,  dans  ces  dernières 
sciences,  le  rôle  des  Mathématiques  va  sans  cesse  en  grandissant 
et  que  ce  fait  est  inévitahle.  Toute  science ^  dit-il,  à  mesure 
qu'elle  avance,  s' enrichi L  de  lois  numériques  de  plus  en  plus 
nombreuses  et  précises.  Or^  rien  ne  saurait  remplacer  V  Algèbre 
pour  exprimer  de  pareilles  lois  et  pour  en  développer  toutes  les 
conséquences. 

7.  Tout  travail  écrit  exige  rpion  ait  recours  aux  signes  de 
rédaction^  c'est-à-dire  aux  signes  qui  servent  au  bon  agencement 
des  matières,  à  leur  distribution,  à  leur  disposition.  Les  préceptes 
concernant  les  divisions  d'un  Livre  ou  Mémoire,  les  Tables  et  titres 
courants,  les  appels  de  notes,  les  renvois  à  un  paragraphe  s'ap- 
pliquent à  tous  les  Ouvrages.  Mais  les  Mathématiques  exigent,  en 
oiilre,  des  préceptes  particuliers  relatifs  aux  figures  et  aux  calculs. 
Il  faut  que  les  ligures  soient  mises  en  place  commode  et  f|u'on  les 
puisse  consulter  sans  peine.  11  faut  dire  dans  quel  cas  le  langage 
ordinaire  peut  s'introduire  au  milieu  des  calculs  et  les  notations 
s'intercaler  dans  le  texte.  Pourabréger,  surtout  dans  les  manuscrits, 
on  remplace  parfois  certains  mots  très  fréc|uents  par  des  caractères 
qui  ne  sont  le  plus  souvent  que  de  petites  images  des  objets.  Dans 
quelle  mesure  peut-on  se  servir  de  ces  petites  images?  Bien  plus, 
on  a  fait  récemment  des  tentatives  très  méritoires  pour  créer  une 
pasigraphie  mathématique.  L'auteur,  qui  loue  beaucoup  ces  ten- 
tatives, se  demande  loutefois  si  elles  donneront  les  heuieux 
résultats  que  certains  se  croietit  fondés  à  en  espérer. 
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8.  La  seconde  partie  des  notations  mathématiques  est  intitulée  : 
Choix.  Son  but,  c'est  de  résoudre  cette  question  :  Etant  donné  an 
système  quelconque  d^ objets,  créer  pour  le  représenter  un.  sys- 
tème excellent  de  signes.  On  j  étudie  successivement:  les  qualités 
fondamentales  des  signes  de  toute  espèce;  les  signes  généraux  et 
les  signes  des  quantités  mesurées;  les  systèmes  ne  comprenant 
qu'une  sorte  d'objets  ;  ceux  qui  en  comprennent  deux  ou  plusieurs  ; 
enfin  certains  systèmes  particuliers  où  le  bon  choix  des  signes  est 
difficile,  sinon  impossible. 

9.  M.  D.  André  entend  par  netteté  an  signe  ^ensemble  des 
conditions  auxquelles^  pour  être  bon^  doit  satisfaire  un  si^ne 
quelconque,  considéré  en  lui-même,  c'est-à-dire  considéré 
isolément,  abstraction  faite  de  l'objet  qu'il  représente. 

Il  faut  que  ce  signe  soit  bien  visible  ;  qu'il  ait  une  forme  franche 
et  décidée;  que  sa  position  et  son  orientation  dans  l'ensemble  de 
l'écriture  ne  souffrent  aucune  indécision,  et  qu'il  en  soit  de  même 
pour  les  positions  relatives  des  éléments  qui  le  composent  et  des 
menus  modificateurs,  accents,  exposants,  indices  dont  il  est  affecté. 
Il  faut  de  plus  que  tous  ces  éléments  soient  bien  séparés  ou  réunis; 
que  leur  nombre  ne  soit  pas  trop  grand;  que  l'ensemble  qu'ils 
forment  ne  soit  pas  compliqué.  L'auteur  distingue  entre  la  com- 
plexité et  la  complication.  La  complexité  ne  peut  pas  toujours 
être  évitée,  la  complication  doit  toujours  l'être.  11  faut  enfin  que 
le  signe  soit  immuable,  et  de  nature  telle  que  nous  puissions  faci- 
lement nous  l'assimiler. 

Plusieurs  signes  considérés  ensemble,  abstraction  faite  des 
objets  qu'ils  représentent,  doivent  pour  être  bons  posséder 
certaines  qualités.  C'est  l'ensemble  de  ces  qualités  que  l'auteur 
désigne  par  le  mot  précision.  Pour  que  des  signes  soient  précis, 
il  faut  d'abord  que  deux  quelconques  d'entre  eux  présentent  une 
différence,  simple  ou  multiple,  mais  très  nette,  très  tranchée.  Que 
le  même  signe  représente  toujours  le  même  objet,  et  que  deux 
objets  différents  soient   toujours  représentés  par  deux  signes 
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tliff'érents  :  c'est  une  première  règle  Ton  dam  en  la  le.  Que  le  même 
objet  soit  toujours  représenté  par  le  même  signe  et  que  deux 
signes  différents  représentent  toujours  deux  objets  différents  : 
c'en  est  une  seconHe.  Ces  deu\  rèf;les  devraient  êlre  conslamnienl 
observées  :  les  infiaclions  pullulent.  Il  est  encore  une  condition 
(]ue  les  signes  doi\enl  toujours  remplir  :  c'est  de  pouvoir  être 
facilement  rapportés  à  leurs  ol)jels  respectifs.  I^'auteur  recommande 
le  moyen  mnémonique  le  plus  simple,  celui  qui  remonte  aux 
premiers  algébrisles,  et  qui  consiste  à  représenter  chaque  objet  par 
l'initiale  de  son  nom. 

Pour  pouvoir  bien  étudier  un  objet,  il  faut  que  nous  en  avons 
constamment  les  diverses  propriétés  présentes  à  l'esprit.  Il  faut  donc 
que  le  signe  de  l'objet  nous  exprime  ces  propriétés.  Si  l'objet  est 
simple,  son  signe  doit  être  sim|)le;  si  l'objet  est  complexe,  son 
signe  doit  être  complexe.  Le  signe  doit  nous  montrer  la  compo- 
sition ou,  si  l'on  veut,  la  structure  de  l'objet.  Il  doit  de  même  nous 
en  montrer  la  symétrie  et  la  dissymétrie.  En  définitive,  il  doit  nous 
rappeler  tout  ce  qu'il  estnécessaire  que  nous  sachions.  Par  contre, 
il  ne  doit  rien  nous  rappeler  de  superflu  :  faire  dire  trop  de  choses 
au  signe,  c'est  un  sûr  moyen  de  l'alourdir  et  de  le  con)pliquer. 

Lorsque  l'on  considère  en  même  temps  plusieurs  objets  et  qu'on 
s'occupe  de  les  représenter  par  des  signes,  il  faut  que  ces  signes 
MOUS  rappellent  les  relations  qui  existent  entre  leurs  objets.  Deux 
objets  comparés  l'un  à  l'autre  peuvent  être  analogues  ou  disparates  : 
les  deux  signes  qui  les  représenteront  devront  être  de  même  ana- 
logues ou  disparates.  Des  objets  analogues  deux  à  deux,  et  ana- 
logues (le  la  même  façon,  formeront  une  sorte  d'objets  :  des  signes 
j)résentant  les  mêmes  [)ropriétés  formeront  une  sorte  de  signes. 
Aux  objets  constituant  une  sorte  d'objets,  devront  toujours 
correspondre  des  signes  constituant  une  sorte  de  signes.  Aux 
objets  constituant  deux  sortes  différentes  d'objets,  devront 
toujours  correspondre  des  signes  constituant  deux  sortes  diffé- 
rentes de  signes.  Dans  une  même  question  :  les  sortes  d'objets 
et  les  sortes  de  signes  se  correspondront  chacune  à  chacune  et 
seront  en  même  nombre.  S'il  existe  des  correspondances  particu- 
lières entre  les  objets  de  deux  sortes,  il  devra  exister  des  corres- 
pondances pareilles  entre  leurs  signes.  Le  système  entier  des 
signes   devra   être   une  image  fidèle   du   système   entier   des 
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objets.  Voilà  I  un  des  principes  les  plus  iinporlanls  de  toute  la 
théorie  des  notations.  Il  nous  prouve  que  le  choix  des  signes  doit 
toujours  être  précédé  d'un  examen  minutieux,  et  aussi  d'une 
classification  complète  de  tous  les  objets  à  représenter. 

10.  Il  existe  toutefois  deux  cas  où  cet  examen  et  cette  classifi- 
cation ne  sont  pas  nécessaires.  Le  premier  est  celui  on  l'on  n'a  à 
choisir  que  des  signes  généraux  :  chifl'res,  signes  d'opérations, 
signes  de  coordination,  de  relations,  de  rédaction,  c'est-à-dire  que 
des  signes  qui  ne  changent  point  quand  on  passe  d'une  question  à 
une  autre.  Le  second  cas  est  celui  où  il  s'agit  de  représenter  des 
quantités  mesurées.  Les  signes  employés  alors  doivent  être  d'une 
précision  absolue  :  il  faut  dire  toujours  de  quel  genre  de  quantités 
l'on  parle  et,  lorsque  la  nature  de  la  quantité  est  connue,  de  quelle 
unité  on  se  sert  pour  la  mesurer.  On  doit  choisir  avec;  le  plus  grand 
soin  les  abréviations  indiquant  les  unités,  leurs  multiples  et  sous- 
multiples,  car  ce  sont  les  mauvaises  abréviations  qui  ont  causé  la 
plupart  des  erreurs  courantes.  Il  faut,  pour  que  les  signes  soient 
comparables,  que  les  quantités  d'une  même  espèce  soient  toutes 
mesurées  avec  la  même  unité,  et  que  les  f|uantités  d'espèces  diffé- 
rentes qui  se  correspondent,  par  exemple  les  longueurs,  les  super- 
ficies, les  volumes,  soient  toutes  exprimées  à  l'aide  des  unités 
correspondantes.  Il  faut  enfin  choisir  la  grandeur  de  l'unité  : 
prendre  une  unité  très  petite  pour  mesurer  les  quantités  très 
petites;  une  unité  très  grande  pour  mesurer  les  quantités  très 
grandes.  Ce  n'est  qu'à  cette  condition  qu'on  obtiendra,  comme 
résultat  du  mesurage,  des  nombres  qui  ne  seront  ni  trop  grands,  ni 
trop  petits  :  eu  un  mot,  des  nombres  modérés. 

il.  Les  signes  particuliers,  c'est-à-dire  les  lettres  marquées  sur 
les  figures  et  les  lettres  désignant  soit  les  données,  soit  les 
inconnues,  varient  quand  on  passe  d'un  problème  à  un  autre.  Le 
choix  en  est  plus  difficile,  parce  qu'il  exige  un  examen  et  une 
classification  préalables  des  objets  à  représenter. 

Supposons  d'abord  des  objets  d'une  même  sorte  :  ils  devront 
être  représentés  par  des  signes  d'une  même  sorte,  en  même  nombre 
que  les  objets  et  leur  correspondant  chacun  à  chacun.  Soient  trois 
objets  analogues  :  on  les  représentera  par  trois  lettres  consécutives 
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d'un  même  alphabet,  par  exemple  a,  b,  c\  ou  trois  lettres  iden- 
tiques affectées  de  trois  indices  consécutifs,  a,,  «21  (^s  |  o'i  trois 
lettres  identiques  affectées  de  trois  accents  consécutifs,  a',  a",  a!" . 
Il  en  serait  ainsi  quel  que  fût  le  nombre  des  objets  analogues,  et 
lors  même  qu'il  croîtrait  iniléfinimenl. 

Deux  lettres  appartenant  à  deux  alphabets  différents,  ou  à  deux 
variiHés  d'un  même  alphabet,  ou  au  même  alphabet  mais  n'y 
occupant  pas  deux  places  continues,  ne  sont  jamais  deux  signes 
analogues  et  ne  peuvent  représenter  deux  objets  analogues.  Bien 
plus,  deux  lettres  identiques,  l'une  sans  accent  ni  indice  et  l'autre 
affectée  d'un  indice  ou  d'un  accent,  par  exemple  a  et  «(,  b  et  b' , 
ne  sont  pas  non  plus  deux  signes  analogues.  Une  foule  de 
géomètres  les  emploient  cependant  comme  tels;  ils  se  refuseront 
d'abord  à  changer  leurs  habitudes  ;  nous  croyons  cependantqu'après 
avoir  lu  le  livre  des  Notations  mathématiques^  et  réfléchi  sur  les 
exemples  nombreux  qu'il  renferme,  ils  se  rangeront  à  l'opinion  si 
nette  et  si  ferme  de  M.  D.  André. 

Lorsque  les  objets  analogues  sont  un  peu  nombreux,  ils  se  dis- 
posent parfois  d'eux-mêmes  en  une  suite  linéaire;  mais  souvent  ils 
ne  nous  offrent  aucun  moyen  de  leur  donner  celle  disposition.  En 
les  ordonnant  ainsi,  nous  introduisons  parmi  eux  un  ordre  artificiel. 
L'auteur  rappelle  ce  mot  de  Bacon  :  Ucsprit  humain  met  souvent 
dans  les  choses  plus  d'ordre  qu' il  n'y  en  a. 

l!2.  Deux  objets  disparates  doivent  toujours  être  représentés  par 
deux  signes  disparates  :  par  a  et  /,-,  par  b  et  [î,  par  c  et  c',  par/ 
ety, .  Une  règle  aussi  simple  devrait  être  toujours  observée  :  elle 
est  constamment  enfreinte.  L'Ouvrage  que  nous  analysons  en 
donne  une  Ibule  d'exemples  tirés  de  l'Arithmétique,  de  la  Géo- 
métrie analvtique,  de  l'Algèbre,  de  la  Mécanique. 

Après  avoir  considéré  deux  objets  disparates,  il  s'occupe  des 
systèmes  comprenant  deux  sorte*  d'objets  :  d'abord  deux  objets 
d'une  sorte  et  un  de  l'autre;  puis  n  objets  d'une  sorte  et  un  de 
l'autre;  enfin  p  objets  d'une  sorte  et  q  de  l'autre.  Ce  dernier  cas 
est  très  général.  On  en  trouve  un  exemple  dans  le  système  de  n 
forces  quelconques  appliquées  à  un  corps  solide  associé  à  l'un  des 
systèmes  de  deux  forces  qui  lui  sont  équivalents. 

Lorsque  l'on  considère  ainsi  deux  sortes  d'objets,  il  arrive  sou- 
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vent  qiiil  existe  des  correspondances  entre  certains  objets  de  la 
première  sorte  et  certains  objets  de  la  seconde.  La  première  sorte 
étant  composée  d'un  seul  objet  et  Ja  seconde  de  plusieurs,  il  se 
peut  cpie  l'objet  unique  tie  la  première  sorte  corresponde  à  un 
objet  déterminé  de  la  seconde;  il  se  peut  aussi  qu'il  corresponde 
à  tous  et  leur  corresponde  symétriquement,  comme  il  arrive  pour 
la  somme  de  plusieurs  nombres  et  pour  ces  nombres  eux-mêmes. 
11  se  peut  encore  qu'il  v  ait  des  correspondances  entre  p  objets 
d'une  sorte  et  q  de  l'autre.  11  se  peut  enfin  que,  les  deux  sortes 
d  objets  en  comprenant  le  même  nombre,  ces  objets  se  corres- 
pondent chacun  à  cliacun.  Toutes  ces  correspondances  doivent  être 
indiquées.  L'auteur  montre  comment  on  les  indique  en  employant 
des  nombres  pairs  et  impairs,  des  accents,  des  indices.  Il  donne 
enfin  des  exemples  où  les  correspondances  sont  mal  indiquées  et 
même  quelques-uns  où  elles  ne  le  sont  pas  du  tout. 

Lorsque  le  système  des  objets  à  représenter  en  renferme  plus  de 
deux  sortes,  le  choix  des  nolalions  est  plus  long,  plus  compliqué, 
mais  il  revient  évidemment  à  appliquer  plusieurs  fois  les  principes 
relatifs  au  cas  de  deux  sortes.  Il  va  sans  dire  qu'ici  encore  toutes 
les  correspondances  doivent  être  indiquées;  qu'elles  doivent  l'être 
exactement;  mais  qu'il  ne  faut  jamais  que  les  notations  puissent 
faire  croire  à  des  correspondances  mensongères.  L'auteur  nous 
donne,  pour  les  systèmes  contenant  plus  de  deux  sortes  d'objets, 
une  multitude  d'exemples  tirés  de  l'Àritlimétique,  de  l'Algèbre, 
de  l'Analyse,  de  la  Mécanique,  de  la  Géométrie  pure,  de  la  Géo- 
métrie analytique.  Ces  exemples  nous  offrent  tantôt  de  bonnes 
applications  des  règles,  tantôt  des  infractions  tlagranles.  Les 
exemples  d'infractions  sont,  comme  toujours,  de  beaucoup  les 
plus  nombreux. 

13.  11  ne  faudrait  pas  croire  que  les  règles  données  par  l'auteur, 
non  plus  d'ailleurs  qu'aucunes  autres  règles,  suffisent  dans  tous 
les  cas  à  obtenir  des  notations  excellentes.  11  existe  des  systèmes 
d'objets,  et  ce  ne  sont  pas  les  moins  intéressants,  pour  lesquels 
une  représentation  parfaite  est  difficile  et  parfois  impossible.  C'est 
à  en  donner  des  exemples  que  M.  D.  André  emploie  le  dernier 
Chapitre  de  sa  deuxième  Partie. 

il   V  considère  d'abord   la   formation   des  Tableaux  à  deux  ou 
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|)lnsieiirs  indices;  les  classifications  superposées  que  ces  Tahleaux 
rendent  visibles;  puis  la  manière  de  noter  les  arrangements,  per- 
mutations, combinaisons  simples  ou  complètes;  il  montre  enfin 
qu'on  est  conduit  en  Géométrie,  lorsqu'on  ne  trace  pas  les  figures, 
à  employer  des  notations  systématiques. 

Quant  aux  systèmes  impossibles  à  représenter  d'une  façon  par- 
faite, il  en  donne  trois  exemples  :  la  rose  des  vents,  les  2-  droites, 
les  polyèdres  réguliers.  Les  notations  spéciales  qu'il  en  fait  con- 
naître sont  très  remarquables;  sauf  peut-être  pour  les  polyèdres 
réguliers,  elles  étaient  déjà  connues  :  ce  sont  sans  doute  les 
meilleures  qu'on  ait  encore  publiées. 


III. 

14.  La  troisième  Partie  est  intitulée  Usage.  Elle  indi(pie  la 
manière  dont  les  signes,  une  fois  choisis,  doivent  être  employés. 
Elle  considère:  d'abord,  les  expressions;  ensuite,  les  relations; 
enfin,  les  calculs. 

lo.  Il  faut  avant  tout  que  les  signes  simples  servantà  écrire  les 
expressions  soient  eux-mêmes  parfaitement  écrits.  11  faut  ensuite 
fpie  les  menus  modificateurs  qui  les  alTeclent  soient  assez  grands, 
bien  à  leur  place  et  nettement  séparés  du  signe  simple.  Les  élé- 
ments de  l'écriture  étant  partagés  en  éléments  significatifs  et 
éléments  non  significatifs,  il  faut  que  les  premiers  soient  toujours 
séparés  les  uns  des  autres,  et  les  seconds  toujours  réunis  à  l'un  au 
moins  des  éléments  voisins.  Les  signes  simples  formant  une  suite 
doivent  être  bien  alignés,  bien  calibrés.  Les  vides  existant  dans 
celte  suite  doivent  être  d'importances  inégales  :  plus  grands  entre 
deux  expressions  voisines  qu'entre  deux  éléments  voisins  d'une 
même  expression. 

Ces  vides  d'ailleurs  ne  doivent  jamais  être  trop  grands  ni  trop 
petits.  Il  ne  faut  point  que,  par  la  recherche  de  la  brièveté,  certains 
signes  deviennent  trop  rapprochés  :  en  matières  difficiles,  on  doit 
viser  à  être  clair  plutôt  (ju'à  être  bref.  Dans  la  bonne  écriture, 
l'ordre  des  éléments,  même  celui  des  facteurs  d'un  produit,  n'est 
point  indifférent.  L'omission  d'un  signe  est  a  fortiori  une  faute 
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grave.  C  est  surtout  l'omission  des  signes  de  groupement  qui  a  des 
conséquences  fâcheuses.  C'est  elle,  eu  particulier,  qui  rend  les 
expressions  ambiguës.  Le  pléonasme,  qui  se  rencontre  souvent, 
n'a  d'autre  inconvénient  que  d'alourdir  l'expression,  [^'auteur  est, 
d'ailleurs,  partisan  d'une  régularité  absolue.  On  ne  saurait  l'en 
blâmer. 

La  structure  du  signe  avait  été  considérée  dans  la  deuxième 
Partie.  La  structure  des  expressions  l'est  ici.  L'auteur  y  étudie  la 
structure  des  monômes  entiers,  celle  des  monômes  Iraclionnaires, 
celle  des  polynômes  ordonnés:  puis  les  coefficients  de  ceux-ci; 
puis  les  correspondances  qui  doivent  être  marquées  entre  les  divers 
éléments.  De  quelle  façon  faut-il  ordonner  les  fonctions  algé- 
briques entières  à  plusieurs  variables?  C'est  là  une  question  sou- 
vent difficile  :  elle  aboutit,  en  dernière  analyse,  à  la  façon  d'or- 
donner les  permutations,  arrangements  et  combinaisons. 

Les  expressions  à  élémenls  inliniment  nombreux  :  sommes 
d'une  infinité  de  termes  et  produits  d'une  infinité  de  facteurs,  ne 
peuvent  évidemment  se  représenter  in  extenso.  L'auteur  indique 
d'abord  la  façon  de  les  représenter,  ou  plutôt  de  les  indiquer  en 
abrégé.  Il  donne  ensuite  la  manière  de  les  écrire  sous  forme  con- 
densée à  l'aide  des  symboles  S  et  II.  Ces  svmboles,  (|ui  conviennent 
parfaitement  aux  sommes  et  produits  limités,  s'étendent  d'eux- 
mêmes  à  ceux  où  le  nombre  des  élémenls  est  infini,  à  ceux  même 
où  il  est  infini  dans  les  deux  sens,  l'indice  variable  pouvant  prendre 
toutes  les  valeurs  de  — ce  à  +  oc.  Il  arrive  parfois  que,  dans  la 
suite  des  valeurs  que  l'indice  peut  prendre,  certaine  valeur  p;ali- 
culière  demande  à  être  exceptée  :  on  donne  le  moyen  d'indiquer 
cette  exception.  On  considère  ensuite  les  S  et  les  H  qui  |)résenlenl 
plusieurs  indices;  on  explique  la  façon  de  les  calculer,  et  de  les 
remplacer,  au  grand  avantage  de  la  clarté  et  de  la  précision,  par 
des  expressions  condensées,  formées  de  S  et  de  II  superposés. 

Sous  le  titre  de  Notations  particulières,  le  Chapitre  suivant 
nous  présente  certaines  expressions  spéciales,  qui  s'emploient 
constamment,  qui  ne  sont  pas  toutes  indispensables,  mais  qu'il 
faut  connaître  toutes.  Ce  sont  d'abord  les  déterminants  dont  le 
rôle  est  si  grand  dans  l'étude  des  équations  linéaires;  les  factorielles 
qui  figurent  dans  tous  les  développements  el  qui  jouent  un  rôle 
considérable    en    Analyse    conibinatoire  ;    les   fractions   continues 
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limitées  ou  illiinilées,  simples  ou  périodiques;  les  formes  algé- 
briques de  tous  les  degrés  et  de  lous  les  ordres;  les  subsliuilions, 
les  différences,  les  notations  symboliques  et  les  opérateurs  si 
employés  dans  la  nouvelle  Algèbre.  Ces  dernières  expressions, 
l'auteur  le  fait  remarquer  expressément,  sont  surtout  précieuses 
parce  qu'elles  sont  des  expressions  abrégées  possédant  une  grande 
puissance  mnémonique. 

16.  Les  relations,  égalités  ou  inégalités,  sont  les  projjositions, 
les  phrases  de  la  langue  mathématique.  On  ne  doit  point  introduire 
dans  leur  intérieur  de  mots  tirés  du  langage  ordinaire.  Le  plus 
souvent,  afin  de  les  rendre  comparables  entre  elles,  on  réduit  leur 
second  membre  à  zéro 5  mais  il  est  des  cas  nombreux  où  cette 
réduction  serait  fautive.  De  même,  il  y  faut  tanlôt  chasser  les  déno- 
minateurs, tantôt  les  laisser  tels  quels.  Ce  qui  doit  décider  celui 
(pii  écril,  c'est  surtout  la  considération  des  correspondances  qui 
existent  entre  les  variables  et  certaines  constantes.  Les  écpiations 
très  l)ien  écrites,  les  équations  types  se  nomment  d'ordinaire 
éqiialions  canonicjues.  Elles  renferment  parfois  des  délerininants 
sous  forme  de  Tableaux.  Ces  déterminants  produisent  presque 
toujours  d'utiles  abréviations.  M.  D.  André  fait  d'ailleurs  remarquer 
que,  dans  une  relation  quelconque,  l'ordre  o\\  l'on  écrit  les  deux 
membres  n'est  point  inditlérent  t't  ne  saurait  être  arbitraire. 

Avant  de  passer  aux  systèmes  d"('(piations  proprement  dits, 
l'auteur  s'occupe  des  équations  continues.  Il  a|jpelle  ainsi  les 
suites  linéaires  d'ex|)ressions  où  deux  expressions  consécutives 
sont  toujours  séparées  par  un  signe  égal.  Jl  existe  de  même  des 
relations  continues  :  ce  sont  des  suites  analogues  aux  précédentes, 
où  figurent  des  signes  d'inégalité.  Les  équations  ou  relations  con- 
tinues, lues  comme  elles  sont  écrites,  s'accordent  mal  avec  le 
langage  ordinaire,  et  ce  désaccoid  produit  souvent  des  fautes.  Les 
premiers  exemples  d'équatiou'*  continues  sont  ceux  (|u'on  obtient 
en  écrivant  que  les  quantités  formant  deux  suites  sont  directement 
ou  inversement  |)roportionnelles.  Les  jjroportions  n'en  sont  que 
des  cas  particuliers,  et  elles  ne  peuvent  s'écrire  dans  un  ordre 
(|iielconque.  C'est  aux  proportions  que  se  rattachent  plusieurs 
locutions  anciennes,  ainsi  que  l'ancien  algorithme  des  rapports  ou 
raisons,  des  proportions  continues,  des  progressions  arithmétiques 
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et  géométriques,  algorithme  qui  devrait  être  entièrement  aban- 
donné, qui  subsiste  encore  en  partie,  et  auquel  il  faut  rapporter 
certaines  notations  rarement  employées,  mais  parfois  assez 
obscures. 

Parmi  les  systèmes  proprement  dits  d'équations,  les  plus 
simples  sont  les  systèmes  de  deux  équations  analogues,  et  aussi 
les  systèmes  de  deux  équations  de  définition,  où  les  seconds 
membres  ne  sont  que  les  expressions  développées  des  premiers. 
Viennent  ensuite  les  systèmes  de  trois  équations  analogues  et, 
parmi  eux,  les  systèmes  de  trois  équations  réversibles  ;  puis  les 
systèmes  de  quatre  équations;  et  enlin  les  svstèmes.de  n  équations 
quelconques.  Les  systèmes  de  n  équations  linéaires  ont  évidemment 
une  importance  capitale.  On  fait  connaître  les  notations  si  remar- 
quables employées  par  Cramer  dans  le  mémorable  travail  qu'il  leur 
a  consacré.  On  s'occupe  enfin  des  abréviations  utilisées  dans  l'écri- 
ture des  systèmes.  Certaines  de  ces  abréviations  portent  sur  les 
équations  isolées;  d'autres,  sur  l'ensemble  même  du  système. 
Comme  exemples  de  ces  dernières,  on  cite  celles  que  Lamé  a 
emplovées  dans  son  beau  Livre  sur  les  coordonnées  curvilignes. 

17.  La  première  opération  à  elFectuer  dans  la  résolution  d'un 
problème,  c'est  le  choix  des  notations  initiales.  Ce  choix  doit 
toujours  se  fonder  sur  la  classification  des  objets  à  étudier  :  il  doit 
être  objectif  et  non  pas  subjectif.  On  y  doit  considérer  à  la  lois  les 
données  et  les  inconnues.  Dans  les  problèmes  où  les  inconnues 
sont  d'une  nature  spéciale,  l'énoncé  les  indique  de  lui-même.  On 
cherche  parfois  à  en  réduire  le  nombre:  mais  celte  l'éduction  n'est 
[)as  toujours  exempte  d'inconvénients.  Dans  la  plupart  des  pro- 
blèmes de  Géométrie  pure,  les  inconnues  sont  des  longueurs  qu'il 
s'agit  de  choisir.  13ans  les  problèmes  de  Géométrie  analyli(|ue,  la 
première  opération  à  effectuer,  c'est  de  choisir  les  coordonnées  : 
coordonnées  polaires  ou  bipolaires,  coordonnées  cartésiennes  dans 
le  plan  ou  dans  l'espace.  Il  laut  pour  ce  choix  tenir  le  plus  grand 
compte  de  la  classification  des  données.  Si  l'on  a  comme  données, 
soit  dans  le  plan,  soit  dans  l'espace,  n  éléments  pareils,  c'est-à-dire 
n  droites  ou  n  plans  jouant  tous  le  même  rôle,  il  faut  se  servir  : 
dans  le  plan,  du  noyau  polygonal  formé  par  ces  droites;  dans 
l'espace,  du  noyau  polyédrique  formé  par  ces  plans  :  il  faut  aban- 
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donner  les  coordonnées  siiHisanles  de  Descartes  el  recourir  aux 
coordonnées  surabondanles  de  Bobillier. 

Les  notations  initiales  une  fois  choisies,  on  doit  procéder  à  la 
mise  en  équations  du  problème.  On  facilite  grandement  cette  opé- 
ration />«/■  la  considération  de  certaines  quantités  qui  touchent 
d' une  partaux  inconnues, de  l'aulreauxdonnées.quiétablissent 
entre  celles-ci  et  celles-là  comme  des  sortes  de  ponts.  Ce  sont 
les  cjuantités  intermédiaires .  On  peut  ranger  parmi  les  quantités 
de  cette  sorte  :  les  coefficients  indéterminés  employés  en  Algèbre 
et  les  paramètres  auxiliaires  employés  en  Géométrie  pure  el  en 
Géométrie  analytique.  C'est  sur  la  considération  de  ces  paramètres 
(lu'on  s'appuie  pour  arriver. à  la  représentation  algébrique  soit  des 
courbes  planes,  soit  des  courbes  gaucbes  et  des  surfaces.  Les 
familles  de  courbes  et  de  surfaces  se  représentent  finalement  par 
des  équations  où  il  reste  encore  un  ou  plusieurs  paramètres, 
appelés  aussi  constantes  arbitraires.  Certains  êtres  géométriques, 
à  définition  très  large,  par  exemple  les  surfaces  cylindriques  ou 
coniques,  nous  pi'ésentent,  lorsqu'on  les  prend  dans  toute  leur 
généralité,  ce  qu'on  appelle  des  fonctions  arbitraires. 

Mais,  quelles  qu'elles  soient,  toutes  les  équations  possibles, 
relatives  aux  sciences  du  concret,  doivent  posséder  une  liomogé- 
néité  véritable,  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  V homogénéité 
apparente  résultant  de  l'introduction  d'une  variable  spéciale.  Tl 
faut  de  plus  que  les  équations  qui  servent  de  points  de  départ 
présentent  une  svmétrie  ou  dissymétrie  rappelant  celle  des  objets 
étudiés.  Il  faut  enfin  que,  si  certaines  des  premières  équations  nous 
sont  données  a  priori.,  celles  que  nous  leurs  associons  soient  en 
complet  accord  avec  celles-là. 

Comment  diriger  les  calculs  pour  résoudre  le  système  des 
équations  obtenues?  En  s'inspirant  des  données,  et  par  conséquent 
des  notations  initiales;  en  recourant  en  même  temps,  le  plus 
|}0ssible,  au  mécanisme  algébrique.  Pour  abréger,  il  faut  employer 
des  expressions  simples,  remplaçant  les  expressions  compliquées 
pendant  tout  le  lemps  où  celles-ci  restent  les  mêmes.  11  faut 
recourir  aux  changements  d'inconnues  et  aux  substitutions.  Lors- 
qu'il V  a  des  symétries,  en  tenir  soigneusement  compte  :  les 
inconnues  entrant  symélricjuement  dans  les  équations  doivent 
toujours  se  calculer  de  façon  symétrique.  Très  souvent,   pour 
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calculer  ces  inconnues  symétriques,  il  faut  choisir  une  inconnue 
auxiliaire.  Ce  sont  les  calculs  eux-mêmes  qui  doivent  nous  la  faire 
connaître.  Dans  les  éliminations,  il  faut  s'inspirer  du  même  prin- 
cipe :  les  quanlités  entrant  symétriquement  doivent  s'éliminer 
symétriquement.  Ce  principe  est  tellement  général,  qu'il  faudrait 
même  que  les  théorèmes  de  Géométrie  à  énoncé  symétrique  pussent 
se  démontrer  symétriquement. 

Le  complément  nécessaire  de  la  résolution  d'un  problème,  c'est 
évidemment  la  vérification  des  résultats  obtenus.  On  sait  à  l'avance, 
dans  la  plupart  des  questions,  le  genre  de  la  solution  à  trouver.  On 
peut  prévoir  quelques  propriétés  et  même  quelques  racines  des 
équations  finales.  On  peut  dire  a  priori  que  certaines  lettres  ne 
figureront  point  dans  le  résultat.  Les  dernières  équations  doivent 
présenter  l'homogénéité  géométrique,  l'homogénéité  algébrique  et 
aussi,  lorsf|u  il  y  entre  des  infiniment  grands  ou  des  infiniment 
petits,  l'homogénéité  d'infinitude.  Une  Ibrmule  étant  obtenue  où 
la  variable  indépendante  est  laissée  quelconque,  si  l'on  prend 
une  lettre  particulière  pour  variable  indépendante  nouvelle,  puis 
qu'on  fasse  la  transformation  inverse,  on  doit  retrouver  la  formule 
initiale.  Enfin,  le  résultat  de  tout  problème  doit  présenter  une 
svmétrie  ou  une  dissymétrie  qu'on  a  pu  également  prévoir.  Ces 
moyens  de  vérification  sont  nombreux  :  l'auteur  fait  remarquer 
cependant  ({u'on  peut,  dans  chaque  cas  |)articulier,  en  obtenir 
d'autres  en  étudiant  à  fond,  pour  en  tenir  absolument  compte,  la 
nature  spéciale  du  problème  considéré. 


IV. 

18.  Si  étendue  qu  elle  soit,  l'analyse  qu'on  vient  de  lire  est 
néanmoins  incomplète.  Elle  ne  dit  rien  de  l'Introduction  très 
développée  intitulée  :  Discours  préliminaire.  C'est  cependant  à  la 
fin  de  ce  Discours  que  l'auteur  explique  le  but  qu'il  s'est  proposé 
d'atteindre  :  Donner  des  règles  sûres  pour  bien  choisir  et  bien 
employer  les  notations,  c'est-à-dire  pour  bien  écrire  en  Mathé- 
matiques. 

Ces'règles  forment  l'objet  entier  des  deux  dernières  Parties  de 
l'Ouvrage.  Elles  sont  nombreuses,   claires,   nettes.   Peut-être   les 
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Irouvera-l-on  Irop  rigoureuses  et  troj)  strictes.  Mais  ce  n'est  qu'à 
ces  conditions  qu'elles  pouvaient  être  utiles.  Des  exemples  précis 
et  variés,  qui  en  sont  comme  autant  d'illustrations,  en  rendent 
d'ailleurs  l'application  aisée.  Grâce  au  fJvre  de  M.  Désiré  André, 
il  sulïira  d'être  attentif  et  soigneux  pour  arriver  à  écrire  l)ien.  Et 
quels  avantages  si  tous  les  Ouvrages  et  Mémoires  étaient  hien 
écrits!  Ils  seraient  plus  faciles  à  lire  et  à  comprendre;  le  stvle  en 
paraîtrait  jjlus  élégant,  plus  délicat,  plus  agréable;  peul-étre 
s'apercevrait-on  alors  que  1  esprit  géométrique  et  1  esprit  dv.  linesse 
sont  moins  incompatibles  que  Pascal  ne  l'avail  pensé. 
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COSSERAT  (  E.  et  F.). —  Théorie  des  corps  uéformables.  [  volume  in-8 
de  nî  pages.  Librairie  Hermann,  Paris. 

Ce  \oIiime  esl  la  reproduction  d  un  A|)|>etulice  à  l'édition  fran- 
çaise du  Traité  de  Physique  de  Chwolson  ;  il  fait  suite  à  une 
Note  ajoutée  au  même  Traité  Sur  la  Dynamique  du  point  et 
du  corps  invariable. 

«  Dans  ces  Notes,  disent  les  auteurs,  nous  essayons  d'esquisser 
les  traits  généraux  d'une  exposition  où  un  effort  est  fait  pour 
écarter  les  difficultés  (qui  apparaissent  aujourd'hui  dans  la  Phy- 
sique mathématique)  et  notre  tendance  est  d'établir  une  théorie 
plus  coMipréhensive.    )> 

1.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  rappeler  les  principales  définitions 
introduites  dans  la  première  Note. 

[.a  notion  fondamentale  de  la  Dynamique  est  ici  V action  d'un 
point  en  mouvement,  considérée  comme  un  invariant  dans  le 
groupe  des  déplacements  euclidiens.  Le  point  mobile  étant  rap- 
porté à  un  Irièdre  fixe  Oxyz,  on  considère  sa  vitesse  v  au  temps  i, 
puis  une  fonction  W(()  de  cette  vitesse;  le  pioduit  W  û?;  est 
ïaction  élémentaire  relative  à  l'intervalle  de  lemps  dt  et  l'ac- 
tion A  de  l'instant  <(,  à  l'instant  tf  esl,  par  définition,  l'intégrale 
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A  cette  notion  de  l'action  on  rattache  les  définitions  de  la 
quantité  de  mouvement,  de  la  masse,  du  travail  et  de  l'énergie 
cinétique,  de  la  façon  suivante  : 

Si  les  coordonnées  .z",  JK,  z  de  chacun  des  poinis  de  la  trajectoire 
subissent    des   variations    quelconques   ox,    oy,    oz,    fonctions    du 

Bu//,  des  Sciences  matJiém.,  i°  série,  t.  XXXIII.  (Novembre  rgog.)  i6 
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temps,  laclion  é|)roiive  une  variation  qui  a  pour  expression 

0  A  =  [F  ox  -h  G  oj'-{-  U  Ô3  ]''  —   /      (  X  o:r  -f-  Y  ô^  -^  Z  dz  >  dt. 
en  posant 

F-i^^  G--  —  i^  \\-  -  ^  — 

V     dv     dt  V     di'     dt  ('    (tv    dt 

£/F  Y  -  —  y    _  ^'f^ 

'    "    dt  '  ~    dt'  ^   ~  ~di' 

Par  définition,  le  vecteur  (F,  G,  H),  issu  du  point  x^y^  3,  est  la 

quantité  de  inoiiveineiit  du  poinl  à  l'instant  t  ;    le  fadeur j- ■, 

^  .     '  V    dv 

par  lequel  il  faut  multiplier  les  projections  de  la  vitesse  pour  avoir 
celles  de  la  quantité  de  mouvement,  est  la  masse  inaiipei'tuisienne ; 
le  vecteur  (X,  \,  Z)  issu  du  point  x^y,  z  est  la  force  extérieure 
sur  ce  point. 

Après  avoir  vérifie^  qu'on  peut  écrire 

X  dx  +  Y  dy  ^Zdz^dE  /  E  =  (.-  -y-  —  W  J, 

on  dit  que  E  est  l'énergie  cinétique  du  point  en  mouvement,  de 
sorte  que  la  variation  de  l'énergie  cinétique,  dans  un  intervalle  de 
temps  fini,  est  égale  au  travail  de  la  force  extérieure. 

On  retrouve  les  définitions  de  la  Mécanique  ordinaire  en  sup- 
posant 

\\   =  ( /n  constant); 

mais  il  est  plus  intéressant  de  considérer  la  Mécanique  classique 
comme  une  première  ap|)roximation  de  celle  qui  vient  d'être  défi- 
nie en  considérant,  comme  on  le  (ait  ici  en  détail,  l'élal  de  mou- 
vement infiniment  voisin  de  l'état  de  repos. 

2.  Il  ne  suffirait  pas  de  considérer  des  points  matériels  t<?ls  que 
ceux  qui  viennent  d'être  définis  pour  obtenir  les  milieux  continus 
qu'on  fait  intervenir  en  Physique  dans  la  théorie  de  la  lumière, 
[)ar  exemple.  Il  est  utile  d'associer  à  chaque  point  matériel  du 
milieu  trois  directions  rectangulaires  et  l'on  est  conduit  à  définir 
l'action  d'un  Iricdre  matériel. 
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Pour  cela,  on  rappoile  un  irièdre  mobile  O' x'y' z'  à  Irois  axes 
fixes  Ox,  Oy,  Oz-  et  Ton  cherche  une  fonction  de  deux  positions 
infiniment  voisines  du  trièdre,  qui  reste  invariante  dans  le  groupe 
des  déplacements  euclidiens.  La  solution  g^énérale  s'obtient  en 
prenant  une  fonction  A\  des  quantités  ç,  Tj,  ^,  />,  q,  /•,  qui  sont  les 
composantes  de  la  vitesse  du  point  O'  et  de  la  rotation  instan- 
tanée du  trièdre  suivant  les  axes  mobiles.  Le  produit  Wf/^  est 
l'action  euclidienne  du  trièdre  matériel  O'x'y'z  rehitive  à 
l'intervalle  de  temps  dt. 

En-apj»liquaiit  ici  la  méthode  hamillonienne  de  l'action  variable, 
comme  on  l'a  lait  pour  un  point  matériel,  on  trouve  deux  couples 
de  vecteurs  qu'on  regarde  comme  représentant,  l'un  les  quantités 
de  mouvement  et  l'autre  les  forces  extérieures  pour  le  trièdre 
matériel.  I^'énergie  cinétique  du  trièdre  élant  définie  parla  formule 

^       ,ôW  dW       ^dW  dW  àW  dW 

a>  dr,  dZ,  dp  dq  dr 

et  la  définition  habituelle  du  travail  d'un  système  de  forces  étant 
conservée,  on  trouve  encore  que  la  variation  de  l'énergie  cinétique 
daus  un  intervalle  de  temps  fini  est  égale  à  la  somme  des  travaux 
des  forces  extérieures  pendant  cet  intervalle. 

Ainsi,  pour  le  point  matériel  et  pour  le  trièdre  matériel,  on  a  pu 
déduire  de  la  notion  de  l'aclion  toutes  les  définitions  fondamen- 
tales de  la  Dvnamique  classique.  En  suivant  une  voie  identique 
dans  l'étude  de  la  déformation  statique  ou  dynamique  des  svstèmes 
discrets  de  points  et  des  milieux  continus,  «  on  arrive  à  construire 
une  théorie  générale  de  l'action  sur  l'étendue  et  le  mouvement 
qui  embrasse  tout  ce  qui,  dans  la  Physique  théorique,  est  direc- 
tement assujetti  aux  lois  de  la  Mécanique  ». 

3.  Au  début  de  l'étude  des  corps  déformahles,  les  auteurs 
donnent  les  raisons  analytiques  qui  pistifient  l'étude  séparée  des 
corps  minces^  ligne  ou  surface  déformable.  Mais,  pour  ne  pas 
trop  allonger  ce  comple  rendu,  je  reproduirai  seulement  les  défi- 
nitions principales  et  les  conclusions  relatives  au  Milieu  défor- 
mable en  mouvement. 

On  considère  un  es|)ace  (Mq)  décrit  par  un  point  Mo  dont  les 
coordonnées  sont  ;ro,jKo5  ^0  p^i'  rapport  à  trois  axes  fixes  O^,  Oy^ 
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O;,  et  l'on  adjoint,  à  chaque  point  Mo,  un  trièdre  trirectangle 
Mo^o,  Moj>^o,  Mo  ^0  ;  l'enscnible  continu  de  tels  trièdres  peut  être 
considéré  comme  la  position,  à  un  instant  ^o:  d'un  milieu  défor- 
niahle  défini  de  la  façon  suivante: 

On  donne  au  point  Mo  un  déplacement  Mo  M  lonction  du 
temps  l  et  des  coordonnées  ^o- JKo?  ^o  du  point  Mq,  s'annulant  pour 
t  =:  ^05  puis  on  associe  au  point  M  un  trièdre  M.x'y' z' \  l'ensemble 
continu  à  trois  dimensions  des  trièdres  M.  x' y' z'  sera  Vétat  dé- 
formé an  milieu  considéré  à  l'instant  t. 

En  désignant,  pour  plus  de  symétrie,  par  o,,  o^,  03  les  coor- 
données .ro,  .'oj  ^0  cji'i  servent  de  paramètres  géométricpies  pour 
définir  la  position  du  trièdre  W  x' y' z'  par  rapport  aux  axes  fixes, 
on  appelle  ^i,  ru,  ^i,  pi,  q,, /'i  les  composantes  de  la  vitesse  de 
l'origine  et  de  la  rotation  instantanée  relatives  au  paramètre  p/  et 
ç,  Tj,  V,  />,  g,  r  les  quantités  analogues  relatives  à  la  variable  t. 

Cela  posé,  ['action  euclidienne  de  déformation  et  de  mou- 
vement sur  le  milieu  déformé  ii  r  intérieur  de  la  surface  S  et 
dans  l'intervalle  (t^  to)  est,  par  définition,  l'intégrale 


'1  ''         "^  Sq 


\V  da-„  dyo  dz(,  dt. 


W  étant  une  fonction  de  t,  Xq,  y^,  Zq,  ^j,  ru,  ^,1,  pi,  qi,  /■/,  ç,  r,,  Ç, 
p,  q,  /•,  et  So  désignant  la  surface  du  milieu  (Mo)  q"'  correspond 
à  la  surface  S  du  milieu  (M),  (^ette  intégrale  quadruple  a  une 
variation  nulle  quand  on  soumet  l'ensemble  de  tous  les  trièdres 
à  nne  même  transformation  infinitésimale  du  groupe  euclidien. 

Une  variation  quelconque  de  l'action  cpii    vient  d'être   définie 
peut  être  exprimée  de  la  façon  suivante  : 


d/^         d     d^^ 

-       \     f   f   f(X'  ?j'x^  B'  o'r^  C  oz-^V  8V-^Q'   oJ'^W  ^K')dxodyodzo 

f      /     /     A^ô  0'^  -^  Yo  8>  -f-  Z'o  o's  -H  L'y  ol'  4-  M'o  oJ'  +  N^  oK' )  dx^  djo  dzo  dt 


en  désignant  par  Si',  ûj',  oK'  les  composantes  suivant  M.r',  My',  Mz' 
de  la  rotation  instantanée  et  par  S'^r,  Z'y,  S's  les  projections  sur 
les  mêmes  axes  du  déplacement  du  point  M. 


COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES.  249 

On  reoconlre  ainsi  six  groupes  de  trois  quantités,  tels  (jue 
Fy  G|,  H^  ;  chacun  des  groupes  est  considéré  comme  donnant  les 
projections  sur  M^',  My\  Mz'  d'un  segment  ayant  pour  origine  le 
point  Al. 

On  appelle  : 

Force  extérieure  el  Dionienl  extérieur  au  point  AJ,  rapportés 
à  l'unité  de  volume  du  milieu  non  déformé,  les  segments  X^,  Y|,,  Z^ 

etL;,  m;,,xn;; 

Effort  extérieur  et  moment  de  déformation  extérieure  au 
point  M    de    la  surface  S    les  segments  — Fy,    — G|,,    — H|,    et 

*0'  ^(P  "-()  ' 

Quantité  de  mouvement  et  moment  de  la  quantité  de  mou- 
vement au  point  M,  les  segments  A',  B',  C  et  P',  Q',  R'. 

Les  composantes  de  tons  ces  segments  sont  connues  quand  on 
donne  la  fonction  W  ;  elles  satisfont  à  des  relations  qui  conduisent, 
par  rintroduction  d'auxiliaires  convenables,  aux.  équations  sui- 
vantes : 


dx  riy  Oz 

ôx  ôy  f)z 


=  Y  -  >lï>, 


Ox  ôy  ôz  "        ^' 

ox     ^     dy    ^-dr^P''~P''-^'        ^' 
àx  dy    ^     âz     ^P-"      P-vz-^yi        ^, 


àq.iz    _^  àqy-  ^  Oq.. 
Ox  dy  ()z 


-^Pry  —  Py.v=  N   -cl. 


Dans  ces  équations: 

Pxxi  PxY'.  Pj-z  désignent  les  projections  sur  Ojf,  Or,  O5  de  l'effort 
qui  s'exerce  au  point  M  sur  une  surface  dont  la  normale  intérieure 
est  parallèle  k  Ox\ 

(jxxi  (Jxy,  (Jxz  désignent  les  projections  sur  Ox^  O  >',  Os  du  mo- 
ment de  déformation  en  M  relatif  à  la  même  surface  ; 

X,  Y,  Z,  L,  M,  N  désignent  les  projections  sur  O.r,  Oy^  Oz  de  la 
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force  exlérieiiie  el  du   moment  extérioui-  au  point  M  à  l'inslant  t, 
rapportés  à  l'unité  de  volume  du  milieu  déformé  (M)  ; 

aiU,\l!>,S,  ^i\  ^,  A  sont  des    termes  dépemiant  des   i|iiantili''s  de 
mouvement  et  du  déterminant  fonclioiinel 

_      \){x.  y.  z) 


\){Xo,  JKo,  ^o) 


qui  doivent  être   remplacés    par  zéro  (|uand    ou    étudie   le    milieu 
<lérormable  au  point  de  vu(!  statique. 

Ces  relations  comprennent  comme  cas  particuliers  les  princi- 
pales équations  établies  auparavant  dans  la  t^iéorie  de  l'élasticité 
et  dans  la  théorie  de  tous  -les  milieux  élhérés  que,  depuis  Mac 
Cullagli  jusqu'à  Lord  Kelvin,  on  a  considérés  pour  létude  des 
ondes  lumineuses,  et  elles  conduisent  à  la  notion  (V induction 
magnétique  introduite  par  Maxwell. 

4-.  L'action  euclidienne  de  déformation  et  de  mouvement 
sur  un  milieu  non  continu  se  détinit  d'une  façon  analogue,  en 
considérant  un  système  discret  de  n  trièdres  mobiles  Mix'jy'-z], 
rapportés  à  trois  axes  fixes  O^,  O,,  0-. 

On  est  conduit  à  considérer  une  (onction  W  <|ui.en  dehors  des 
quantités  ç/,  v.,,  Ç,,  />,,  qi,  r/,  dépend  des  arguments  suivants  : 

Les  relations,  de  forme  assez  compliquée,  (|ui  existent  enlie  ces 
arguments  non  indépendants  sont  analogues  aux  relations  connues 
entre  les  distances  /"/y  lorsque  le  nombre  des  points  est  ^5. 

Connaissant  l'action  euclidienne  W  sur  les  Irièdres  considérés, 
on  peut,  par  un  calcul  analogue  aux  précédents,  obtenir  les  expres- 
sions de  la  force  et  du  moment  extérieurs  sur  un  trièdre  quel- 
conque. 

On  trouve  ensuite,  pour  le  travail  élémentaire  relatif  aux  forces 
qui  s'exercent  entre  les  trièdres  élémentaires,  une  expression  de 


■•  —  ^j  y- 

^iyi-  yjï- 

-~{Zi-Zj)^, 

dx,  dxj 
dt     dt 

dyi  dyi 
dt     dt 

dz,    dZj 

^  dt    dt  ' 

dxi, 
■       "^'    dt 

dy,. 

^  'Iz, 
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la  l'orme 


ou  I  ou  a 


E=   >./    iz-r-   -4-...+  P/—  -r-...^^         ,,  +■■■— W 


■=?( 


d\\  ^ 

àW                  dxi 
•■^P'  dp^    dt   ' 

o\\ 

c?'- 

/dx,\ 

(en  n'écrivant  qu'un  terme  pour  chaque  groupe  de  trois  termes 
analoj^ues). 

M\I.  Cosserat  indiquent  qu'il  est  facile  de  déduiie  de  là  une 
dynamique  des  systèmes  établie  sur  le  même  plan  que  la  théorie 
classique  (sans  se  borner,  comme  dans  cette  dernière,  à  envisager 
des  forces  centrales)  et  de  rattacher  à  leur  véritable  origine  les 
diverses  lois  de  forces  à  distance  étudiées  par  Gauss,  Riemann  et 
(>lausius  qui  introduisent  uniquement  les  rij,  'lij,  /^jA- 

Enfin  ces  considérations  conduisent,  de  la  façon  la  plus  natu- 
relle, à  la  notion  de  contrainte  qui  est  due  à  Gauss  et  que  Hertz 
a  appliquée  à  l'étude  des  fondements  de  la  Mécanique,  en  suivant 
une  voie  parcourue  par  Beltrami,  Lipschitzet  Darboux. 

o.   Action  euclidienne  au  point   de  vue  eulérien.   — 

Dans  la  dynamique  du  milieu  déformable,  on  a  pris  comme 
variables  indépendantes  Xq,  jKo;  -^o?  ^  ^^^^  sont  analogues  aux 
variables  de  Lagrange,  en  Hydrodynamique;  mais  on  peut  prendre 
comme  variables  x,  y,  z,  t  qui  sont  analogues  aux  variables 
d'Euler. 

On  est  alors  conduit,  en  se  guidant  sur  un  travail  de  Poincaré. 
Sur  la  dj  namique  de  V électron^  à  une  conception  de  l'action 
autre  que  celle  qui  a  été  envisagée  au  début. 

On  imagine  un  observateur  attaché  aux  axes  de  référence,  por- 
tant son  attention  sur  une  portion  déterminée  et  fixe  de  l'es- 
pace (M),  puis  l'intégrale 


f      C  f  fw  dx  dy  dz  dt, 


où  cette  fois  le  champ  d'intégration  (S)  par  rapport  à  x^  j',  z  est 
indépendant  de  /. 

Si   l'on    reprend   une   marche   analogue   à  celle  du    début,   une 
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différence  s'inlrodiiil  en  ce  qui  concerne  les  dérivées  prises  par 
rapport  an  temps  et  l'on  n'a  plus,  pour  les  forces  et  les  moments 
extérieurs,  les  efforts  el  les  moments  de  déformation,  les  mêmes 
conclusions.  Ces  différences  peuvent  être  interprétées  en  disant 
que  les  nouveaux  efforts  et  moments  de  déformation  ne  satisfont 
plus  à  ce  que  Poincaré  a  appelé  le  principe  de  réaction.  Cepen- 
dant, en  rapprochant  certains  efforts  et  moments  de  déformation 
de  ce  que  Maxwell  et  Barloli  ont  appelé  la  pression  de  L'énergie 
rayonnante.,    les    auteurs    trouvent   un    moyen    de    respecter    le 

principe  de  réaction. 

E.   Lacour. 


IGNA.TOWSKI  (W.  v.)-  —  Die  Vektoranalysis  und  ihre  Anwendung  in 
DER  THEOiiETiscHE  Physik;  Teil  T.  I  voluiiie  in-8",  rii  pages.  Leipzig, 
Teubner,    1909. 

L'Ouvrage  de  M.  von  Ignatowski  sur  l'analyse  vectorielle  com- 
prendra deux  Parties;  la  première,  dont  il  est  question  ici,  est 
purement  mathématique  ;  la  seconde  contiendra  les  applications  à 
la  Physique  :  il  fait  partie  de  cette  collection  de  manuels  de  Mathé- 
matiques et  de  Physique,  destinés  aux  ingénieurs  et  aux  étudiants, 
que  dirige  M.  Jahnke  et  dont  le  Bulletin  a  déjà  eu  l'occasion  de 
parler. 

Il  ne  serait  pas  mauvais  que  les  personnes  qui  s'imaginent  que 
le  niveau  des  Livres  à  tendances  praticpies  est  nécessairement  un 
peu  has  voulussent  bien  feuilleter  cette  collection  :  elles  se  ren- 
dront compte  de  leur  erreur. 

Ce  Volume-ci  résume,  sous  une  forme  condensée,  les  proposi- 
tions les  plus  importantes  de  la  théorie  des  vecteurs  :  addition, 
multiplication  scalaire  et  vectorielle,  opérations  différentielles  et 
intégrales,  nabla,  tourbillon,  divergence,  rotor;  théorèmes  de 
Stokes,  de  Gauss,  de  Green  ;  potentiel,  lignes  vectorielles  et  sur- 
faces de  niveau,  tenseurs,  djades,  etc. 

Dans  sa  préface,  l'auteur  déclare  qu'il  a  eu  toujours  en  vue  les 
phénomènes  physiques  que  les  vecteurs  et  les  opérations  sur  les 
vecteurs  doivent  servir  à  représenter;  de  ces  phénomènes  il  n'est 
d'ailleurs  nullement  question  dans  ce  premier  Volume;  les  mathé- 
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mallclens,  en  lisant  M.  von  Ignalowski,  estimeront  sans  doute  qii  il 
s'est  placé  au  meilleur  |)oint  de  vue  :  celui  d'où  l'on  pénètre  le 
mieux  le  sens  des  éléments  qu'on  introduit  et  des  opérations  qu'on 
effectue  sur  ces  éléments. 

Les  Livres  qui  paraissent  sur  l'analyse  vectorielle  ont  mainte- 
nant nn  bon  nombre  de  notations  communes,  et  l'espérance  de 
voir  ces  notations  se  fixer  à  peu  près,  d'ici  peu  de  temps,  n'ap- 
pai'ait  plus  comme  entièrement  vaine.  M.  von  Ignatowski  est  de 
ceux  qui  adoptent  les  caractères  gothiques  pour  représenter  les 
vecteurs.  Je  reconnais  qu'il  y  a  là  une  commodité,  mais  seulement 
pour  ceux  qui  ont  de  bons  yeux.  J.  T. 


BOREL  (E.  ).  —  Die  Ele.mknte  der  Mathematik.  Vom  Verfassergenehmigte 
DEUTSCHE  Ausgabe  besorgt  VON  Paul  St.egkel.  Zweiier  Band  :  Géométrie. 
I  volume  in-8",  xii-324  pages. 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler  de  cette  traduction  al- 
lemande, |)ar  M.  P.  Stàckel,  des  petits  Livres  élémentaires  de 
M.  Borel,  qui  ont  en  France  un  succès  si  mérité.  Le  second 
Volume,  consacré  à  la  Géométrie,  vient  de  paraître. 

.1.  T. 


JAHNKE  (E.  )  et  EMDE  (F.).  —  Funktionentafelx  mit  Formelx 
UXD  Kl'rven.  I  volume  in-8",  xn-174  pages. 

Voici  un  Livre  qui  est  fait  pour  les  gens  pratiques;  les  auteurs 
le  disent,  le  répètent  et  y  insistent.  Parmi  les  mathématiciens 
dont  l'esprit  est  surtout  tendu  vers  les  abstractions,  plus  d'un 
feuillettera  ce  Recueil  avec  une  satisfaction  mêlée  d'un  peu  d'é- 
tonnement,  et  voudra  l'avoir  sur  sa  table,  si  même  il  ne  doit  s'en 
servir  que  rarement.  Eli  quoi!  ces  fonctions  dont  les  belles  pro- 
priétés l'ont  tant  émerveillé,  les  voilà,  figurées  exactement,  calcu- 
lées avec  précision,  pour  les  besoins  des  physiciens  et  des  indus- 
triels! Elles  ne  sont  pas  un  simple  jeu  de  l'esprit  humain,  qui  se 
plaît    à    exercer    ses     facultés    logiques,    comme    un   enfant    ses 
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membres;  non,  elles  contribuent  à  notre  connaissance  du  monde 
extérieur,  à  notre  maîtrise  siii-  lui.  Sans  doute,  notre  matliéma- 
(icien  le  savait;  on  le  lui  av;n't  dit.  il  lavait  lu  dans  les  Livres,  il 
lavait  même  lépété.  mais  peut-être  le  crojait-il  assez  mal,  tant  le 
monde  abstrait  où  il  vit  d'babiiude  lui  semble  loin  de  cette  réa- 
lité, qn'il  est  tenté  parfois  de  mépriser  ou  de  nier.  L'utilité  des 
Mathématiques,  voici  un  Livre  (pii  la  luifait  toucher  du  doigt. 
Peut-être,  dans  son  étonnement.  va-l-il  sortir  en  hâte  de  son  cabi- 
net de  travail,  à  la  recherche  d'une  usine,  où,  dans  quelque  bureau, 
se  trouvent  des  ^eiis  rpii  se  servent  vraiment  du  Livre  de 
MM.  .lahnke  et  Lmde;  et  c|uel  plaisir  ne  prendra-t-il  pas  à  les  voir 
feuilleter  ces  Tables  et  tourner  la  manivelle  de  leur  machine  à 
calculer  ! 

Le  Livre  de  M^L  .Jahnke  et  Emde  traite  d'un  grand  nombre  de 
fonctions;  il  contient,  pour  la  plupart,  un  recueil  des  formules 
les  plus  usuelles,  un  ou  plusieurs  graphiques,  des  Tables  numé- 
riques, tpii  comportent  d  ordinaire  quatre  décimales.  Les  auteurs 
ont  presque  toujours  donné  les  valeurs  naturelles  des  fonctions  et 
non  les  logarithmes  ;  c'est  (;e  qui  convient  aujourd'hui  que  l'usage 
des  machines  à  calculer  se  répand  de  plus  en  plus.  Quant  au  choix 
des  fonctions  réduites  en  Tables,  il  a  évidemment  été  dicté  par  des 
raisons  pratiques  ;  mais  il  est  très  remarquable  que  la  plupart  de 
ces  (onctions  intéressent  vivement  les  gens  qui  ne  sont  que  mathé- 
maticiens. On  en  jugera  par  la  liste  suivante  où,  toutefois,  je  n'ai 
mentionné  ni  les  fonctions  de  Bessel  et  les  fonctions  associées  qui 
occupent  presque  la  moitié  du  Recueil  et  sur  lesquelles  les  auteurs 
ont  accumulé  une  tbule  de  renseignements  très  précieux,  ni 
quelques  fonctions  moins  importantes  : 


e-^,     e- 


s/~-  y/~- 


anip  X  =  2 arc  tang  e^ —  -; 

/•"  sinj-                                 r"  cos ce 
Sur  =   /       (l.r.  Lix  =   I       ax, 

.1  X  f  X 

''  j-  «  .»■ 

dx 


,.         r-    dx 

hx  =  /       j ; 
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et 


=    /        ro< dx.  S=    /        siii 


dx\ 


r(:r-M),         M^(a7^i)=  -7-logr(a:-f-i), 


'\^'(x  —  I)' 
I'  (/•.(•)  =  £>     -  /      sin' .r  e^'^dx,         |iour         i-  ^  /•  tango; 

«--0 

F(A.  Ç5)=r  ^^       -,         E(A-,  cp)  =  r    o?c5  v/i  — A^sitr^o, 

k  =  f(a,î:j,        e  =  e(a,^); 

—  log^,  comme  fonction  de  a  =  arcsin/r. 

p' a.     pu,     ^u,     ■7U.         pour         ^2=0.     ^3=1; 


l\<('^),  P«(cos6)  et  leurs  dérivées  pour  n  ^  i ,  2,  .  .  ., 


Nous  devons  mentionner  la  prière  que  les  auteurs  adressent  à 
tous  ceux  qui  se  serviront  de  leur  Livre  :  slonaler  les  fautes  et  les 
imperfections  qu'on  y  pourra  rencontrer.  Ceux  qui  rencontre- 
raient des  fautes  et  ne  les  signaleraient  pas  se  montreraient  assu- 
rément coupables  d'ingratitude  envers  MM.  Jahnke  et  Emde. 

N'est-ce  pas  ici  l'occasion  de  lappeler  la  jouissance  (ju'il  y  a, 
d'après  Gauss,  à  se  plonger  dans  les  calcids  numériques  et,  en 
particulier,  à  se  servir  de  Tables  (pii  abrègent  le  travail  et  où  l'on  a 
parfois  le  plaisir  de  découvrir  une  faute?  J.  T. 


SERRET  (J.-Â  j.  —  GoLRS  dAlgèbre  slpkrikuke.  6^  édition, 
•2  volumes  in-8°,  xiii-647  pages  et  xni-694  pages.  Paris.  Gautiiifi-N  iilais,  1910. 

Il  nous   suffira  évidemment    de   signaler  cette  nouvelle  édition 
d'un  Ouvrage  qui,  paru  d'abord  en   un  Volume,  avait  obtenu   le 
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plus  vif  succès,  (|ue  l'auteur  a  fail  paraître  ensuile  en  deux  Volumes 
et  n'a  cessé  de  perfectionner  jusqu'à  sa  mort.  Le  Cours  d'Algèbre 
supérieure  est  un  Ouvrage  pour  ainsi  dire  unique,  n'ayant  pas  d'équi- 
valent dans  notre  pays.  Ceux  de  nos  lecteurs  qui  ne  le  possèdent 
pas  encore  s'empresseront  de  se  le  procurer  pour  en  faire  un  Livre 
de  chevet. 

J.  C. 


WRIGHT    (J.-E.).    —    Invariants    of    oiadratii;     diffkre.ntial     forms. 
I  volume  in-8",  90  pages.  Cambridge,  University  Press,  igo8. 

Le  petit  Volume  que  M.  Edmund  \\  right  publie  sur  les  Inva- 
riants des  formes  différentielles  quadratiques  est  le  neuvième 
de  ces  Cambridge  Tracts  in  Mat  hématies  and  Mathematieal 
Physics,  dont  on  voit  de  mieux  en  mieux,  à  mesure  qu'elle  s'ac- 
croît, les  services  que  rendra  leur  collection. 

Le  sujet  qu'a  choisi  M.  A\  right  est  bien  de  ceux  sur  lesquels  il 
convient  de  renseigner  les  étudiants  en  Mathématiques,  en  raison 
de  son  importance  tant  en  Analyse  qu'en  Géométrie  et  en  Méca- 
nique. 

La  formule  qui  donne  l'expression  de  la  courbure  totale  d'une 
surface  au  moven  des  coefficients  de  la  forme 

E  du'^  -^  2  F  du  dv  +  G  dv"^, 

qui  représente  le  carré  de  l'élément  linéaire,  et  des  dérivées  de  ces 
coefficients,  fournit  le  premier  et  le  plus  simple  exemple  d'inva- 
riant ditlérenliel  ;  c'est  de  cet  exemple  que  pai-l  l'auteur,  confor- 
mément d'ailleurs  à  l'ordre  historique;  à  celte  notion  se  rattache 
naturellement  celle  des  paramètres  différentiels;  et  le  lecteur,  dès 
les  premières  pages,  aperçoit  la  possibilité  de  généraliser  ces  no- 
tions. Cette  généralisation  est  donnée  explicitement  dans  le  second 
(chapitre  : 

Considérons,  d'une  pari,  un  certain  nombre  de  (ormes  différen- 
tielles quadratiques 


2^  (ir.s  dx,.  dXg  i        =  I  ,  2.    .  .  .  .  /i  I 
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et  nu  ceiialii  nombre  de  fonctions 'j  (.r,,  .r.>.  •.-,  x,,)^  puis,  daiitre 
part,  ur)  i;ionpe  de  transformations 

Xi=  Xiiyi^  y.,.  .  .  .,  j^„)  (f  =  1,  ■>.....,  /i), 

([iii  (  luingenl  les  formes  (Hiadiali(|iie3  et  les  fonctions  en  formes 
quadratiques 

%«;.,.  dji-dYs 

et  en  fomlions  -J  (ri,  }'2.  ...,  j^„).  Les  transformations  qui  ex- 
priment les  nouvelles  fonctions  et! ,-,«^  '-s',  leurs  dérivées,  etc.,  an 
raoven  des  anciennes  fondions  rt^.f,  es,  etc.,  constituent  encore 
un  groupe,  le  i;roupe  e7e/î<^/«  .•  c'est  de  la  détermination  de  tous  les 
invariants  de  ce  groupe  étendu  qu  il  s'agit. 

AJ.  \\iiglit  donne  quelques  indications  historiques  sur  le  sujet, 
qui  servent  en  même  temps  pour  la  division  des  matières. 

Chiistortel  attaque  directement  le  problème  et  pul)lie  en  i86i) 
son  Mémoire  fondamental.  On  peut  c-iter,  anléiieurement  à  lui,  la 
proposition  de  Gauss  (iSaj)  sur  la  courbure  totale,  à  laquelle  on 
a  fait  allusion  tout  à  riieure;  l'intiodiiction  des  paramètres  diffé- 
rentiels par  Lamé  (1809)  et  les  expressions  rencontrées  par  Rie- 
mann  (  1 861)  dans  ses  recherches  sur  la  courbure  des  lijpersurfaces, 
qu'a  retrouvées  Christoffel.  Une  des  méthodes  de  ce  dernier  a  été 
reprise  et  développée  récemment  par  MM.  Ricci  et  Levi-Civita, 
qui  fondent  la  théorie  de  la  dérivation  covariante  et  le  Calcul 
différentiel  absolu.  Ils  montrent  que  la  recherche  des  invariants 
différentiels  se  ramène  à  la  recherche  des  invariants  algébriques 
d'un  certain  système  de  formes.  I^'étude  des  méthodes  et  des  ré- 
sultats obtenus  par  (Jlhristoffel,  par  MM.  Ricci  et  Levi-Civita  occupe 
le  Chapitre  IL 

Lé  Chapitre  suivant  est  consacré  à  la  méthode  de  Lie  :  elle  est 
une  ap|)lication  directe  de  son  Mémoire  Ueber  Differentialinva- 
rianten  (i884):  dans  cette  méthode,  les  invariants  sont  obtenus 
comme  solutions  d'un  système  complet  déquations  linéaires  aux 
dérivées  partielles;  elle  a  été  poursuivie  par  Sophus  Lie,  pour  le 
cas  de  «^2,  par  MM.  Zorawski,  C.-N.  Haskins,  Fors^ylh^  enfin 
par  M.  Wright  lui-même,  qui  s'est  occupé  particulièrement  des 
paramètres  différentiels. 
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I^e  Chapitre  IV  traite  de  la  méthode  de  M.  Maschke  (1900)  qui 
a  introduit  un  sj^mbolisine  très  analogue  à  celui  qui  sert  |)our  les 
invariants  algébriques  et  un  |MOcédé  pareil  à  celui  f|ui  est  connu 
sous  le  nom  d^ Ueberschirbung.  Ce  piocédé  permet  de  construire 
une  suite  limitée  d'invariants. 

Enfin,  un  dernier  Chapitre  conlient  de  nombreux  et  intéressants 
exemples  où  Tauteur  apprend  tant  à  interpréter  géométriquement 
les  invariants  qu'à  exprimer  au  moyen  d'invariants  l<;s  propriétés 
géométriques  qu'on  sait  être  invariantes  :  il  se  lermine  |)ar  quelques 
belles  applications  à  la  iMécanif(uc. 

J.  T. 


JACOBI  ET  VON  FUSS.  —  Der  Briefwkchsel  zwischex  C.-G.-J.  Jacobi 
UND  p. -H.  VON  Fuss  UBER  DIE  Heral'sgabe  der  Werke  Leonhard  Ellers 

HERALSGEGEBEN,  ERLAI'TERT  UND  DURCH  EINEN  AbDRUCK  DER  FuSSSCHEN  LiSTE 

DER  EuLERSCHEN  Werke  erg.ïngt  VON  P.  Stâckel  und  W.  Ahrens.  I  volume 
in-8.  XI-184  pages.  Leipzig,  Teubner,   1908. 

BOSMANS  (H.).  —  Sur  une  tentative  d'édition  des  Œuvres  complètes 
DE  L.  EuLER,  FAITE  A  BRUXELLES  EN  i83f).  Sg  pages  in-8.  Eouvain,  Geute- 
rick,  1909. 

Euler  est  mort  en  1^83;  il  avait  désiré  que,  pendant  ^o  ans 
api'ès  sa  mort,  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de 
Saint-Pétersbourg  continssent  des  travaux  de  lui.  La  publi- 
cation des  Opuscala  onalytica  (3  vol.  in-^°)  et  de  la  seconde 
édition  des  Institutiones  calculi  integralis  se  fit  rapidement.  Les 
25  Volumes  des  i\ova  Acta  et  des  Mémoires  (\u\  suivirent  la  mort 
d'Euler  contiennent  en  effet  de  nombreux  travaux  de  lui. 

En  1823,  il  restait  encore  dans  les  archives  de  l'Académie 
quatorze  Mémoires  d'Euler  à  imprimer.  Trois  ans  plus  lard,  un 
siècle  après  sa  fondation,  l'Académie  jjrit  la  résolution  de  com- 
mencer une  nouvelle  série  et  de  li(|uider  les  inédits  dans  un 
Volume  supplémentaire  consacré  en  entier  à  la  publication  des 
Mémoires  poslhumes  de  L.  Euler,  F. -T.  Schubert  et  JN.  Fuss. 

Ce  Volume   parut  en   i83o.  Mais  on    était   bien   loin   d'en   avoir 
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fini.  Paul  Heiiiricli  von  Fuss,  l'anière-pelil-fîls  d'Euler,  le  fils  de 
ce  Nicolaus  Fuss  grâce  auquel  Euler,  complèlemenl  aveugle,  put 
encore  produire  355  Mémoires  pendant  les  dix  dernières  années 
de  sa  vie,  publia  en  i843  la  Correspondance  mathénialique  et 
physique  de  quelques  géomètres  du  xviii'"  siècle  précédée 
d' une  Notice  sur  les  travaux  de  Léonard  Euler  tant  imprimés 
qu^ inédits...  (2  vol.),  puis,  avec  son  frèie  Nicolaus,  en  1849,  les 
L.  Euleri  comtnentationes  arithnieticœ  collectœ...  (2  vol.);  les 
L.  Euleri  opéra  posthuma  mathematica  et  physica,  anno  i844 
détecta^  ne  parurent  qu'en  1862,  7  ans  après  la  mort  de  Paul 
Heinrich. 

En  i844>  PiHil  Heinricl)  avait  proposé  à  IWcadémie  de  Sainl- 
Pélersbourg  d'enfriqjrendre  1  édition  des  OEuvres  complètes 
d'Euler  :  il  en  soumit  le  plan  au  Ministre  de  l'Instruction  pu- 
blique, le  comte  UwarofT,  lecjuel  invita  l'Académie  à  attendre  des 
circonstances  plus  favorables.  Paul  Heinrich  estimait  que  cette 
édition  comporterait  environ  20  Volumes  de  640  pages  chacun. 
C'est  à  la  même  évaluation  qu'est  arrivé  le  P.  Hagen,  dans  VIndex 
operum  Leonardi  Euleri  qu'il  a  publié  à  Berlin  en  1906;  les 
jeunes  malhémaliciens  peuvent  aujourd'hui  nourrir  I  esj)oir  de 
feuilleter  un  jour  ces  25  volumes. 

Paul  Heinricl),  qui  consacra  en  fait  sa  vie  à  publier  t^e  qu'il  put 
des  œuvres  de  son  illustre  bisaïeul,  espéra  un  moment  que 
d'autres  allaient  entreprendre  une  édition  générale  ;  le  P.  Bos- 
inaiis  nous  conte  la  lamentable  histoire  de  cctie  édition,  dont 
5  ^  olumes,  aujonrd  hui  iiiliouvables,  ont  paru,  avec  le  litre  sui- 
vant : 

Œuvres  complètes  en  français  de  L.  Euler,  publiées  par 
MM.  Dubois  et  Drapiez,  examinateurs  permanents  à  l'Ecole 
militaire  de  Belgique  ;  Moreau,  JVeiler  et  Steichen,  profes- 
seurs à  la  même  Ecole  ;  et  Pli.  Vandermaelen^  fondateur  de 
V Etablissement  géographique  de  Bruxelles  ;  accompagnées 
de  figures  et  ornées  du  portrait  de  L.  Euler,  par  M.  Madou, 
professeur  de  dessin  à  V Ecole  militaire.  Bruxelles^  Etablisse- 
ment géographique,  près  la  porte  de  Flandre.,  1839. 

l*.-H.   von  Fuss  lut  très  content  du  premier  Volume,  qui  cou- 
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tenait  les  Lettres  à  une  princesse  cV Allemagne,  écrites  en 
français,  bien  faciles  à  reproduire.  Les  éditeurs  avaient  commencé 
de  faire  traduire  les  écrits  latins,  et  ces  traductions,  faites  d'ail- 
leurs avee  conscience,  existent  encore  à  l'Observatoire  de 
Bruxelles  ;  le  P.  Bosmans  en  donne  la  liste  et  identifie  les 
Mémoires  avec  ceux  qu'a  numérotés  le  P.  Hagen  dans  son  Index  ; 
mais  les  éditeurs,  qui  avaient  compté  pouvoir,  en  deux  ans,  classer, 
traduire  et  publier  les  OEuvres  d'Euier,  ne  s'avisèrent-ils  pas 
ici  d'abréger  son  texte,  là  de  le  mettre  au  point?  Une  pareille 
naïveté  désarme;  mais,  malgré  la  bonne  volonté  de  ces  excellents 
éditeurs,  on  comprend  qun  Paul  Heinnch  n'ait  pas  beaucoup 
regretté  l'interruption  de  leur  pul>lication. 

On  savait  déjà,  par  la  correspondance  entre  Jacobi  et  son 
frère,  combien  Jacobi  s'intéressait  à  la  publication  des  OEuvres 
d'Euier;  on  aurait  pu  d  ailleurs  l'inférer  des  passages  de  ses 
Mémoires  où  il  se  plaît  à  faire  ressortir  le  mérite  d'Euier  et  ce 
qu'il  lui  doit.  Son  admiration,  sa  reconnaissance  pour  le  maître 
dont  les  œuvres  ont  tant  contribué  à  former  son  intelligence 
mathématique,  éclatent  d'une  façon  louchante  dans  les  lettres  que 
publient  MM.  Paul  Stackel  et  Willielm  Ahrens  ;  son  zèle  est 
vraiment  actif;  il  ne  se  contente  pas  de  harceler  Paul  Heinrich. 
dont  il  avait  fait  la  connaissance  personnelle  en  i836;  il  travaille 
de  son  mieux  à  établir  le  [)lan  de  la  future  édition,  il  consulte  les 
procès-verbaux  de  l'Académie  de  Berlin,  fouille  les  archives, 
retrouve  les  dates  et  envoie  à  son  correspondant  tous  les  rensei- 
gnements qui  peuvent  lui  être  utiles. 

MM.  Slâckel  et  Ahrens  publient  huit  lettres  de  Jacobi  et  quatre 
lettres  de  Paul  Heinricli,  appartenant  les  premières  à  M.  Viktor 
Fuss,  neveu  de  Paul  Heinrich,  et  les  autres  à  M^'^  Margarete 
Jacobi,  la  Mlle  du  mathématicien.  Elles  s'étendent  de  i84i  à  1849. 

INicolaus  Fuss  avait  joint,  à  l'édition  allemande  (  '  )  de  l'éloge 
d'Euier  qu'il  lut  en  octobre  1^83  à  l'Académie  des  Sciences  de 
Pétersbourg,  une  Table  des  écrits  d'Euier.  Vers  1818,  Paul  Hein- 
rich avait  tracé  le  plan  d'une  Table  méthodique;  sur  les  conseils 
de  Jacobi,  il   reprend  et  complète  ce   travail,  dont  il  publie  les 

(')   Lobrede  auf  Ilerrn  Leonkard  Euler....  IJàle,  17S3. 
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résultais  dans  la  Correspondance  mathématique  et  physique 
(1843);  la  revision  qu'il  fait  pour  cela  lui  fait  découvrir  de  nom- 
breux et  importants  inédits.  Un  complément  à  la  liste  figure  dans 
les  Conim.entationes  arithmeticœ  collectée  (i844)-  Mais  il  reste 
toujours  à  faire;  la  correspondance  de  Jacohi  et  de  Paul  Heinrich 
témoigne  de  leurs  préoccupations  :  l'un  et  l'autre  signalent  et 
comblent  maintes  lacunes  :  tout  ce  qui  se  rapporte  à  cette  liste 
méthodique  eût  été  difficilement  intelligible,  si  MM.  Stàckel  et 
Alirens  ne  Favaienl  pas  reproduite.  Mais  ils  ne  se  sont  pas  bornés 
à  une  simple  reproduction.  M.  Viktor  Fuss  a  mis  à  leur  dispo- 
sition le  précieux  exemplaire  de  son  oncle,  sur  lequel  celui-ci 
avait  noté  et  les  nombreuses  indications  de  Jacobi  et  les  conclu- 
sions de  ses  propres  recherches. 

Tous  ces  résultats  ont  été  soigneusement  comparés  avec  ceux 
auxquels  sont  parvenus  MM.  Fr.  Engel,  l.-G.  Hagen,  Félix  Millier 
et  G.  Valentin  dans  leurs  études  sur  la  bibliographie  des  écrits 
d'Euler. 

La  liste  méthodique  de  Paul  Heinrich,  telle  que  la  publient 
MM.  Stackel  et  Ahrens,  avec  toutes  les  vérifications,  reclifica- 
lions,  additions  qui  l'améliorent  et  l'enrichissent,  est  en  elle- 
même  un  document  très  important  pour  l'histoire  des  Sciences; 
elle  l'endra  sans  doute  d'inappréciables  services  à  ceux  qui  s'occu- 
peront de  l'édition  des  OEuvres  d'Euler. 

Pour  la  commodité  des  recherches,  les  auteurs  ont  établi  la 
concordance  entre  les  cotes  qui  figurent  dans  cette  liste  et  celles 
de  V Index  du  P.  Hagen, 

J.  T. 


MÙLLER  (F.).  —  FÛHRER  durch  die  mathematische  Litteratcr  mit  beson- 
DERER  Berucksichtigung  der  historisch-wichtigen  Schriften.  I  volume 
in-8,  x-226  pages.  Leipzig  et  Berlin,  Teubner,  190g. 

Voici  un  Livre  dont  l'idée  est  fort  heureuse  et  qui  rendra 
beaucoup  de  services.  Ce  n'est  nullement  une  Bibliographie;  il 
ne  vise  pas  à  être  complet.  Et,   pour  être  complet,  combien  de 

Bull,  des  Sciences  matkém.,  i'  série,  t.  XXXIII.  (Novembre  1909.)  17 
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Voliiines  faudrait-il,  au  lieu  de  200  pages?  Non,  les  prétentions 
de  M.  Félix  Millier  sont  beaucoup  plus  modestes;  il  ne  veut 
qu'orienter  le  lecteur  en  lui  signalant,  avec  leurs  titres  précis, 
les  principaux  Recueils,  les  Œuvres  des  grands  mathématiciens, 
les  Livres  ou  les  Mémoires  qui  ont  ou  qui  ont  eu  une  importance 
particulière. 

Forcément,  il  y  a  une  part  d'arbitraire  dans  l'appréciation  de 
ces  Livres  et  de  ces  Mémoires,  et  il  est  entendu  (|u'un  pareil 
guide  ne  peut  satisfaire  tout  le  monde,  et  en  particulier  tout  le 
monde  des  auteurs  ou  des  éditeurs.  Mais,  sans  doute,  M.  Félix 
Millier  s'est  préoccupé  surtout  de  satisfaire  ceux  pour  lesquels  il 
écrivait  et  non  point  ceux  q.ui  ne  liront  de  son  Livre  que  les  lignes 
où  ils  sont  cilés,  et  je  croîs  bien  (|ue  les  étudiants  lui  sauront  gré 
des  indications  que  ce  Livre  leur  fournira;  elles  leur  éviteront, 
tout  d'abord,  ces  grosses  ignorances  qui  humilient;  elles  leur  per- 
mettront, sur  un  sujet  déterminé,  de  trouver  avec  moins  de  peine 
les  indications  plus  spéciales  qu'il  leur  faudra  chercher  ailleurs  ; 
M    Millier  n'a  pas  eu  d'autre  prétention. 

Admettons  aussi  qu'un  Livre  de  cette  nature  ne  peut  être  par- 
fait, surtout  dans  une  première  édition;  c'est  une  raison  de  plus 
pour  souhaiter  à  l'auteur  d'en  faire  rapidement  une  seconde,  où 
il  pourra  réparer  quelques  oublis.  Je  crois  toutefois  qu'il  fera  hien 
de  ne  pas  trop  grossir  son  Livre,  et  de  s'en  tenir  à  peu  près  aux 
dimensions  qu'il  a  ado|)tées,  à  moins  qu'il  ne  se  décide  à  faire 
rentrer  dans   son  plan  la  Mécanique  rationnelle,  qu'il  a   écartée. 

J.  T. 


Annuaire  polr  l'an  igio,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes. 
Jn-i6  de  plus  de  900  pages,  avec  figures.  Paris.  Gauthier-Villars,  1910. 

\J Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  est  attendu  chaque 
année  avec  impatience  par  un  grand  nombre  de  personnes,  savants, 
ingénieurs,  praticiens,  hommes  du  monde.  Celte  année,  il  a  jjaru 
de  très  bonne  heure,  et  nous  devons  en  féliciter  à  la  fois  le  Bureau 
des  Longitudes  et  l'éditeur.  Le  Volume  de  cette  année  contient, 
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avec  les  documents  astronomiques  liahilncls,  «les  Tableaux  relatifs 
à  la  Physique  et  à  la  Chimie.  On  v  trouve:  éléments  magnétiques, 
correction  et  coni|)araison  des  thermomètres  et  des  baromètres, 
dilatation  des  liquides,  tension  de  vapeur,  élasticité  et  frottement 
des  solides,  viscosité  des  gaz,  longueurs  d'ondes,  solubilités,  etc. 
Cet  Ouvrage,  en  dehors  des  Tnbles  des  constantes  usuelles,  con- 
tient deux  très  intéressantes  Notices  :  Tune  de  M.  Baillaud  sur  la 
Réunion  du  Comité  international  de  la  Carte  photographique 
du  ciel^  qui  a  eu  lieu  cette  année  à  Paris;  l'autre  de  M.  Lallemand 
sur -un  sujet  dont  l'intérêt  est  des  jdus  actuels  :  Les  marées  de 
Vécorce  terrestre. 

J.  C. 
-=^ 


MELANGF.S. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  SURFACES  APPLICABLES 
SUR  UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION  : 

Par  m.  J.  HAAG. 

Cette  propriété,  qui  est  peut-être  déjà  connue,  est  la  suivante  : 

Etant  donnée  une  surface  quelconque  applicable  sur  une 
surface  de  révolution^  si,  à  partir  de  chaque  point  M  de  cette 
surface,  on  porte  sur  la  tangente  au  parallèle  déformé  qui 
passe  par  ce  point,  de  part  et  d'autre  de  M,  deux  lon- 
gueurs M.\  et  MAl'  égales  au  rayon  primitif  du  parallèle  en 
question,  les  points  A  et  A'  décrivent  deux  surfaces  appli- 
cables. 

Voici  comment  j'ai  été  conduit  à  ce  théorème. 
D'après  la  théorie  générale  de  la  déformation  infiniment  petite 
des  surfaces,  on  sait  que,  si  les  lignes  asymptotiques  se   corres- 
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pondent  sur  les  deux  nappes  (S)  et  (2)  de  la  surface  focale  d'une 
congruence,  on  |)eut  obtenir  deux  couples  de  surfaces  applicables 
de  la  manière  suivante  (Darboux,  Théorie  des  surfaces^  n"^  888 
et  898)  : 

Soient  M  et  P  deux  points  homologues  de  (S)  et  {!.).  Par  M^ 
menons  une  perpendiculaire  au  plan  tangent  en  P  à  (S).  Nous 
obtenons  la  directrice  d'une  déformation  infiniment  pelite  de  (S), 


Si  sur  cette  directrice  on  porte,  de  part  et  d'autre  de  M,  deux  lon- 
gueurs MA  et  MA'  proporlionnelles  au  module  de  cette  déforma- 
tion el  égales  entre  elles,  les  points  A  et  A'  décrivent  deux  sinf'aces 
api^licables. 

On  aura  ur)  autre  couple  de  surfaces  applicables  en  construisant 
d'une  façon  analogue  les  deux  points  B  et  B'.  On  sait  même  que, 
si  V  désigne  langle  des  |)lans  tangents  en  M  et  P  à  (S)  et  (S),  on 
a  la  relation 


(i) 


.MA.  PB  sinV  =  AMP, 


h  désignant  une  constante. 

Ceci  étant  rap|)elé,  proposons-nous  dcxaniiner  le  cas  où  la 
coiigruence  précédente  est  une  congrnence  de  normales.  D'après 
une  proposition  de  Bibaucour  (Darboux,  Théorie  des  surfaces. 
n"  765),  ou  sait  qu'une  telle  congruence  est  formée  par  les  nor- 
males à  une  surface  de  Weingarten,  ce  qui  exige  que  les  sur- 
faces (S)  et  (2)  soient  a[)pliçables  sur  des  surfaces  de  révo- 
lution. 

Dans  ces  conditions,  la  droite  MA,  par  exemple,  est  forcénieni 
située  dans  le  plan  tangent  en  M  à  (S). 
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D'autre  part,  elle  est  perpendiculaire  à  MP,  par  conséqueni 
normale  au  méridien  déformé  qui  passe  par  M  sur  (S),  et  par 
suite  tangente  en  M  au  parallèle  déformé. 

Les  raisonnements  précédents  montrent  donc  les  propriétés  sui- 
vantes : 

Elani  donnée  une  surface  applicable  sur  une  surface  de 
révolution,  illui  correspond  une  déformation  infiniment  petite 
dont  la  directrice  en  chaque  point  est  la  tangente  au  parallèle 
dé  for  nié. 

Ce  cas  est  même  le  seul  où  la  directrice  d^ une  déformation 
infiniment  petite  d'une  surface  soit  constamment  dans  le  plan 
tangent  à  cette  suif  ace  au  point  que  l'on  considère,  car,  si  la 
droite  MA  est  dans  le  plan  tangent  en  M  à  (S),  les  plans  tangents 
en  M  et  P  à  (S)  et  (S)  sont  rectangulaires  et,  par  suite,  on  a  une 
congruence  de  normales. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  trouver  le  module  de  la  déformation 
correspondant  à  une  surface  (S)  donnée.  C'est  ce  que  nous  allons 
faire  maintenant  par  un  calcul  très  simple,  qui  nous  établira  du 
même  coup,  par  voie  analytique,  les  propositions  précédentes. 

Supposons  une  surface  (S)  possédant  une  déformation  infini- 
ment petite,  telle  que  la  directrice  relative  à  chaque  point  M  de 
cette  surface  soit  dans  le  plan  tangent  en  ce  point.  Prenons  comme 
courbes  coordonnées  les  courbes  tangentes  en  chacun  de  leurs 
points  à  la  directrice  correspondante  et  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales. Les  premières  seront,  par  exemple,  les  courbes  u  =  const., 
et  les  secondes  les  courbes  v  =  const.  Considérons  maintenant  le 
trièdre  mobile  attaché  à  chaque  point  de  la  surface,  comme  à  la 
page  385  du  Tome  II  de  l'Ouvrage  de  M.  Darboux. 

Les  coordonnées  relatives  du  point  A  seront  (0,^,0),  y  étant 
une  fonction  convenable  de  u  et  de  c.  L'élément  linéaire  décrit 
par  ce  point  A  est 

ds-  =  [\  du  —  (  r  du  -+-  ri  dv)y]--\-  {dy  -{-  C  dv )- -\-  { p  du  -+■  p\  dvf  y-. 

Ecrivons  qu'il  ne  change  pas  quand  on  change  y  en  — y, 

(1)  —  -iXyir  du  -\-  i\  dv )  du  -h  aC  dy  dv  —  o. 
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Ceci  doÏL  avoir  lieu  quels  que  soient  du  et  ch\  Aniuilons  le  coef- 
ficient de  clu-^  nous  obtenons 

kyr  =  o. 
ce  qui  ue  peut  avoir  lieu  (|ue  pour  /•  =  o.  On  en  déduit 

ôk  _ 

doù  A=  I,  en  choisissant  convenablement  I  argument  a. 
L'équation  (2)  se  réduit  maintenant  à 


On  en  conclu i 


dao^y)=  ^^(logC)  du. 


—  =0  et  y  =  L, 


à  un  facteur  constant  près. 

Finalement,  nous  avons  maintenant  rélément  linéaire  d'une  sur- 
face de  révolution  rapportée  à  ses  méridiens  et  à  ses  parallèles.  On 
sait  que,  dans  cet  élément  linéaire,  C  est  proportionnel  au  ravon 
du  parallèle.  Par  conséquent,  le  module  cherché  est,  à  un  facteur 
constant  près,  '-'g'^'-^  ^^'^  rayon  primitif  du  parallèle  déformé  qui 
passe  par  le  point  M  considéré. 

On  est  donc  en  droit,  à  présent,  d'énoncer  la  propriété  qui  se 
trouve  au  début  de  celte  Noie.  Nous  avons  même  prouvé  sa  réci- 
proque, (|ui  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Etant  donné  un  couple  de  surfaces  applicables ,  si  la  droite 
joignant  deux  points  homologues  A  et  A'  admet  constamment 
pour  point  focal  le  milieu  M  de  AA',  ce  point  M  décrit  une 
surface  applicable  su/-  une  surface  de  réiolution. 

Citons  encore  la  propriété  suivante,  qui  se  déduit  immédiate- 
ment de  la  formule  (i)  et  de  ce  que  nous  venons  de  voir,  et  qu'il 
est  du  reste  très  facile  de  vérifier  diiectement  : 

Etant  donnée  une  surface  (  \\  )  quelconque,  soient  M  et  P  les 
centres  de  courbure  principaux  relatifs  à  un  point  de  cette 
surface.   Le  produit  des  j-ayons  des  parallèles  déformés  qui 
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passent  respectivement  par  M  et  P  sur  les  deux  nappes  de  la 
surface  des  centres  de  courbure  est  proportionnel  à  la  dis- 
tance M  P. 

Indiquons  inaliitenant  (pielqnes  applicalions  du  ihéorème  qui 
fait,  l'objet  de  cette  Note.  11  nous  donne  une  méthode  générale 
pour  exprimer  qu'une  surface  (S)  est  applicable  sur  une  surlace 
de  révolution.  Il  siitlil  d'écrire  qu'on  peut  trouver,  dans  chaque 
plan  tangent  à  (S),  deux  points  sjinétrique.s  par  rapport  au  point 
de  contact  de  ce  plan  et  décrivant  deux  surfaces  applicables.  S'il 
existe  une  solution  unique  (en  négligeant  celles  qu'on  en  déduit 
par  homothétie),  la  surface  est  applicable  sur  une  surface  de  révo- 
lution à  courbure  toiale  variable.  S'il  y  a,  au  contraire,  une  irijî- 
nité  de  solutions  distinctes,  la  surface  considérée  doit  être  à 
courbure  totale  constante,  car  il  n'y  a  (jue  la  sphère  et  le  plan 
qui  soient  de  révolution  de  plusieurs  manières  différentes. 

Soit,  par  exemple,  une  surface  (S)  d'élément  linéaire, 

(  3  )  ds-  =■  A-  du-  -T-  G^  dv-. 

Si  on  la  rapporte  à  un  Lrièdre  mobile  (Darboux,  Théorie  des 
surfaces,  t.  II,  p.  o85),  pour  que  le  point  {x,  y,  o)  décrive  le 
même  élément  linéaire  que  le  point  ( —  x,  —  y,  o),  il  faut  et  sufiit 
qu'on  ait 

A  du[dx  —  (/■  du  -r-  /•]  dv)_y]  -+-  G  d^ldy  -^  (  /•  du  —  r,  f/t^j^r]  =  o. 

D  où  les  trois  équations 

(,  ùx  ok  _ 

.  dy  ÙC 

\->,  A^ 1-37-—   =  o, 

ùx  Ok        ,,  Oy  àC  _ 

dv  dv  '  du  du 

Donc,  pour  que  Vêlement  linéaire  [?>)  puisse  convenir  à  une 
surface  de  révolution,  il  faut  et  suffit  que  le  système  (4)  soit 
compatible  en  x  et  y.  S'il  admet  une  infinité  de  solutions,  la 
surface  sera  à  courbure  totale  constante,  et  dans  ce  cas  seule- 
ment. 
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Supposons,  en  particulier,  que  les  lignes  v=  const.  soient  des 
géodésiques.  On  peut  alors  supposer  A=i.  La  première  équa- 
tion (4)  donne  d'abord 

x  =  \. 

Celte  équation  n'est  autre  que  la  formule  de  Clairaut. 
Réciproquement,  si  les  lignes  t' =:  const.  obéissent  à  la  tormule 
de  Clairaut,  ce  sont  bien  des  géodésiques;  car  on  a  alors 


dx 

dX 

—  —  o 

d'où 

au 

dv 

il    moins  qu'on  n  ait    )' =  u,  auquel  cas  les  lignes  i^'  seraient  des 
parallèles,  cas  d'e\ce|)tion  bien  connu. 
Les  deux  autres  équations  (4)  deviennent 


ùy 

du 

o 

Ou 

l 

c^logC 
du       -* 

]^  ~  du  ' 

V 

"G 

Posons 


alors  l'intégrale  générale  de  la  seconde  équation  est 

j  =  C(V,-V'Y). 

En  portant  dans  la  première,  on  a 

du-  '     du  ai'  du  dv  '  Ou 

Donc,  pour  que  l'élément  linéaire 

f  .       ,  „       d^' 
ds-  =  du^  -I-  ■ 

d'[ 
Ou 

convienne  à  une  surface  de  révolution,  il  faut  et  suffit  quon 
puisse  trouver  deux  fonctions  V  et  \  ,  de  v  satisfaisant  à 
l'équation  (6). 

On  peut  encore  se  poser  le  problème  suivant  : 
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Que  doit  être  la  fonction  C  pour  que  les  lignes  v  =  const. 
soient  des  géodésiques  égales  sur  la  surface  de  révolution? 

Pour  cela,  il  faut  et  suffit  que  la  constante  de  Glairaut  soit  la 
même  pour  toutes  les  ligues  p,  autrement  dit  que  la  fonction  ^" 
se  réduise  à  une  constante,  soitV  =  a.  L'équation  (6)  se  réduit 
alors  à 

a  -~  —  V,  - — ! ■>.  V ,  — !-  =  o. 

<)u-  ou  Ov  du 

Elle  s'intrgre  facilement  et  donne 

G  =  ¥,/(«  —  aV.2). 

En  prenant  Vo  pour  argument  r,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Thkorème.  —  Pour  que  les  lignes  t' =  const.  proviennent  de 
géodésiques  égales,  il  faut  et  suffit  quon  puisse  mettre  l'élé- 
ment linéaire  sous  Informe 

ds-  =  du-  -h  /2 (u  —  ai>)  dv^. 

Le  rayon  du  parallèle  est  alors  proportionnel  à  VV'+'^'i  ^^ 
sorte  que  les  parallèles  ont  pour  équation 

u  —  av  —  const. 

Pour  terminer,  nous  allons  montrer  comment  notre  méthode 
permet  de  déterminer  certaines  catégories  de  surfaces  applicables 
sur  une  surface  de  révolution. 

Pri:mieu  exemple.  —  Surfaces  réglées  applicables  sur  une 
surface  de  révolution.  —  Ces  surfaces  sont  connues  (Dauboux, 
Théorie  des  surfaces.,  n"*  691,  692,  693). 

Nous  voulons  simplement  montrer  avec  quelle  simplicité  notre 
méthode  permet  de  les  retrouver. 

Si  I  on  écarte  certaines  surfaces  imaginaires,  on  sait  que  l'élé- 
ment linéaire  de  toute  surface  réglée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ds-  —  du'--h[(u     -  a  )--(- ^*]  (if», 

où  a  et  |j  sont  des  fonctions  de  v  avant  des  significations  géomé- 
triques bien  connues. 
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On  a  alors 


"'  "./    (  tt  -  a  )•■;  ^  3^  "  3  ' 


en  posant 
Doù 


Porlons  dans  la  première  équalion  (5),  il  vient 
V'j  V"cp  a'    .  p'   sin^o 


COSO  COSC3 


-)-  \   -^9  sincp  -;-  V  7-  ^ ^  -f-  V   —  coscs  -»-  V    -tt  sin©  =  o. 

[i  '         '  [i      coso  ?         '  P         ' 

Cette  équation  doit  être  vétiliée  quels  (|ue  soient  v  et  'J. 

Si  on  la  divise  |tar  coscs  et  qu'on  annule  successivement  les 
termes  en  es,  cstang'i,  cslang-cs,  terme  constant,  tanga,  tang-o, 
on  obtient 

V"=o,        V'a'  =  o,        V'!i'=o,        V,  =  o,        V  —  Vi  ^  =  o,        V,^'=o. 

Si  |j'  n'était  pas  nul,  la  dernièi'e  équalion  donnerait  V)  =  o, 
puis  la  cinquième  V  =  o;  alors  ^  et  y  seraient  nuls.  Il  laul  donc 
déjà  .S'=o. 

La  deuxième  équation  nous  donne  maintenant  deux  cas  à  con- 
sidérer : 

Premier  cas  :  a'=  o.  —  Alors  la  cinquième  donne  V=o,  et 
toutes  les  équations  sont  vérifiées.  On  a,  dans  ce  cas,  la  surface 
engendrée  par  les  binormales  d'une  couibe  à  torsion  constante, 
qui  est,  comme  on  sait,  applicable  sur  laljsséide. 

Second  cas   .■  \  ^^  o.  —  De  la  cinquième  équation,  on  tire 

a'  =  ^  =  coiist. 
Doù 

ai  ^  kv. 

On  retombe  alors  sur  l'cdément  linéaire  de  la   surface  gauche  de 

o 

révolution  rapportée  à  une  famille  de  génératrices  et  à  leurs  tra- 
jectoires orthogonales. 
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Telles  sont,  conformément  à  ce  qu'on  savait,  les  surfaces  réglées 
réelles  applicables  sur  une  surface  de  révolution. 

Deuxième  exemple.  —  Surfaces  spirales  applicables  sur  une 
surface  de  révolution.  — ■  Toute  surface  spirale  a  un  élément 
linéaire  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  (Darboux,  Théorie  des 
surfaces,  t.  III,  p.  83) 

ds-  =  V- ( du- -—  u-  dv- ). 
Prenons  donc 

et  portons  dans  (4).  La  seconde  équation  donne  d'abord 


Portons  dans  les  deux  autres 

(8) 

en  posant 


ô\v 

.    ^s- 

du  dv 

u  "  ' 

à-  y 

dy 
du 

^"  -  V 

denrs 

(le  i^— 

^  1  -y-  —7: 
dv 


Egalons  les  deux  valeurs  de  - — ^»   nous  obtenons 

^  du  Oi-- 

d\y  _  V,   dv        V,  —Vf 
du-         u-   dv  u-  ' 

d^y 
Egalons  les  deux  valeurs  de  - — —-,  il  vient 

'^  du'  dv 

dy 

(9:  -=''-^,- 

Cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  ideutiquemenl  (pie  pour 
V'i  =  o;  d'où  V=  <?""'.  Mais  alors  on  vérifie  de  suite  que  la  cour- 
bure totale  est  nulle;  on  a  donc  une  surface  développable. 

Ce  cas  étant  écarté,  l'équation  (9)  montre  que  y  est  nécessaire- 
ment de  la  forme 

y  =  m,. 
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Porlons  dans  (8) 

(10)  -        " 

'  U  V'^  =  u  U'  V,  -^  V,  \  ,  U  -  L  Vj. 

r^a  première  donne 

U'm       V,  V, 

-[T  ===  -vT  =  '"  ^  o. 
D'où 

U  =  a  î/'"         (a=:const.), 

V  =  ^  1  =  '"  v;  ' 

d'où 

V  =  V'«, 
à  une  homotliétie  près. 

Si  l'on  porte  dans  la  seconde  équation,  on  a 

V- 

V'.;  z=  y  m  —  I  )  V2  -(-  m  -~- , 

V  o 

d'où 

\'^  =  V|( a  V:^ '"-2  —  I )         (a  =  const.  ). 

Si  nous  prenons  alors  la  fonction  \ -,  pour  nouvelle  variable  r, 
nous  avons  finalement 


ds''  =  v'-'"-  du^ -H  11^ ; dv^ 


et 


j^  =  a  «'«  r,  a?  =  —  a  u"'  v  \/cn'-'  '"  -'■  —  1, 

d'où 

r=<^(ui>)"'         (^  =  const.;, 

en  appelant  ;•  le  rajon  du  parallèle. 

On    voit,     sur    les    formules    précédentes,    que     les    spirales 
gauches  t':=consi.   correspondent  à  des  loxodromics. 

Il  en  est  de  même  des  lignes  u  =  const.,  quand  m  =  i ,  auquel 
cas  la  surface  est  d'ailleurs  développable. 

On  a 

i  m( {  —  m  ) 

On  peut  déduire  de  là  que  l'élément  linéaire  de  la  surface  de  révo- 
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lution  rapportée  à  ses  méridiens  et  paiallèles  est  de  la  forme 

ds-=  du--^  u'^p  dv"-. 

Sopims  Lie  a  obtenu  le  même  résultat  en  cherchant  les  surfaces 
dont  les  géodésiques  admettent  deux  transformations  infinitési- 
males conformes  et  distinctes,  ce  qui  est  évidemment  le  cas  pour 
toute  surface  spirale  applicable  sur  une  surface  de  révolution.  Il  a 
remarqué  que  ces  surfaces  étaient  surfaces  des  centres  de  courbure 
des  jSurfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  dans 
un  rapport  constant  (Matkematische  Annalen,    1882,   p.  SSg). 

Troisième  exemple.  —  On  peut,  toujours  parla  même  méthode, 
chercher  les  surfaces  moului'cs  applicables  sur  une  surface  de 
révolution,  en   j)arlanl  de  l'élément  linéaire 

ds-  =  du-  -i-  (  U  —  V  )-  dv''-. 

Ou  trouve  quil  n'j  en  a  jjas  (Taulres  que  les  surfaces  dévelop- 
pables  qu'on  obtient  en  prenant  une  droite  poui'  profil. 

On  pourrait  plus  généraleuient  chercher,  |)armi  les  élémenls 
linéaires  de  la  forme 

ds-  =  du"-  +  ( Ui  Vi  -h-  Uo  Vo  -(-...  -H  U,„ \„t  f  dv^, 

ceux  qui  peuvent  convenir  à  une  surface  de  révolution. 

Ceci  s'appliquerait,  en  particulier,  aux  surfaces  de  Monge  les 
plus  générales. 

Remarque.  —  Si  l'on  revient  au  cas  des  surfaces  réglées, 
quelques  considérations  géométriques  conduisent  aux  deux  théo- 
rèmes suivants  : 

Théorème  1.  — ■  Soient  (S)  la  surface  engendrée  par  les 
binormates  d'une  courbe  à  torsion  constante,  (-)  le  parabo- 
loïde  écjuilatère  de  raccordement  relatif  à  une  génératrice 
quelconque  (G),  (A)  et  (A')  deux  génératrices  de  (tî)  symé- 
triques par  rapport  à  (G).  Si  l'on  fait  glisser  (-)  sur  (S),  les 
droites  (A)  et  (A')  engendrent  deux  surfaces  applicables,  les 
points  homologues  étant  symétriques  par  rapport  à  (G), 


■2;4  i'i<  i: MiEii  !•:  l'Ain  iii. 

THÉoiik:\ri;  If.  —  Soient  fy)  et  (v')  deux  courbes  de  Bertrand 
associées,  M  et  M'  deux  points  homologues^  A  la  perpendicu- 
laire au  plan  osculateur  en  W  menée  par  M,  A'  la  droite  ana- 
logue issue  de  M'.  Faisons  subir  à  A  une  rotation  d^ un  angle  z> 
autour  de  A',  puis  une  homothétie  de  centre  M'  dans  le  rap- 
port   1  puis  une  réduction  des  cotes  relatives  au  plan  oscu- 

'  eus  9      ' 

lateur  en  M'  dans  le  rapport  coscp.  Soit  D  la  droite  obtenue. 
En  tournant  de  l'angle  —  a-^  autour  de  A',  elle  nous  donne 
une  autre  droite  D'.  Si  l'on  suppose  maintenant  que  M  dé- 
crive (y),  les  droites  D  et  D'  engendrent  deux  surfaces  appli- 
cables, les  points  homologues  ayant  leur  milieu  sur  A. 


SUR  CERTAINES  SURFACES  DE  WEINGARTEN; 
Pau  m.  .1.  HAAG. 

Pro|)osons-nou.s  de  cliercher  les  surfaces  W  dont  une  nappe  de 
la  surface  des  centres  de  courbure  est  une  surface  réglée. 
Comme  cette  nappe  doit  être  applicable  sur  une  surface  de  révo- 
lution, les  génératrices  rectilignes  ne  correspondant  pas  aux 
méridiens,  ce  ne  peut  être,  si  l'on  s'en  tient  aux  solutions  réelles, 
qu'une  surface  réglée  provenant  de  la  flexion  d'un  hjperboloïde 
de  révolution.  Or,  nous  savons  que  toute  surface  de  celte  nature 
peut  être  obtenue  de  la  manière  suivante  : 

Soient  (y)  et  (v')  deux  courbes  de  Bertrand  associées,  M  et  M' 
deux  points  homologues,  A  la  perpendiculaire  menée  par  M  au 
plan  osculateur  en  M',  A'  la  droite  analogue  menée  par  M'.  Quand 
M  décrit  (y),  les  droites  A  et  A'  engendrent  deux  surfaces  (S)  et  (S') 
provenant  toutes  deux  delà  déformation  de  Ihyperboloïde  (H)  en- 
gendré par  la  rotation  de  A  autour  de  A',  ou  de  l'hyperboloïde  (H)' 
engendré  par  la  rotation  de  A'  autour  de  A  ('). 


(  '  )   Voir,  par  exemple,  une  Note  de  l'auteur  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  lo  août  1908. 
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Oci  étant  rappelé,  proposons-nous  de  chercher  la  seconde 
nappe  de  la  surface  des  centres  de  la  surface  (W)  dont  la 
première  nappe  est  la  surface  (S).  A  cet  elFct,  prenons  un 
point  P  quelconque  sur  A.  La  normale  menée  par  ce  pointa  la  sur- 


face (W)  est  la  tangente  au  méridien  de  (H).  C'est  donc  la  droite  PP' 
qui  rencontre  A'  el  qui  se  trouve  dans  le  plan  mené  par  A  per- 
pendiculairement au  plan  (P,A').  Mais  alors,  par  le  même  raison- 
nement, on  voit  que  la  tangente  en  P'  au  méridien  de  (H')  est 
aussi  la  droite  PP'.  Il  résulte  évidemment  de  là  que  la  seconde 
nappe  cherchée  n^esl  autre  que  la  surface  (S').  On  a  vérifié  en 
passant  que  les  deux   plans  locaux  (A,PP')  et  (A',  P'P)  sont  bien 


rectangulaires. 


D'après  ce  qui  précède,  on  voit  qu'^7  n'y  a  pas  de  surface  (W) 
réelle  dont  une  seule  nappe  de  la  développée  soit  une  surface 
réglée. 

Il  serait  maintenant  très  facile  d'étudier  les  surfaces  (W) 
déduites  du  couple  de  surfaces  (S)  el  (S'). 

On  |>eut,  par  exemple,  en  donner  un  mode  de  gc'nération  très 
simple.  Quand  P  et  P'décrivenl  respectivement  A  et  A',  la  droite  PP', 
qui  est  l'intersection  de  deux  plans  rectangulaires  passant  res- 
pectivement par  les  droites  fixes  A  et  A',  engendre  un  hjperbo- 
loïde  (/i).  Soit  (r)  une  trajectoire  orthogonale  des  droites  PP'  sur 
cet  hyperboloïde.  Si  V on  suppose  que  (F)  soit  entraînée  dans 
le  mouvement  de  glissement  (G)  c/e  (H)  5m/'(S)  [Comptes  rendus 
du  10  août  1908),  elle  engendrera  une  des\  surfaces  (W)  en 
question.  En  efTet,  la  droite  PP'  est  à  chaque  instant  normale  à  la 
trajectoire  d'un  quelconque  de  ses  points,  du  point  A  en  parti- 
culier. Elle  est  d'autre  part  normale  à  (Y).  Donc  elle  est  normale 
à  la  surface  engendrée  jiar  (F). 


■?-i)  PRRMIÈRI-    PARTIE. 

Les  rayons  de  courbure  principaux  relatifs  au  point  A  sont 
évidemment  AP  et  AP'.  Ils  ne  dépendent  bien  que  d'une  seule 
variable,  celle  qui  (x^ie  la  position  de  PP'  sur  {h).  La  relation 
entre  ces  rajons  de  courbure  est  transcendante  et  nécessite  Tin- 
troduction  des  fonctions  elliptiques. 
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^  Pa^i^uL  ' 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 


KOWALEWSKI  (G.). —  Rinflhriing  in  die   Determinantentheorie, 

EINSCHLIKSSLICH  DER    UNENDLICHEN  LND  DER  FreDUOLMSCHEN  DeTERMI- 

NANTEN.  I  volume  in-8,  vi-55o  pages.  Leipzig,  Veit  et  G'^,  1909. 

«  L'Algèbre  est  si  vaste  qu'il  v  faut,  sans  doute,  plusieurs  intro- 
ductions... »,  écrivait  ici  mèuie  (')  M.  Tannerj.  Le  Livre  de 
M.  Kowalewski  en  est  une  et,  à  la  vérité,  nous  dit  l'auteur  dans 
sa  préface,  «  pour  une  grande  et  importante  discipline  qui,  récem- 
ment encore,  a  accru  son  domaine  et  transporté  la  notion  de  déter- 
minant dans  l'infini  dénombrahie  et  dans  le  conlinu  ».  La  théorie 
des  déterminants,  une  des  plus  belles  et  des  plus  attrayantes  de 
l'Algèbre,  avec  son  mécanisme  si  simple,  ses  mélhodes  presque 
élémentaires,  ses  résultais  si  féconds,  a  provoqué  de  nombreux 
travaux  ainsi  (pie  bien  des  Livies  classiques,  et  de  bons  Livres. 
Celui-ci  pourtant  ne  sera  pas  inutile;  il  se  distingue  de  ses 
devanciers;  il  a  son  originalité  propre;  c'est  une  Introduction., 
mais  an  sens  le  plus  large  du  mot;  il  conduit  très  loin  :  de  la  no- 
tion de  déterminant  telle  qu'elle  résulte  des  travaux  de  fjcibniz  et 
de  Cramer  nous  trouvons,  chemin  faisant,  une  multitude  d'appli- 
calions  intéressantes;  puis,  sortant  du  domaine  de  l'Algèbre  pro- 
prement dite,  l'auteur  expose  les  propriétés  des  déterminants  fonc- 
tionnels, étudie  une  classe  étendue  de  déterminants  infinis  etenlin 
les  déterminants  de  Fredholm  qui  jouent  un  si  grand  rôle  dans  la 
résolution  des  équations  intégrales.  Il  y  a  là  un  vaste  programme, 
traité  de  main  de  maître,  en  un  Livre  clairement  écrit  qu'on  ne 
saurait  trop  recommander  aux  étudiants. 

Une  première  Partie,  3oo  pages  environ,  s'occupe  en  treize 
Chapitres  des  déterminants  ordinaires,  des  matrices  et  de  quelques 
applications  algébriques  et  géométriques.  Des  notions  historiques, 

(')  Bulletin,  1°  série,  t.  \\\II,  1908,  p.  07. 
Bull,  dea  Sciences  niathëni.,  2"  série,  t.  XXXIII.  (Décembre  1909.)  iS 
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la  définition  d'un  déterminant  commencent  l'Ouvrage;  les  pro- 
priétés élémentaires  sont  ensuite  étudiées,  de  nombreux  exemples 
familiarisent  le  lecteur  avec  les  idées  essentielles;  puis  viennent 
des  développements  et  des  études  sur  une  foule  de  questions  va- 
riées (équations  linéaires,  multiplication  des  déterminants  et  des 
matrices,  déterminants  dont  les  éléments  sont  mineurs  d'un  autre, 
détermit)auls  bordés,  théorème  de  Sylvesler,  déterminants  symé- 
triques, équation  séculaire,  déterminants  gauches,  déterminants 
orthogonaux,  résultants  et  discriminants,  invariants;  formes 
linéaires,  quadratiques,  bilinéaires  et  formes  d'Hermite,  transfor- 
mations et  substitutions,  théorie  des  diviseurs  élémentaires;  appli- 
cations géométriques).  Cette  simple  énumération  montre  l'abon- 
dance des  sujets  traités;  mais  l'exposé  de  M.  Kowalewski  n'est  pas 
un  simple  résumé  des  faits;  l'auteur  ne  se  défend  pas,  à  chaque 
fois  qu'il  en  a  l'occasion,  dès  qu'une  notion  particulière  évoque 
une  théorie  générale,  de  nous  en  donner  quelques  aperçus;  il  en 
montre  le  sens  et  la  portée.  On  sait  très  nettement,  car  il  ne 
craindra  pas  au  besoin  de  reprendre  une  question  à  ses  débuts, 
d'où  viennent  les  idées;  on  sait  aussi,  par  la  variété  des  applica- 
tions, jusqu'où  elles  peuvent  conduire. 

Deux  Chapitres  sont  consacrés  :  l'un,  aux  déterminants  fonc- 
tionnels avec  leurs  applications  à  l'Algèbre  et  à  la  Géométrie; 
l'autre  aux  déterminants  de  Wronski  et  de  Gram  dont  on  connaît 
le  rôle  important  en  Analyse  et  qui  permettent,  entre  autres  choses, 
de  l'econnaître  si  des  fonctions  sont  linéairement  indépendantes. 

Le  reste  du  Livre  est  la  partie  la  plus  originale;  l'auteur  a  fait 
œuvre  neuve  et  exposé  les  plus  récentes  recherches.  Un  long  Cha- 
pitre est  consacic  aux  déterminants  infinis  et  spécialement  à  ceux 
que  von  Koch  appelle  des  déterminants  i}orinaux{^)\  les  propi-iétés 
essentielles  de  ces  svmboles  sont  très  nettement  expliquées  et 
la  théorie  trouve  son  application  dans  les  équations  linéaires  à  un 
nombre  infini  de  variables  dont  le  déterminant  est  normal.  A  ce 
propos,  l'auteur  expose  la  belle  théorie  fondée  par  Erhard 
Schmidt   (-)    |30in    un    système    d'équations    linéaires    tel   que   la 


(' )  La  série   double  des   lerrnes  du    dé'eniiinanl  (les    leiiiies    diagonaux    étant 
diminués  de  i)  est  supposée  absolument  convergente. 

(^)  Rendiconti  del  Circolo  di  Palermo,  t.  \X\  ,  igoS,  p.  53. 
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somme  des  carrés  des  coefficients  de  chaque  équation  converge; 
rex|)osé  est  une  mise  au  point  magistrale  des  remarquables  consi- 
dérations géométriques  de  Sclimidt;  c'est  une  généralisation  de 
la  théorie  des  vecteurs  que  l'on  définit  dans  l'espace  à  une  infinité 
de  dimensions;  on  étudie  Toriliogonalité  de  ces  éléments,  les  pro- 
jections d'un  vecteur  sur  un  axe,  et  l'on  olilient  sous  une  forme 
extrêmement  élégante  la  résolution  complète  des  équations.  Les 
deux  derniers  Chapitres  sont  une  introduction  à  l'élude  des  équa- 
tions intégrales  et  renferment  les  principaux  points  des  théories  de 
Fredholm,  de  Hilbert  et  de  E.  Schmidt.  Les  déterminants  de 
Fredholm,  qui  jouent  |)Our  une  fonction  fix^y)  le  même  rôle  qu'un 
déterminant  pour  une  fonction  à  deux  variables  numériques  C^^, 
sont  déduits  d'un  d('terminant  infini  normal  par  un  passage  à  la 
limite;  il  en  est  de  même  pour  les  mineurs  de  Fredholm,  pour  les 
relations  entre  ces  mineurs,  et  l'on  est  conduit  ainsi  tout  naturelle- 
ment à  la  résolution  des  équations  intégrales  linéaires.  L'auteur 
ajoute  un  exposé  succinct  de  la  méthode  de  E.  Schmidt  pour 
résoudre  l'équation  à  nojaii  symétrique,  méthode  que  prépare 
l'étude  des  notions,  dues  à  Hilbert,  des  autofonctions  (Eigen- 
functionen)  et  des  autovaleurs  (Eigenwertc)  d'un  noyau  symé- 
trique. 

Le  Livre  se  termine  par  des  notes  et  une  courte  bibliographie. 
Le  lecteur  qui  voudra  s'initier  à  la  théorie  des  déterminants,  et  sur- 
tout à  ses  applications  les  plus  modernes,  trouvera  dans  l'Ouvrage 
de  M.  Kowalewski  un  Livre  très  clair,  d'une  lecture  facile  et 
attrayante,  une  pré[)aration  excellente  à  la  lecture  des  Mémoires 
originaux,  en  un  mot,  un  guide  éclairé  et  sûr. 

J.  Marty. 


PIGKDORF  (A. -G.).  —  Eliîmextary  projective    Geometry. 
I  volume  petit  in-8,  xn-256  pages.  Gambiidge,  University  Press,  1909. 

Cet  élégant  petit  Livre  correspond  bien  à  son  titre;  c'est  bien 
un  Traité  élémentaire  de  Géométrie  projective,  destiné  à  des 
élèves  et  surtout  à  des  élèves  qui  ont  reçu  l'éducation  géométrique 
d'après  Euclide  :  ces  élèves-là  ne  seront  pas  dépaysés,  en  étudiant 
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le  i^ivre  «le  M.  l^ickfoicl,  el  c'est  peu  à  peu  «ju'ils  se  senlironL  dans 
un  monde  nouveau. 

L'exposition  de  l'auteur  est  neltenieut  métiicpie  :  c'est  le  rap- 
porl  anliarnioui(pie,  la  cross-ratio^  comme  on  dit  en  Angleterre, 
qui  est  son  |)oint  de  départ;  il  aboutit  à  la  théorie  des  coniques, 
considérées  comme  lieu  du  point  d'intersection  des  rayons  corres- 
pondants AM,  BM  de  deux  faisceaux  projectifs  ajant  pour  centres 
les  points  A,  13;  il  démonire,  de  deux  façons  élégantes,  que,  si  C 
est  un  point  fixe  (pielcon<|ue  pris  sur  la  courbe  ainsi  définie,  le 
faisceau  CM  est  projeclif  aux  faisceaux  AM,  BM.  Le  Livre  se  ter- 
mine par  quelques  notions  sur  l'homologie  et  la  projection  cen- 
trale dans  l'espace.  .  J.  T. 


LOVE  (A.-E.-H.).  —  Eléments  of  the  differential  and  intégral 
GalcL'LUS.  I  volume  in-8,  xin->,07  pages.  Cambridge,  University  Press, 
1909 

Ces  Eléments  de  Calcul  différentiel  et  intégral  s'adressent 
à  un  public  analogue  à  celui  de  nos  Cours  de  Mathématiques 
générales,  chez  lequel,  pourtant,  on  supposerait  un  peu  moins  de 
connaissances  mathématiques  et  qu'on  voudrait  conduire  un  peu 
moins  loin;  la  lâche  du  professeur  n'en  est  sans  doute  que  plus 
difficile.  C'est  une  vingtaine  de  leçons  que  M.  Love  consacre  à  cet 
enseignement  :  le  présent  Livre  est  le  résultat  de  son  expérience 
et  le  rc^sumé  de  ses  leçons;  on  sera  frappé  du  talent  que  déploie 
l'auteur  pour  se  mettre  à  la  portée  de  son  auditoire. 

J.  T. 


RIQUIER  (Ch.).  —  Les  svstèmes  d'équations   aux   dérivées   partielles. 
I  volume  in-8,  xxvii-Sgo  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1910. 

Depuis  bien  des  années  déjà,  les  questions  relatives  à  la  théorie 
générale  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  sont 
pour  l'auteur  un  sujet  de  prédilection.  Le  moment  était  venu  de 
réunir  en  un  Livre  les  résultats  qu'il  avait  accumulés  dans  de 
nombreux  et  longs  Mémoires,  dispersés  dans  des  Recueils  divers, 
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et  d'en  (aire,  avec  les  propositions  élémentaires  de  la  théorie,  avec 
cet  ensemble  de  connaissiinces  indispensables  qui  sont,  comme  il 
le  dit,  du  domaine  public,  un  tout  organisé  qui  se  suffise  à  lui- 
même,  une  doctrine  que  puissent  apprendre  ceux  qui  veulent 
étudier  celle  importante  partie  des  Malhémaliques. 

Dans  une  très  intéressante  l^réface,  i'auleur  fait  l'historique  des 
travaux  qui  ont  précédé  les  siens,  ainsi  que  de  ses  propres 
recherches.  C'est  à  Cauchy  qu'est  dû  le  point  de  départ  (1842- 
1843).  Entre  autres  résultats,  M.  Darboux  et  Sophie  de  Kowa- 
lewski  établissent  à  nouveau  les  théorèmes  d'existences  dus  à 
Cauchy  (  1875).  En  1880,  M.  Méraj  publie,  dans  le  Journal  de 
LioiLville ,  sa  Démonstration  générale  de  C existence  des  inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles.  M.  Riquier  analyse 
et  critique  avec  soin  ce  Mémoire,  dont  l'élude  a  été  le  point  de 
départ  de  ses  propres  recherches,  et  qui  a  été  très  fécond  pour  lui, 
tant  par  les  idées  et  les  méthodes  (pi'il  en  a  tirées,  que  par  les  la- 
cunes mêmes  qu'il  a  su  reconnaître  el  que,  de  concert  avec 
M.  Méray,  il  a  contribué  à  combler  (i8yo).  Depuis  sa  collabo- 
l'alion  avec  M.  Méraj,  M.  Riquier  est  parvenu  à  des  extensions 
successives  des  théorèmes  d'existence. 

Arrivons  maintenant  à  l'analyse  de  son  Livre. 

Il  convient  de  noter  tout  d'abord  deux  points  :  d'une  part, 
l'auteur  n'impose  jamais  aux  intégrales  des  systèmes  qu'il  étudie 
que  des  conditions  dites  initiales;  d'autre  part,  il  ne  considère 
jamais  que  les  fonctions  dites  analytiques^  en  adoptant,  relati- 
vement à  ces  dernières,  le  point  de  vue  de  M.  Méray,  qui  consiste, 
comme  on  sait,  à  faire  reposer  leur  théorie  générale  sur  les  pro- 
priétés des  séries  entières.  De  ce  point  de  vue,  qui  n'exig(3  que 
peu  de  connaissances  préalables,  l'ordre  et  l'unité  de  la  méthode 
apparaissent  clairement. 

Économie  des  conditions  initiales  dans  les  systèmes  diffé- 
rentiels résolus  par  rapport  à  diverses  dérivées  des  inconnues. 
—  Etant  donné  un  système  différentiel.  S,  résolu  par  rapporta 
diverses  dérivées  des  fonctions  inconnues  u.,  v^  ...,  qui  s'y 
trouvent  engagées,  nous  conviendrons  de  dire,  avec  l'auteur, 
qu'une  dérivée  de  ces  fonctions  est  principale  relativement  au 
système,  lorsqu'elle  coïncide,   soit  avec  quelqu'un  des    premier» 
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membres,  soit  avec  quelqu'une  de  leurs  dérivées;  nous  convien- 
drons de  dire,  dans  le  cas  contraire,   qu'elle  esl paramétrique. 

Considérons,  dans  un  pareil  système,  S,  un  groupe  d'intégrales 
(hypothétiques),  ;/,  c,  ...,  que  nous  supposerons  développahles, 
à  partir  des  valeurs  initiales  ^oi  JKoi  •••  choisies  j)Oiir  les  va- 
riables indépendantes  x.,y,  ...,  en  une  série  entière  par  rapport 
aux  accroissements  x  —  Jo,  y — yoi  •••;  et  nommons  détermi- 
nation initiale  de  l'une  d'entre  elles  la  portion  de  son  dévelop- 
pement formée  par  l'ensemble  des  termes  qui,  aux  facteurs 
numériques  connus  près,  ont  pour  coefficients  les  valeurs  initiales 
de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  paramétriques  de  tous  ordres.  Cela 
étant,  l'auteur  démontre,  |)a-r  des  raisonnements  tout  élémentaires 
fondés  sur  la  signification  bien  connue  des  coefficients  du  déve- 
lop|)ement,  que,  pour  se  donner  arbitrairement  les  détermi- 
nations initiales  des  intégrales  {hypothétiques)  du  système^  il 
suffit  d'imposer  à  ces  intégrales  et  à  telles  ou  telles  de  leurs 
dérivées^  en  nombre  essentiellement  limité.^  la  condition  de  se 
réduire  respectivement.,  pour  les  valeurs  initiales  de  tels  ou  tels 
groupes  de  variables.,  à  des  fonctions  arbitraires  des  groupes 
de  variables  restants.  Ainsi  se  trouve  fixé  ce  qu'on  peut  appeler 
l'économie  des  conditions  initiales  du  système. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  un  système  diderentiel  impli- 
quant deux  fonctions  inconnues,  u,  r,  des  trois  variables  x,  jK?  -» 
et  résolu  par  rapport  aux  quatre  dérivées 


dx  dy  <Jz        ôx        ôy  <iz        ôy^ 


l'application   de  la  méthode   de   M.   Riquier  donnera,  pour  l'éco- 
nomie des  conditions  initiales,  le  Tableau  suivant  : 


(0 


"  =  «f(r; 

^) 

pour 

du 

Ox        ^^     ' 

^) 

pour 

d^u 

=  m{x, 

y 

pour 

j  Oxdy           ^    ' 
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V=  fi(s) 
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àv 
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—   rt 

\ 

ày 
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> 

i)Our 

d-^v  =  <^ 

I 

,        dy^ 

] 

X Xq^  o, 

y  —  yo^  o, 

Z—  Z.(,=  o, 

X  —Xo  =  y—y^  =  o, 

x  —  x»—y—yo=z  —  zo  =  o; 
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c'esl-à-dire  qu'en  désij^nanl  par  x^,  jKoi  -^o  ^es  \aleurs  initiales 
choisies  pour  les  variables  indépendantes,  il  saflil,  pour  se  donner 
arbilrairemenl  les  délerininalions  initiales  des  intégrales  hypothé- 
tiques du  système,  de  se  donner  arbitrairement  les  fonctions 

et  les  constantes  a,  p,  auxquelles  doivent  se  réduire  respecti- 
vement 

u  pour  X  —  Xf)  =  o, 

Z  —  Z^,=  O, 

■r~^o  =  7~yo  =  o, 

et      — -  pour  a-  —  xo  =  y  —yo==  ^  —  -20=0. 


du 
dx 

pour 

d-^u 
dx  dy 

pour 

V 

pour 

û»2(' 

pour 

L'étude  de  cette  question  préliminaire  est  fondamentale  dans 
les  théories  de  l'auteur. 

Pour  se  représenter  commodément  l'économie  des  conditions 
initiales,  on  peut  procéder  comme  il  suit  :  construire  un  quadril- 
lage rectangulaire  dont  les  lignes  correspondent  aux  diverses 
variables  indépendantes  x,  y^  . . . ,  et  les  colonnes  aux  diverses 
quantités  (inconnues  et  dérivées)  qui  figurent  dans  les  premiers 
membres  des  conditions  initiales;  puis,  dans  l'une  quelcon(pie  de 
ces  colonnes,  noircir  à  l'aide  de  hachures  les  cases  des  diverses 
variables  dont  ne  dépend  pas  la  fonction  (ou  constante^  arbitraire 
qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  condition  correspon- 
dante; en  répétant  cette  opération  successivement  pour  toutes  les 
colonnes,  on  obtient  une  sorte  de  damier  où  les  cases  blanches  et 
noires  peuvent  offrir  des  dispositions  relatives  variées.  Par 
exemple,  à  des  conditions  initiales  de  la  Ibrme  (i)  correspondra  le 
damier  ci-dessous  : 

du       d-u  dv         d-i^ 

dx     dxdy  dy        dy' 


A 
'1 


xmm 
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Calcul  inverse  de  la  dérivation .  —  i.f  pioUh-me  du  c;ilcul 
inveise  de  la  déiivalion  peut  se  lonmiler  cumme  il  suil  : 

Chercher  toute  fonction  des  variables  oc^  y,  ...  développable 
à  partir  de  valeurs  données  Xq,  y^,  ...,  et  dont  on  suppose 
données  telles  ou  telles  dérivées  (d'oidres  quelconques). 

Lorsqu'on  se  donne  une  seule  dérivée  de  la  fonclion  inconnue, 
aucune  condition  de  possibilité  nintervient  ;  lorsqu'on  s'en  donne 
plusieurs,  il  faut,  pour  la  possibilité  du  |)roblème,  que  certaines 
identités  en  x^  y,  ...  (très  faciles  à  former)  se  trouvent  vérifiées. 
En  sup|)osant  qu'elles  le  soient,  le  jjroblème  admet  une  solution 
(unique)  répondant  à  des  conditions  initiales  arbitrairement  don- 
nées, et  la  recherche  de  cette  solution  se  ramène  à  une  recherche 
du  même  genre  successivement  exécutée  dans  diverses  équations 
dont  chacune  a  la  forme 

du 

ou,  en  d';iMlres  termes,  à  un  certain  nombre  de  quadratures,  i^a 
seule  inspeciion  des  équations  proposées  et  du  Tableau  des  con- 
ditions initiales  (convenablement  écrites)  suffit  d'ailleurs  pour 
(|u'ûn  puisse  former  immédiatement  le  Tableau  des  quadratures- 
successives. 

Systèmes  passifs;  systèmes  complètement  intégrables.  —  Si 
aux  équations  qui  composent  un  système  différentiel  donné  quel- 
conque, T,  on  adjoint  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  par  de 
simples  différentiations,  le  groupe  illimité  résultant  de  cette 
adjonction  s'appellera  le  système  11  prolongé. 

Si  l'on  considère,  dans  le  système  T,  un  groupe  quelconque 
d'intégrales,  et  qu'on  assimile  pour  un  instant  les  variables 
x^  y,  .  ..,  les  fonctions  inconnues  m,  t',  ....  et  leurs  dérivées  de 
tous  ordres  à  autant  de  variables  indépendantes  distinctes,  le 
système  T  prolongé  ne  peut  manquer  d'être  numériquement 
vérifié  par  des  valeurs  particulières  quelconques,  Xq.,  y^^  ...,  de 
X,  y,  ..  .  ,  prises  conjointement  avec  les  valeurs  correspondantes 
des  intégrales  considérées  et  de  leurs  dérivées  de  tous  ordres. 

Inversement,  si  le  système  T  prolongé  admet  quelque  solution 
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numérique^  et  si,  en  désignant  par  a?o,  JKoi  •••  l^s  valeurs  niuné- 
riques  de  x,  j',  ...,  les  développeruenls  cnliers  en  x  —  Xo, 
j^  — y^,  ...,  qui  onl  pour  coeflicienls  (aux  fadeurs  numériques 
connus  près)  les  valeurs  numériques  de  M,  r,  ...  et  de  leurs 
dérivées  de  tous  ordres  sont  convergents,  les  sommes  des  dévelop- 
pements dont  il  s'agit  constituent,  comme  on  le  démontre  sans 
peine,  un  groupe  d'intégrales  du  système  T. 

D'après  cela,  la  recherche  des  divers  groupes  d'intégrales  d'un 
système  dillerentiel  quelconque  T  peut  s'efFecluer  par  celle  des 
diverses  solutions  numériques  de  'ï  prolongé  qui  donnent  lieu  à 
des  développements  convergents. 

Considéions  actuellenient,  comme  le  fait  l'auteur,  un  système 
différentiel,  S,  possédant  la  double  propriété  d'être  résolu  par 
rapport  à  diverses  dérivées  des  fonctions  inconnues,  qui  s'y 
trouvent  engagées,  et  de  ne  contenir  dans  ses  seconds  membres 
aucune  dérivée  principale;  et  proposons-nous  de  rechercher  s'il 
existe,  dans  un  pareil  système,  un  groupe  d'intégrales  répondant 
à  des  conditions  initiales  (\onnée's,.  Puisqu'on  suppose  données  les 
valeurs  initiales  de  x^  j',  .  .  .,  de  u,  v,  ...  et  de  leurs  dérivées 
paramétriques,  la  question  revient  à  examiner  :  i'^'  s'il  existe, 
pour  les  dérivées  principales  de  m,  v,  ...,  des  valetu's  numéiiques 
(initiales)  qui,  prises  conjointement  avec  les  valeurs  initiales 
données,  vérifient  numériquement  le  système  S  prolongé  ;  2"  si 
une  pareille  solution  numérique,  en  supposant  qu'elle  existe, 
donne  lieu  à  des  développements  convergents.  Il  est  clair  d'ailleurs 
que  les  svstèmes  différentiels  véritablement  commodes  et  utiles 
sont  ceux  où,  pour  un  choix  arbitraire  des  données  initiales,  les 
deux  conditions  qui  viennent  d'être  formulées  se  trouvent  à  la 
fois  satisfaites. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première;  le  système  S  est  dit 
passifs  si,  assimilant  pour  un  instant  les  variables  x^  y^  •  •  •  1  le^» 
inconnues  u,  v,  ...,  et  leurs  dérivées  de  tous  ordres  à  autant  de 
variables  indépendantes  distinctes,  on  peut,  par  voie  d'élimi- 
nations, déduire  du  système  S  prolongé  un  système  numériquement 
équivalent  résolu  par  rapport  aux  dérivées  principales  :  chacune 
de  ces  dernières  se  trouve  ainsi  exprimée  à  l'aide  des  variables 
indépendantes,  des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées  para- 
métriques,  et  il  va  sans  dire  qu'à   chacune  d'elles   est   supposée 
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correspondre,  clans  le  sjslènie  numériquement  équivalent  à  S 
prolongé,  une  formule  unique  de  résolution.  La  solution  numé- 
/7^w^  générale  de  S  prolongé  est  alors  fournie  par  un  groupe  de 
formules  où  les  variables,  les  inconnues  et  leurs  dérivées  paramé- 
triques de  tous  ordres  ont  des  valeurs  arbitraires,  tandis  que  les 
dérivées  principales  se  trouvent  entièrement  déterminées  en  fonc- 
tions de  ces  diverses  quantités. 

Le  système  S  étant  supposé  passif,  la  question  de  savoir  si  le 
groupe  (forcément  unique)  d'intégrales  hypothétiques  ré|)ondant 
à  des  conditions  initiales  données  existe  eflectivement  se  résout, 
d'après  ce  (pii  a  été  dit  plus  haut,  par  raffirmalive  dans  le  cas  où 
leurs  développements,  construits  a  priori^  sont  tous  convergents, 
par  la  négative  dans  le  cas  contraire.  Si  donc  celle  convergence  a 
lieu  quelles  que  soient  les  données  initiales,  le  système  S  admet 
un  groupe  (unique)  d'intégrales  répondant  à  des  conditions  ini- 
tiales arbitrairement  choisies  :  il  est  dit,  en  pareil  cas,  complè- 
tement inté^rahle. 

Systèmes  orthonomes.  —  Soient 

X,     y,      ..., 
u,      ^^      ... 

des  notations  (en  nombre  limité)  désignant,  les  premières  di- 
verses variables  indépendantes,  les  dernières  diverses  fonctions 
inconnues  de  ces  variables.  A  chacune  des  quantités  jc,  r,  ..., 
M,  r,  ...,  faisons  coriespoudre  un  entier  (  positif,  nul  ou  négatif), 
que  nous  nommerons  la  cote  de  cette  quantité;  puis,  considérant 
une  dérivée  d'ordre  quelconque  /•  de  l'une  des  fonctions  a,  p,  . . ., 
nommons  co^e  de  la  dérivée  en  question  l'entier  obtenu  en  ajou- 
tant à  la  cote  de  la  fonction  celles  des  ;•  variables  de  difl'éren- 
tiation. 

Cette  définition  posée,  imaginons  qu'on  attribue  aux  quan- 
tités j;,  y^  ...,  w,  t»,  ...,/?  cotes  successives  (/j  >  i);  désignons 
par  ô,  ù'  deux  quantités  appartenant  à  l'ensemble  que  forment 
les  fonctions  «,    t',   ...   et   leurs  dérivées  de    tous   ordres,  par 

Cj,       C2,        •  •  •  )      c  p, 

^ii     ^01     •••1     ^  ti 
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les  coles  respectives  de  ces  deux  quanliiés,  et  convenons  de  dire 
que  0'  est  normale  ou  anormale  par  rapport  à  0,  suivant  que  les 
différences  successives 

C]  C  j ,        C-i  C2  )         •  •  •  j        (^ j)  (^ p 

satisfont  ou  non  à  la  double  condition  :  1°  que  ces  différences  ne 
soient  pas  toutes  nulles  ;  2"  que  la  première  d  entre  elles  non  égale 
à  zéro  soit  positive. 

Considérons  enfin  un  système  différentiel  im|)liquanl  les 
fonctions  inconnues  «,  »•,  ...  des  variables  indépendantes  x,  jk?  •  •  •> 
et  possédant,  comme  j)lus  haut,  la  double  propriété  d'être  résolu 
par  rapport  à  diverses  dérivées  de  ces  inconnues,  et  de  ne  contenir 
dans  ses  seconds  membres  aucune  dérivée  principale.  Puis,  à 
chacune  des  quantités  x,  y^  .  . . ,  w,  r,  . . .,  attribuons,  conformé- 
ment aux  indications  qui  précédent,  p  cotes  successives,  sous  la 
seule  condition  que  les  cotes  premières  de  toutes  les  variables 
indépendantes  x,  y,  ...  aient  pour  valeur  commune  l'unité. 
Cela  étant,  le  système  considéré  sera  dit  orthonome,  si,  moyen- 
nant un  choix  convenable  de  l'entiery?  et  des  cotes  qu'on  a  com- 
mencé par  attribuer  aux  variables  et  aux  inconnues,  chaque  second 
membre  ne  conùenl  e^ectiçement,  outre  les  variables  indépen- 
dantes, que  des  quantités  (inconnues  et  dérivées)  qui  soient 
normales  par  rapport  au  premier  membre  correspondant. 

Dans  un  système  orlhonome,  la  convergence  des  développe- 
ments des  intégrales  est  assurée  (Fauteur  le  prouve  à  l'aide  d'un 
système  majoiant  approprié),  en  sorte  que  le  système^  s'il  est 
passif.,  est  par  là  même  comvlètement  intégrahle.  D'un  autre 
côté,  les  conditions  de  passivité  d'un  système  orthonome,  qui 
semblent  au  premier  abord  devoir  être  en  nombre  infini,  résultent, 
à  titre  de  conséquences  nécessaires,  d'un  nombre  essentiellement 
limité  d'entre  elles.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant,  pour  qu'un 
système  orthonome  soit  complètement  inlégrable,  que  certaines 
relations  en  nombre  fini,  subsistant  entre  les  variables,  les  incon- 
nues et  quelques-unes  de  leurs  dérivées  paramétriques,  soient 
vérifiées  pour  toutes  valeurs  numériques  de  ces  quantités;  l'auteur 
formule  à  ce  sujet  une  règle  très  précise.  Dans  le  cas  où  les  divers 
premiers  membres  du  système  appartiennent  à  des  inconnues 
toutes  différentes,  aucune  condition  n'intervient. 
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(Il  convient  d'observer  en  passant  que  la  forme  orthonome 
passive  de  M.  Kiqiiier  comprend,  comme  cas  très  particuliers, 
lous  les  types  complètement  intégiables  étudiés  jusfpi'à  ce  jour). 

Systèmes  plus  généraux.  — ■  L'auteur,  après  avoir  étudié  les 
systèmes  orthonomes,  s'etlorce  de  généraliser  et  de  simplifier  les 
résultats  obtenus.  D'une  pari,  grâce  à  un  lemme  élémentaire  qu'il 
établit  sur  les  équations  du  premier  degré  (p.  869  et  suiv.),  il 
rend  la  méthode  des  fonctions  majorantes  applicable  à  des  cas 
beaucoup  plus  étendus;  d'autre  part,  grâce  à  certaines  réductions 
(fondées  sur  la  considération  du  Tableau  des  conditions  initiales) 
qu'il  eilectue  sur  les  systèmes  différentiels  étudiés  (p.  02'y  et 
suiv.,  p.  33^  et  suiv.),  il  substitue  à  la  règle  primitivement  for- 
mulée pour  les  conditions  d'intégrabililé  complète  des  systèmes 
orthonomes  une  règle  notablement  plus  avantageuse,  applicable, 
elle  aussi,  à  des  systèmes  plus  généraux. 

Le  lecteur  trouvera  page  358  les  énoncés  délinitifsdes  théorèmes 
d'existence  qui  concernent  les  systèmes  orthonomes,  puis 
pages  384  et  38-  les  énoncés  relatifs  aux  nouveaux  systèmes 
étudiés  :  dans  ces  derniers  interviennent  des  restrictions  d'inéga- 
lité portant  sur  les  données  initiales.  Sans  entrer,  relativement  à 
ces  divers  résultats,  dans  des  détails  qui  nous  entraîneraient  un 
peu  loin,  nous  citerons  deux  exemples  qui,  nonobstant  leur 
extrême  simplicité,  suffiront  à  donner  une  idée  du  double  progrès 
réalisé. 

Supposons  d'abord  (pi'un  système  différentiel,  impliquant  une 
fonction  inconnue,  u,  des  variables  indépendantes  ;r,  y,  ...,  ait 
pour  prenners  membres  toutes  les  dérivées  d'ordre  m  de  a,  les 
seconds  membres  ne  contenant,  avec  les  variables  .r,  y,  ..., 
que  l'inconnue  u  et  ses  dérivées  d'ordre  inférieur  à  m.  Pour  for- 
mer les  conditions  d'intégrabililé  complète  d'un  pareil  système 
(visiblement  orlhonome),  il  suffit,  d'après  la  règle  simplifiée  à 
laquelle  nous  venons  de  faire  allusion,  d'adjoindre  aux  équations 
qui  le  composent  celles  qui  s'en  déduisent  par  des  différentiations 
premières,  et  d'opérer,  dans  le  système  résultant,  l'élimination  des 
dérivées  d'ordres  m  et  m  -{-  i.  Or,  il  fallait,  d'après  la  règle  pri- 
mitive, adjoindre  aux  équations  proposées  toutes  celles  qui  s'en 
déduisent  par  des  diflerenliations  d'ordres   1,2,  .  ..,  m.  et  opérer 
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ensuite  réiimination  des  dérivées  d'ordre  //?,  m  -\-  \ ,  .,.,  2/>i  : 
on  se  Irouvait  ainsi  conduit,  par  un  calcul  beaucoup  jjIus  long,  à 
un  ensemble  de  conditions  dont  un  grand  nombre  étaient  su- 
perflues. 

Supposons  jnaintenant  que,  dans  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

à'U     ./  du     du    d-u     à- u\ 

où  u  désigne  une  fonction  inconnue  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  e\- y.,  il  s'agisse  de  déterminer  un  ensemble  de  conditions 
suffisantes  pour  l'existence  d'une  intégrale  répondant  à  des  condi- 
tions initiales  données,  de  la  forme 

u  =  o{y)         pour         X  =  Xq, 

du 

—  =  -!^(x)        pour       y=yo- 

En  désignant  par  A  et  B  les  dérivées  partielles  du  second  membre^' 

I     •  ^^  "         à'^  Il  ■  4        1^     1  I 

relatives    — — •  et   --—   respectivement,   et    par  An,    dq  les  valeurs 

numériques  initiales  de  A,  B,  on  a  successivement  assigné  comme 
condition  suffisante  à  l'existence  de  l'intégrale  : 

1°  La  nullité  identique  des  deux  fonctions  A  et  B.  (Ce  résultat 
se  tiouve  contenu,  comme  cas  particulier,  dans  les  recherches 
publiées  par  M.  Méray  en  1890,  avec  la  collaboration  de  M.  Bi- 
quier;  voir  à  ce  sujet  une  Note  insérée  dans  la  Préface  de 
rOuvrage.) 

2°  La  nullité  identique  de  l'une  ou  de  l'autre  des  fonctions 
A,  B.  (C'est  !à  une  application  [larliculière  des  recherches 
publiées  par  M.  Riquier  en  1893,  ou  de  celles  qui  ont  paru  peu 
après  sur  les  systèmes  orthonomes.) 

3"  La  simple  Inégalité  numérique 

mod(AoBo)  <  7' 

4 

(C'est  là  une  application  particulière  des  recherches  les  plus 
récentes  de  M.  Riquier.) 

On  peut  ]uger,  par  ce  simple  rapprochement,  de  l'extension 
progressivement  donnée  aux  théorèmes  d'existence. 
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AppLicATroNs  A  nivKiîSKS  QUESTIONS.  -~  I.  Défomialions  Jinies 
d' un  milieu  continu  dans  V espace  à  n  dimensions.  —  Désii^naiit 
par  (y,  A)  une  combinnisoii  tie  deux  enliers,  dislincls  ou  non, 
pris  dans  la  suite  i,  a,  . .  .,  /i,  par  ay  ytz=  \xifj  une  fonction  donnée 
des  n  variables  indépendantes 


et  par 

?/,     r,     ....     iv 

n  fonctions  inconnues  de  ces  variables,  l'auteur  considère  le  sjs- 

,        n  (n  -{-  \)    ,  .  \  '   •     '  .-Il 

lenie  des  ■   équations  aux  dérivées  partielles 

du     du  di'      dv  div    dw   _ 

âxj  Ox/^        ôxj  dx/f       '  '  '       ()xj  Oxu        '  ■'■ 

bien  que  ces  équations  ne  contiennent  pas  explicitement 
u,  i',  .  ..,  (V,  il  est  toujours  permis  de  les  considérer  comme 
subsistant  entre 

Xr  -         3^2  î  '   •   •  1  •^/Z) 

«,  C,         .  .  .,        IP, 

et  les  n-  dérivées  premièies  de  u,  c,  ...,  (v  par  rapport  à 
x^ ,  ^To,  . . .  ,  x,ii  soit  en  tout  ni^n  -\-  2)  quantités  :  i I  va  sans  dire 
alors  (pie,  dans  les  solutions  numériques  du  système  (2),  les 
valeurs  de  u,  r,  . .  .,  «v  sont  entièrement  aibilraires. 

Cela  étant,  l'auteur  est  tout  d'abord  conduit,  par  l'application 
de  ses  théories,  à  la  conclusion  suivante  : 

Pour  que  le  système  (2)  possède  quelque  groupe  d'intégrales, 

•  I       .      '  •  ,      n  (  /i  -H  I  )  n         .  ,         ,  ^  , 

il  est  nécessaire  ciue  les lonctions  données  a,  t   et  leurs 

1  2  '  " 

dérivées  premières  et  secondes  satisfassent  à  certaines  relations, 
en  nombre >  qu  on  nommera,  pour  cette  raison,  con- 
ditions de  possibilité. 

Inversement,  les  conditions  de  possibilité  étant  supposées  véri- 
fiées, à  toute  solution  numérique  du  système  (2)  [subsistant, 
comme  il  a  été  dit  |)lus  haut,  entre  n[n  +  2)  quantités]  corres- 
pond  un   groupe   unique  d'intégrales,  et  il    suffit,    pour   avoir  les 

I          ,     .     \        1             ,        /  I  ,          1          ^     ni  n  -\-  \  ) 
intégrales  générales  du  systeme(aependant  de  constantes 
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arbitraires),  de  connaître  un  seul  de  ces  groupes  d'intégrales  par- 
liculières. 

M.  Riquier  se  pose  ensuite,  au  sujet  des  fonctions  données 
<j./,A,  nne  question  qui  n'avait  pas  encore  été  examinée  :  puis- 
(prelles  doiventvérifier  identiquement  les  conditions  de  possibilité, 
un  point  intéressant  consiste  à  rechercher  quels  sont,  dans  le 
choix  de  ces  fonctions,  les  éléments  dont  on  peut  disposer  arbi- 
trairement. Pour  résoudre  cette  question,  l'auteur  considère,  dans 

1  !■•  I  •i-i*'i        n(  n  -h  f  )    r 

les  conditions  de  possibilité,   les  lonctions  iJ.;  ^    comme 

des  inconnues,  et  il  met  le  système  dilférentiel  résultant  sous  une 
forme  orthonome  complètement  intégrable  :  une  pareille  réduc- 
tion, toujours  possible  au  point  de  vue  théorique  (à  l'aide  de 
diflférenlialions  et  d'éliminations),  mais  souvent  inexécutable  au 
point  de  vue  pratique,  |ieut  s'eilectuer,  dans  le  cas  actuel,  par  le 
moyen  simple  d'une  résolution  d'équations  linéaires.  Cela  lait,  il 
ne  reste  plus  (pi'à  fixer,  dans  la  forme  ainsi  obtenue,  l'économie 
des  conditions  initiales  :  le  résultat  auquel  on  parvient  présente 
cette  |)articularité  remarquable  que  n  des  fonctions  |ji  convena- 
blement choisies,  par  exemple 

I-'-l,2        [-'•1,3)         •  •  •  >        I-^l,") 

sont  entièrement  arbilraires. 

II.  Détermination  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes 
orthogonales  à  n  variables.  —  Dans  le  système  (2),  précédemment 
examiné,  l'auteur  considère  le  cas  particulier  où  les  diverses  (onc- 
tions a  pourvues  d'indices  inégaux  sont  identiquement  nulles; 
l'examen  de  ce  cas  lui  fournit  une  méthode  très  simple  pour  étudier 

I              ,          1       n  (  n  —  I  )   ,  .  j  '   •    '  .'Il 

le  système  des  équations  aux  dérivées  partielles 

du     Ou  dv      dv  dw     ôw   _ 

^    '  dxj  dxi;        dxj  àxb       "  '       Oxj  dx/,. 

OÙ  (y,  k)  désigne  une  combinaison  quelconque  de  deux  entiers 
distincts  pris  dans  la  suite  i ,  2,  .  .  . ,  /i.  Il  arrive  à  ce  résultat  que 
la  solution  générale  du  système  (3)  contient  (avec  diverses  arbi- 
traires dépendant  de  moins  de  deux  variables) ■ fonctions 

arbilraires  de  deux  variables. 
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Systèmes  différentiels  oii  les  conditions  initiales  présentent 
une  disposition  régulière.  —  Etant  donné  un  système  diftérentiel 
résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des  fonctions  inconnues 
qui  s'y  trouvent  engagées,  nous  dirons  que  le  damier  des  condi- 
tions initiales  v  est  régulier,  ^\.  en  adoptant  pour  ses  ligues,  c'est- 
à-dire  pour  les  variables  indépendantes  du  système,  un  ordre 
convenable,  les  cases  blanches  de  cliaque  colonne  se  trouvent 
toutes  situées  au  bas  de  cette  colonne. 

Certains  des  théorèmes  d'existence  dont  il  est  fait  menlion  plus 
haut  se  simplifient  légèrement  lorsque  les  conditions  initiales  pré- 
sentent une  disposition  régulière.  Le  système  est  d'ailleurs,  en 
pai'eil  cas,  susceptible  d'une  réduction  intéiessante  que  nous 
allons  formuler. 

Nous  nommerons  à  cet  elTet  système  simple  un  système  diffé- 
rentiel du  premier  ordre  résolu  par  rapport  aux  diverses  dérivées 
(premières)  qui  intéressent  une  seule  et  même  variable,  et  li- 
néaire par  rapport  à  l'ensemble  de  toutes  les  dérivées  (premières). 
Cela  étant,  la  réduction  annoncée  consiste  en  ce  que  la  recherche 
d'intégrales  répondant  à  des  conditions  initiales  données  se  ra- 
mène à  une  semblable  recherche  successivement 'exécutée  dans 
divers  systèmes  simples. 

Systèmes  différentiels  dont  ^intégration  se  ramène  à  celle 
d'équations  différentielles  totales.  —  Parmi  les  systèmes  dilTé- 
rentiels  auxquels  s'applique  l'un  ou  l'autre  des  théorèmes  d'exis- 
tence formulés  par  l'auteur,  il  était  intéressant  de  rechercher  s'il 
en  est  dont  l'intégration  se  ramène  à  celle  d'équations  difîéren- 
iielles  totales.  Cette  recherche  peut  se  résumer  comme  il  suit  : 

Si  l'ensemble  des  éléments  arbitraires  qui  figurent  dans  les  con- 
ditions initiales  ne  renferme,  avec  un  nombre  (fini)  quelconcpie 
de  constantes,  qu'une  seule  fonction  d'un  nombre  quelconque  de 
variables,  la  lecherche,  dans  le  système  proposé,  d'intégrales 
répondant  à  des  conditions  initiales  données,  se  ramène  à  deux 
intégrations  successives,  savoir  :  i"  celle  d'un  système  com|)lè- 
teinent  intégrable  d'équations  difTérenticlles  totales,  variable  avec 
le  choix  des  conditions  initiales;  ?"  celle  d'un  système  linéaire  et 
complètement  intégrable  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 
nremier  ordre,  indépendant  du  choix  dont  il  s'agit,  et  qui,  bien 
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que  les  foiiclions  inconnues  s'j  trouvent  en  nombre  généralement 
supérieur  à  i,  peut  se  traiter  par  la  méthode  classique  de  Jacobi. 

Ce  résultat  a  été  cominunic(ué  par  M.  Riquier  à  l'Académie  des 
Sciences,  le  21  novembre  1898.  Au  commencement  de  la  même 
année,  Beudon  avait  formulé  un  résultat  analogue  [Comptes 
rendus,  3i  janvier  1898),  et  M.  Riquier  avait  lui-même,  quatre 
ans  auparavant  (Co//î/>^e.s  rendus,  3o  juillet  1894),  examiné  le 
cas  où  le  système  considéré  est  du  premier  ordre. 

Il  va  sans  dire  que  la  démonstration  exposée  s'applique,  en 
particulier,  au  cas  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  non  linéaire  :  il  en  résulte,  pour  traiter  l'équation 
dont  il  s'agit  et  en  ramener  l'intégration  à  celle  du  système  bien 
connu  d'équations  différentielles  ordinaires,  une  n)éthode  nou- 
velle, ditTérente  de  celtes  qu'ont  données  Jacobi,  Lagrange  et 
Cauchy. 

Réduction  d'un  système  différentiel  quelconque  à  une  forme 
complètement  intégrable.  —  En  se  fondant  sur  les  propriétés 
des  systèmes  qu'il  a  nommés  orthonomes,  l'auteur  établit  le  théo- 
rème suivant  : 

Etant  donné  un  système  différentiel  quelconque  (composé 
d'un  nombre  limité  d'équations),  on  peut,  da.is  les  circonstances 
générales,  et  sauf  la  rencontre  de  relations  non  identiques 
entre  les  seules  variables  indépendantes  (indiquant  l'impossi- 
bilité du  système) ,  en  déduire,  par  de  simples  diff'érentiations 
et  éliminations,  un  système  complètement  intégrable,  équi- 
valent au  proposé  au  point  de  vue  de  V intégration. 

On  voit  ainsi  que,  dans  loui  système  différentiel  (compatihle) , 
la  solution  générale  dépend  de  fonctions  (ou  constantes)  arbi- 
traires en  nombre  fini,  résultat  publié  par  M.  Riquier  dès  1898, 
dans  les  Annales  de  l'École  Normale.  (L'auteur  suppose  d'ail- 
leurs, expressément,  que  tout  système  différentiel  directement 
donné  se  compose  d'un  nombre  limité  d'équations  :  c'est  toujours, 
en  eff"et,  à  de  pareils  systèmes  que  conduit  la  mise  en  équations 
des  problèmes  de  Mathématiques  appliquées.) 

Une  dernière  étude,  à  laquelle  l'auteur  se  trouve  naturellement 
conduit  par  la  précédente,  consiste  à  comparer,  dans  deux  formes 
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passives  provenant  d  un   niême  svslème  dinérciilK;! ,   le  nombre  et 

la  nature  des  élémenls  arbitraires  que  comportent  les  coinlilioris 

initiales. 

A.  cet  effet,  nommons  genre  d'une  (onction  arbitraire  le  nombre 
de  ses  variables  ;  puis,  considérant  un  système  passif,  dési<j;nons 
par  K  le  genre  maximum  (Jes  arbitraires  qui  iigiirent  dans  les  con- 
ditions initiales,  et  appelons  a  le  nombre  des  arbitraires  qui, 
parmi  elles,  sont  de  genre  A.  On  voit  immédiatemeni  que  le 
nombre  des  arbitraires  restantes  peut  être;  augmenté  au  delà  de 
toute  limite  :  si  l'on  désigne  en  effet  par  n  un  entier  positit  aussi 
grand  qu'on  le  voudra,  et  par  Xq  une  valeur  initiale  de  x  choisie 
comme  on  voudra,  toute  (onction  arbitraire,  <ï>(^,  y,  2,  ...,  i), 
des/»  variables  a?,  j',  ;.  .  ..,   t  peut  être  mise  sous  la  forme 

+  (a;  — a-o)"-'  'ha-i(y,z,  ...,  O  +  (-^  — -^o)"  ^(^,  JK,  2,  ...,t), 
où  (igurent,  avec  une  arbitraire  de  genre/?, 
(4)  yV{x,y,z,  ...,t), 

n  arbitraires  de  genre  p  —  i  , 

■%(j', z,  ...,o,    ^\{y^  2,  ••.,0. 


(5) 

en  conséquence,  la  donnée  de  la  fonction  arbitraire 

^{x,y,  i,  ...,  t) 

équivaut  visiblement  à  celle  des  fonctions  arbitraires  (4)  et  (5). 

Considérons  maintenant  un  système  différentiel  (|uelconque; 
supposons-le  réduit,  de  diverses  manières,  à  une  forme  passive, 
et  comparons,  dans  ces  diverses  formes,  le  nombre  et  la  nature 
des  éléments  arbitraires  que  l'économie  des  conditions  initiales 
met  en  évidence  :  il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  les 
résultats  intéressants  d  une  semblable  comparaison  ne  peuvent  se 
rapporter  qu'aux  valeurs  prises,  dans  les  formes  considérées,  par 
les  entiers  A  et  a.  Cela  étant,  M.  Riquier  s'est  proposé  de  recher- 
cher s'il  y  avait  efTectivemenl  sur  ce  point  quelque  loi  générale, 
et  cette  étude  l'a  conduit  à  diverses  propositions  [Acta  mathe- 
malica^    1902),  dont  l'une,    notablemeni    supérieure   aux   autres 
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en  importance,  se  trouve  exposre  clans  son  Ouvrage;  elle  peut  se 
formuler  comme  il  suit  : 

Considérons  d'abord  deux  systèmes  passifs,  S',  S";  désignons 
par  )/,  jj.'  et  X",  pi"  les  valeurs  de  À,  [j.  qui  s'y  rapportent  respecti- 
vement, et  convenons  de  dire  que  les  formes  passives  S',  S"  ont 
un  degré  de  généralité  égal,  si  les  deux  difïérences  )/ — ).", 
jji' — [i."  s'annulent  à  la  fois;  convenons  de  dire,  dans  le  cas  con- 
traire, que  la  forme  S'  a  un  degré  de  généralité  supérieur  ou 
inférieur  à  celui  de  S",  suivant  que,  parmi  ces  deux  difïérences, 
la  première  qui  ne  s'annule  |)as  est  positive  ou  négative. 

Considérons  d'autre  patt,  en  même  temps  qu'une  forme  pas- 
sive, le  groiq)e  illimité  des  formules  (|ui  donnent  la  solution  nu- 
mérique générale  de  cette  forme  prolongée,  et  où  les  quantités 
principales  se  trouvent,  con)me  nous  l'avons  vu  dans  la  définition 
de  la  passivité,  exprimées  à  l'aide  des  variables  indépendantes  et 
des  quantités  paramétriques.  Cela  étant,  nous  dirons  qu'une  forme 
passive  est  ordinaire,  si,  en  attribuant  à  chacune  des  variables 
indépendantes  une  cote  égale  à  i  ,  et  à  chacune  des  fonctions  in- 
connues ime  cote  convenablement  choisie,  les  foimules  dont  il 
s'agit  satisfont  toutes,  sauf  un  nombre  essentiellement  limité 
d'entre  elles,  à  la  condition  que  les  inconnues  et  dérivées  figurant 
dans  le  second  membre  de  chacune  d'elles  aient  des  cotes  respec- 
tives au  plus  égales  à  celle  du  premier  membre  correspondant. 
Telles  sont,  par  exemple,  les  formes  complètement  intégrables 
indiquées  par  l'auteur  clans  ses  théorèmes  d'existence. 

Ces  deux  définitions  étant  posées,  M.  Riquier  établit  la  propo- 
sition suivante  : 

Parmi  toutes  les  formes  passives  sous  lesquelles  on  peut 
mettre  un  système  dif/'érentiel  donné  [non  impossible),  les 
formes  passives  ordinaires  présentent  un  degré  de  généralité 
constant,  qui  se  trouve  être,  de  plus,  supérieur  ou  égal  à  celui 
de  toute  autre. 

Le  lecteur  ne  peut  manquer  d'être  frappé  [)ar  l'importance,  la 
généralité  et  la  précision  des  résultats  obtenus  par  M.  Riquier. 
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TRANSFORMATION  D'UN  DÉTERMINANT  INFINI 
EN  UN  DÉTERMINANT  DE  FREDHOLM; 

Par  m.  J.  MARTY. 


Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  considéreions  des  quantités 

fi"i         [(p-'7)  =  1.2,  ...,cc] 
telles  que  la  série 

soit  absolument  convergente  el,  d'aulie  p;irt,  un  svstème  de  fonc- 
tions bornées 

M^),  M^),    ... 

satisfaisant  aux  conditions  d'orthogonalité 


f  f,>i^)f'i 


{x)  dx 


1.   Soient 

*'>'  Pyy  [(/>,  7)  = ''2,  ...,00,  (t,y)  =  1,2,  ...,  n] 

des  quantités  inférieures  en  module  à  un  nombre  {ixG,  et  soit 


(I) 


D 


du      ...      dm 

ci, Il        .  .  .       ci  nu 


un  déterminant  dont  l'élément  fZ/y,  de  ligne/,  de  colonne  y,  est  égal 
à  la  série  double 

série  absolument  convergente,  comme  la  série  F. 
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A  = 


Pi<Pi<-<Pn  \_ 


^npt 


fp.,„ 


Q 


Cette  série  est,  en  efiet,  absolument  convergente  ;  il  suffit  de  h 
montrer  pour  la  série 


=2 


//',.'/■  •   •   •        fpnqn 


on  encore  pour  la  séi'ie  a  dos  modules  des  ternies  de  tous  les 
déterminants  de  5, 

^=^\fr>9Jp.?r--fnn?nl 

termes  pour  lesquels  p,  <Cp2<i  •  •  •  <iPit  et  p,  p^  •  -  -pn  est  une  per- 
mutation quelconque  de  q^  q<i...qii  ;  tous  ces  termes  sont  différenis, 
et  si,  de  plus,  on  limite  a  à  i-^,  somme  des  termes  [)0ur  lesquels  p 
ei  q  sont  inférieurs  à  un  nombre  naturel  N  arbitraire,  chaque  terme 
est  contenu  avec  le  coefficient  n\  dans  le  développement  de 

(|/uI  +  I/.2|+...+  I/nn|P, 

expression  inférieure  à  es",  c5  désignant  la  somme 


?  = 


21/,. 


On  voit  donc  que 


'=^<^' 


(]uand   N  augmente  indéliniment,  ly  a   une   limite;   la  série  o"  est 

donc    convergente,    il    en    t'sl    île    même    pour    la    série    A;    mais 

alors,  si  nous  considérons  A;;^-  et  Dj,  valeurs  respectives  de  A  et  D 

quand  on  suppose  que  les  indices/?  et  q  ne  varient  que  de  i  à  N, 

on  voit  aisément  que 

A>  =  D.N  ; 

en  faisant  croître  N  indéfiniment  et   lenani   compte  de  la  conver- 
gence absolue  démontrée,  on  en  déduit 


A  =  D. 


C.    Q.    F.    U. 


2Cj8 
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2.    Posons 


nous  supposerons  ensuite/?,  <.p><.--  <.p,i  <'l  mous  considérerons 
la  quantité 

fpiP%-l>„=      /         •        •      /  l^/',/>-..^„Fv'/2--7n'^^^''  ^2'   ^3'   •  •   •'^")' 


le  produit  des  deux  déterminants  sous  le  signe  d'intégration  sera 
composé  de  termes  de  la  foi.me 

et  l'on  pourra  rem|diicer  l'intégrale  Ai"^'*  relative  à  ce  terme  par 
un  produit  d'intégrales  siui|)les 

supposons  qu'un  des^  soit  difleicnt  de  l'un  des  q^  on  aura  )./=  o; 
si  donc  l'ensemble  des  q  n'est  pas  identique  à  l'euseniMe  des/?,  il 
ne  sera  pas  possible  d'avoir  des  teiines  non  nuls  et,  nécessaire- 
ment, 


(3) 


/^ 


PiPf-Pn 


Si  /), ,  />.,  ...,/?,,  =  ^, ,  <72,  . .  . ,  q„,  on  aura 

fp,r'....pn=   /     •••   /     I  F^,,,,  ..p„/2^/(a:,,a7.2,  ...,.r„), 
PiPi--p„     Jq  Jo 


et  les  seuls  ternies  non  nuls  seront  les   intégiales  des  carrés  des 
termes  du  déterminant,  donc 


(3) 


fpiP'.-Pn  —    "- 
P,Pi-    Pn 


3.    Supposons  alors  que,  dans  la  formule  (2),  nous  posions 

^'■p  =  fp  (  ^i)         et         i^yy  =  A  (  ■'^J  )  ■' 
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la  série  A(jr|,J"2) r,,)  ohleniie  set-a  iimforméineiiL  conveif^tMilo 

et  l'on  pourra  rii)lé;;rer  lennc  à  Leinie.  En  lenanL  coniple  des  for- 
mules (3),  on  voit  qu'on  obtiendra  pai-  celte  inlégialion 


A(j-i,.r2,  ..  .,Xn)d{Xi,  a-j,  .  .  .,  x,,) 


iP,<f>i<--<Pr,i  =  i 


fpnPx  ■•■        fpnP,, 

Mais,  d'aulre  part,  d'après  la  fornuile  (i)  et  si   nous  pctsons 


A(a7i,a:2,  ...,x,i)  = 


et  l'on  a 


(4)  2 


f(Xi,Xi)        ...      /{Xi,X„) 

/(■fn.-ri)      ...    /(x,„x„) 


-u--f 


fpnPi  •••         fpnPn 

I 


f{Xi,Xi)      ...     /(ar,,.r„) 
f{Xn,Xi)       ...      f{Xn,X„) 


d{x^,  .  ..,Xa). 


Or,  le  déterminant  infini 


'  +  /11        /12 
/21         1  +  /22 


est  éffal  à 


-2/"-  2 


/"'     fij 
fji     fjj 


et,  d'après  la  formule  (4),  il  se  transformera  en 

/(X.2,Xi)      /(Xz,X2') 


■  /    f(xi,xi)dxi-+-  -L 


«'(^1,^2)  +  ..., 


ce  qui  est  le  déterminant  de  Fredliolm  relatif  à  la  fonction  /(.r,y). 
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Un  déterminant  infini  normal  {^)  est  égal  au  déterminant  de 
Fredholm  d^ une  fonction  qui  aurait  pour  coefficients  de  Fou- 
rier  relatifs  à  un  système  orthogonal  quelconque  les  termes  du 
déterminant  infini. 

Remarque.  —  On  peut  d'une  manière  analogue  trouver  la  rela- 
tion entre  les  mineurs  d'un  détern)inanL  infini  el  les  coefficienls 
du  développement  d'un  mineur  de  Fredholm  suivant  certain  svs- 
lème  de  fonctions;  on  peut  aussi  remarquer  que  si  l'on  lamène, 
comme  le  fait  M.  Hilbert,  la  résolution  d'une  équation  intégrale 
linéaire  à  celle  d'un  système  d'un  nouibie  infini  d'équations 
linéaires  à  une  infinité  d'inconnues,  la  méthode  de  ré.solution 
de  von  Roch  pour  ce  dernier  s^'slème  serait  identique  à  celle  de 
Fredholm  pour  l'équation  intégrale. 


(  ■  )  Le  ihéoréine  est  vrai  pour  une  classe  de  délerminants  plus  étendue  que 
celle  des  déternninants  ndrmaux  [en  particulier  pour  ceux  que  considèi'e  von  Koch 
dans  les  Rendiconti  di  Palermo  (1909)],  mais  la  démonstration  exige  des  consi- 
dérations un  peu  moins  élémentaires. 
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verslag  van  de  gewone  vergaderingen  der  wls-  en  >iatlurklndige 
Afdeeling  dhr  Koninklijke  Akademie  van  Wetenschappex  te  Amster- 
dam. In-4"  (»). 

Tome  XVI  (suite). 

Kapteyn  {J.-C).  —  Sur  la  densité  d'étoiles  moyennes  à  des  dis- 
lances différentes  du  système  solaire.  (600-609). 

Sclioutc  (P. -H.).  —  Sur  les  réseaux  quadridimensionaux  et  leurs 
sections  tridimensionales.  (Seconde  Partie^.  (623-635,  2  pi-). 

Le  réseau  (  Cg). 

1.  Le  problème  de  la  construclion  de  la  section  du  réseau  (Cg)  par  un  espace 
donné  consiste  en  deux  parties.  La  première  partie  s'occupe  de  la  question, 
comment  un  faisceau  d'espaces  parallèles  à  l'espace  donné  coupe  une  cellule  C, 
déterminée;  la  seconde  partie  fait  voir  comment  la  section  des  autres  cel- 
lules Cg  coupées  par  l'espace  donné  se  déduit  de  la  section  trouvée  dans  la  pre- 
mière Partie.  Il  va  sans  dire  qu'on  doit  étudier  d'abord  les  sections  avec  les 
quatre  faisceaux  d'espaces  parallèles  normaux  à  un  des  quatre  axes  d'espèces 
différentes;  de  ces  sections  on  considère,  à  côté  des  sections  de  transition,,  où 
l'espace  contient  un  ou  plusieurs  sommets  de  la  cellule  Cg  de  la  première 
Partie,  entre  chaque  couple  de  sections  de  transition,  la  section  intermédiaire 
avec  l'espace  qui  bissecte  la  distance  des  espaces  de  ces  deux  sections  de  tran- 
sition. 

{')  Voir  Bulletin,  t.  XXXIL,  p.  i5o. 
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Dans  la  première  Partie  de  cette  étude,  chacune  des  cellules  C|g  et  Cj^  des 
réseaux  (C,s)  et  (Cj^)  a  été  emballée  dans  une  cellule  C^  minima  aux  arêtes 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  avec  rintenlion  de  lier  ensuite  les  sections 
des  réseaux  (C,^)  et  (C^,)  à  celles  du  réseau  (Cj),  en  coupant  avec  chaque  €,5 
et  C24  cette  boîte  minima  qui  l'enferme.  Cela  exige  qu'on  étudie,  à  côté  des 
quatre  séries  de  sections  principales,  celles  par  les  deux  faisceaux  d'espaces 
parallèles  normaux  aux  deux  droites  joignant  l'origine  aux  points  (3,  i,  i,  i) 
et  (■>,  I,  1,0  ). 

Pour  faciliter  la  rèsuniption  des  résultais,  l'auteur  a  tlisposé  les  sections 
d'une  cellule  C^  déterminée,  obtenues  à  l'aide  des  six  faisceaux  d'espaces  paral- 
lèles, en  deux  planches.  La  première  donne  la  projection  des  sommets,  des 
arêtes,  des  faces  et  des  espaces  limitants  de  C^  sur  le  diamètre  normal  aux 
espaces  sécants,  ce  qui  permet  d'en  déduire  immédiatement  les  caractères  des 
sections  d'une  manière  tabulaire;  la  seconde  fait  connaître  ces  sections  elles- 
mêmes  en  perspective  parallèle. 

3.  Le  cas  (i,  i,  i,  1;,  où  les  espaces  sécants  sont  normaux  à  la  diagonale. 
.3.  Les  trois  autres  cas  principaux  (i,  i,  i,  o),  (i,  1,  o,  o),  (i,  o,  o,  o). 

4.  Le  cas  (3,  i,  i,  i). 

5.  Le  cas  (2,  i,  1,  o  ). 

Les  Parties  suivantes  traiteront  des  sections  des  réseaux  (C,,;)  et  (Cjj). 

Kamer/ingh  Onnes  (//.)  et  Keesom  {Jl  .-II.)  —  Sur  l'équation 
d'état  d'une  substance  à  proximité  du  point  ciùtique  fluide-gaz. 
(659-678,  2  pi.). 

I.  La  fonction  perturbatrice  à  proximité  de  l'état  critique. 
IL  Recherche  speclroscopiquc  de  l'opalescence  d'une  substance  à  proximité 
de  l'état  critique. 

Schoute  (P. -II.).  —  Sur  les  sections  du  réseau  des  polvtopes  de 
mesure  M,j  de  l'espace  E;j  par  un  espace  E„_,  perpendiculaire 
à  une  diagonale.  (ÔQC^-yûç/). 

1.  Dans  le  plan  E^  le  simplexe  régulier,  le  triangle  équilatéral,  forme,  à  lui 
seul  ou  avec  quelques  autres  polygones  réguliers,  un  réseau;  dans  l'espace  E3 
le  simplexe  régulier,  le  tétraèdre,  forme  un  réseau  en  combinaison  avec  l'oc- 
taèdre. En  E^  le  simplexe  régulier,  la  cellule  C-,  ne  forme  plus  un  réseau, 
avec  quelques-uns  des  autres  polytopes  réguliers.  Quels  sont  les  polvtopes, 
tant  soit  peu  réguliers,  capables  de  remplir  avec  C5  l'espace  E4? 

2.  Considérons  le  réseau  (M5)  des  polytopes  de  mesure  .M5  de  l'espace  E5  et 
coupons-le  par  un  espace  E^  normal  à  une  diagonale  d'une  des  cellules  M5  et 
détachant  de  ce  polytope  de  mesure  une  pyramide  régulière;  alors  la  section 
de  ri*;^  avec  cette  Mj  est  une  cellule  régulière  Cj  et  le  réseau  d'intersection  de 
l'E^  avec  le  réseau  des  Mj  fournit  la  réponse  à  la  question  posée.  Ainsi  l'on 
trouve  : 

3.  Si  l'on  veut  remplir  l'espace  E,  par  des  cellules  C^  d'une  même  lon- 
gueur d'arête  et  une  seule  espèce  d'autres  polytopes,  on  doit  prendre  la 
forme  (10,  3o,  3o,  10)  à  dix  sommets,  trente  arêtes,  trente  faces,  dix  espaces 
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limitants:  si  la  cellule  C.,  est  une  C/^"  ,  ce  polytope  nouveau  s'obtient  en 
tronquant  une  C",'  aux  sommets,  jusqu'aux  points  milieux  des  arêtes.  Si 
Von  admet  deux  formes  différentes,  on  doit  prendre  les  deux  formes 

(  20,  4<>t '^o,  10  )     et     (  3o,  60,  40,  10) 

qu'on  obtient  en  tronquant  respectivement  une  C  ^  ^  et  une  C;'^'  aux  som- 
mets, jusqu'à  i  et  ?  des  arêtes.  Même  on  obtient  facilement  un  réseau  com- 
posé de  C^  et  de  quatre  formes  complétantes. 

4.  Considérations  générales  sur  le  problème  : 

Un  bloc  de  p"  polytopes  de  mesure  M„  de  l'espace  E„  formant  ensemble 
un  M„'  est  coupé  par  un  espace  E,,_|  normal  à  une  diagonale  de  M'fJ  ;  on 
veut  déterminer  la  forme  des  différentes  pièces  de  la  section  et  évaluer  leurs 
nombres. 

5.  Exemple  en  E,„  : 

Si  par  Sf.  on  représente  la  section  du  polytope  de  mesure  Mj'„  par  un 
espace  Eg  normal  à  une  diagonale  A\'  en  un  point  P,  pour  lequel 

AA\'=:ioAP, 
on  trouve  : 

La  section  centrale  du  polytope  de  mesure  M,',,,  divisé  en  10'"  poly- 
topes I\I,oi  ^^  compose  de 

3947i3  55o(  S,+  Sg)  -t-  410820 026 (  S, 4-  S,)  -f-  422709  ioo(  S3+  S,) 
-+-  430000450  (  S^s-  85)  +  432457640(85  ); 

ici  les  couples  de  symboles  S  et  S|o_  représentent  des  formes  égales  d'orien- 
tation opposée. 

A  l'aide  des  relations  de  volume 

Si  _  _S5_  _      S3      _      S,      _       s,       _  R 


I         5o2         14608        88234        156190        9! 

où  R  représente  le  rhombotope  formant  la  section  entière  de  M[J,  on  retombe 
en  effet,  sur  la  relation  identique 

Van  der  Stok  (J.-P.).   —    L'analyse   des    courbes   de   fréquence 
d'après  une  méthode  générale.  (825-843). 

Dans  la  statistique  de  la  climatologie,  on  a  affaire  à  des  fréquences  de  toute 
description.  Pour  la  plupart  elles  se  trouvent  entre  des  limites  indéfinies.  Quel- 
quefois, au  contraire,  les  limites  sont  finies,  comme  dans  les  observations  du 
degré  de  nébulosité  (o — 10);  dans  le  cas  des  fréquences  des  grosses  pluies,  on 
trouve  de  l'un  des  deux  côtés  la  limite  zéro,  tandis  que  l'autre  limite  est 
indéterminée.  Les  observations  des  vents  exigent  des  fréquences  en  deux  direc- 
tions, etc. 
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Pour  les  fréquences  à  limites  indéfinies,  le  développement  en  série  d'après  les 
formules  de  Bruns  et  de  Charlier  est,  à  ce  qu'il  semble,  la  forme  indiquée 
d'analyse;  seulement  la  déduction,  se  basant  sur  une  généralisation  de  l'usage 
d'intégrales  définies  due  à  Bessel,  n'est  pas  encore  tout  à  fait  indépendante  de 
prémisses  un  peu  étrangères  au  problème;  de  plus,  elles  n'est  pas  applicable  au 
cas  de  limites  indéterminées.  Les  formules  de  Pearson  et  de  Charlier  ne  con- 
tiennent qu'un  nombre  détermine  de  constantes  et  ne  sont  pas  données  en 
forme  de  série. 

Le  but  de  la  Communication  de  l'auteur  est  de  faire  connaître  une  méthode 
simple  générale. 

Van  der  Waals  Jv.  [J.-D.).   —  La   valeur  de  rauto-induclion 
d'après  la  théorie  des  éleclrons.  (86--8^i). 

Pour  donner  une  explication  de  l'existence  d'énergie  de  mouvement  chez  les 
électrons,  on  s'en  rapporte  quelquefois  à  l'auto-induction.  Seulement,  il  ne  faut 
pas  perdre  de  vue  :  i°  que  cette  énergie  de  mouvement  consiste  pour  la  plus 
grande  partie  en  énergie  électrique,  tandis  que,  dans  le  cas  de  l'auto-induction, 
on  ne  s'occupe  que  de  l'énergie  magnétique;  2°  ce  qui  est  plus  grave  encore, 
que,  dans  la  théorie,  précisément  l'auto-induction  doit  être  expliquée  à  l'aide 
de  l'énergie  cinétique  des  électrons. 

Considérations  en  rapport  avec  ces  difficultés. 

De     Vries    (J.).    —     Sur    des    courbes    gauches    du    genre    2. 

(87.-876). 

1.  Une  courbe  du  genre  deux  ne  porte  qu'une  involution  unique  Ij  de  couples 
de  points. 

2.  Le  lieu  des  droites  qui  supportent  les  couples  de  points  de  cette  involu- 
tion I2  de  la  courbe  gauche  p"  de  genre  deux  est  une  surface  réglée  <!'"-'  de 
l'ordre  n  —  3  et  du  genre  zéro,  admettant  une  courbe  double  de  l'ordre 

!,(«-4)(«-5). 

3.  Pour  p^,  cette  surface  d'involution  est  un  hyperboloïde  ou  un  cône  qua- 
dratique. 

4.  5.  Étude  du  cas  p^;  cette  courbe  du  genre  deux  admet  une  quadrisécante; 
elle  est  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  développable  S'*;  le  lieu  de  ses 
trisécantes  est  une  surface  réglée  <î>'-,  etc. 

De  Vries  (J.).   —   Courbes  gauches  algébriques  sur   ces   surfaces 
réglées  de  l'ordre  Ji  à  droite  (/?  —  i)"'''*.  (876-878). 

1,  2.  Si  l'on  coupe  une  surface  réglée  »I>^  par  un  faisceau  de  plans  dont  une 
des  génératrices  a  de  4>2  est  l'axe,  on  obtient  un  système  de  coniques  passant 
par  le  point  de  rencontre  O  de  a  et  de  la  droite  double  d  de  4>3.  A  l'aide  d'une 
correspondance  (p^q)  entre  les  plans  du  faisceau  (a)  et  ceux  du  faisceau  (rf), 
on  fait  correspondre  à  chaque  conique  p  génératrices  g  de  <ï>^  et  à  chaque 
génératrice  q  coniques  c-.  Le  lieu  des  points  d'intersection  des  g  et  c-  corres- 
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pondantes  est  une  courbe  gauche  0"'  de  l'ordre 

ni  —  p  -h  q. 

3.  Le  genre  de  cette  courbe  est 

(m  — i)  (7—1)  —\  q(q  —  \). 

4.  Extension  de  ces  considérations  en  remplaçant  la  surface  «!>'  à  droite 
double  par  une  surface  «f  à  droite  («  —  i  )"[■''.  Alors  la  correspondance 
engendre  une  courbe  0'"  de  l'ordre 

m  —  p  -^  q 

et  du  genre 

{m  —  \){q—-L)  —  \nq{q—v),     .... 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  MATHEMATIK. 

Tome  GXXVIII;  igoS  (i). 

Hensel  [h.).    —   Sur  un  nouveau    fondement  de  la   théorie    des 
nombres  algébriques.  (i-32). 

Ce  Mémoire  a  pour  but  d'étendi'c  à  la  théorie  des  nombres  algébriques  dans 
le  domaine  d'un  nombre  premier />  les  méthodes  et  les  résultats  d'un  Mémoire 
précédent  (même  Journal,  t.  127,  p.  5i-84)  relatifs  aux  nombres  rationnels.  La 
théorie  sera,  dans  un  Mémoire  ultérieur,  étendue  à  la  recherche  des  unités 
algébriques. 

1.  Un  nombre  algébrique  a  est  dit  algébrique  entier  dans  le  domaine  du 
nombre  premier  p  (ou  modulo  p),  s'il  satisfait  à  une  équation  algébrique  en- 
tière à  coefficients  numériques  entiers,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  a;  étant  premier  avec  p.  L'ensemble  des  fonctions  rationnelles  de  a  à  coeffi- 
cients numériques  rationnels  constitue  le  corps  K(i,  a)  correspondant  à  a.  Un 
nombre  ji  de  ce  corps  est  dit  divisible  par  une  puissance  entière  ou  frac- 
tionnaire p^  de  p,  si  le  quotient  -U  est  un  nombre  algébrique  entier  (modulo/j). 

Il  existe  toujours  un  exposant  ô,,  tel   que  p  soit  divisible  par  p^o,  mais  ne  soit 
divisible  par  aucune  puissance  p*  à  exposant  ô  supérieur  à  ô,,. 

Si  l'équation  irréductible  à  laquelle  satisfait  a  est  de  degré  /;,  il  est  toujours 
possible  de  trouver,  tians  le  corps  K(i,a),  n  nombres  algébriques  entiers  y-'', 
Y'^',  ....  y("',  tels  que  tout  nombre  algébrique  entier  (modulo/?)  de  K(i,a) 
puisse  être  représenté,  d'une  manière  et  d'une  seule,  sous  la  forme 

(0  y  =  c,y(')-)-c2y(=)  +  ...+  c„y("), 

les  coefficients  c,,  ...,  c„  étant  des  nombres  rationnels  entiers  (modulo/?),  c'est- 
à-dire  des  nombres  rationnels  dont  les  dénominateurs  sont  premiers  avec  p. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  X\\.,,  p.  49. 
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2.  Dans  le  Mémoire  précédent  auquel  il  a  été  fait  allusion  tout  à  l'heure,  l'au- 
teur a  étenflu  le  domaine  des  nombres  entiers  et  positifs  par  l'adjonction  de 
nombres  nouveaux  représentés  par  des  séries  (formelles)  en  général  indéfinies, 

où  p  désigne  un  entier,  positif,  nul  ou  négatif  quelconque,  les  coefficients  a^ 
étant  des  nombres  bien  définis  de  la  suite  o,  i,  2,  ....p  —  t.  On  obtient  ainsi 
un  ensemble  de  nombres  K{p).  qui  peuvent  s'ajouter,  se  retrancher,  se  multi- 
plier et  se  diviser  et  qui  contiennent,  comme  cas  particulier,  les  nombres  ration- 
nels ordinaires,  positifs  ou  négatifs,  en  prenant  une  suite  périodique  simple 
ou  mixle  de  coefficients  a,.,  «,+,,  a,  ^^i  •  ■  •• 

Cela  étant,  on  désignera  par  K(a,/j)  l'ensemble  des  fonctions  rationnelles 
de  a  à  coefficients  numériques  appartenant  à  K{p).  Chaque  quantité  du  nou- 
veau corps  K(a,/>)  peut  être  représentée  par  un  développement  en  série  for- 
melle procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  p,  les  coefficients  étant 
pris  parmi/?"  nombres  algébriques  entiers  réduits  de  K{a,  i),  par  exemple  ceux 
qu'on  obtient  dans  la  formule  (i)  en  donnant  aux  c,  les  valeurs  0.1,2,..., 
p  —  i. 

Les  nombres  de  K{oL.p)  sont  susceptibles  d'addition,  de  soustraction,  de 
multiplication  et  de  division  comme  ceux  de  K{p). 

3.  Si  l'équation  irréductible  de  degré  n  à  laquelle  satisfait  a  est  irréductible, 
non  seulement  dans  le  domaine  Iv(i),  mais  encore  dans  le  domaine  li{p),  ce 
dont  on  peut  s'assurer  par  un  nombre  fini  d'essais,  toute  quantité  du  domaine 
K(a, />)  satisfait  à  une  équation  de  degré  n  dont  le  premier  membre  est.  dans  le 
domaine  Iv(/7),  ou  bien  irréductible,  ou  bien  une  puissance  d'un  polynôme  irré- 
ductible. En  particulier  ce  premier  membre  est  congru  (modulo/?)  à  une  puis- 
sance d'une  fonction  rationnelle  entière  à  coefficients  entiers,  irréductible 
(  modp). 

4.  Un  appelle  unité  dans  le  domaine  de  p  tout  nombre  algébrique  entier  tel 
(jue  son  inverse  soit  également  algébrique  entier  (modulo  p). 

Supposons  toujours  l'équation  de  degré  n  à  laquelle  satisfait  a  irréductible 
dans  le  domaine  K{p).  Alors,  pour  qu'un  nombre  y  du  domaine  K(a,/>)  soit 
une  unité,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  ne  soit  divisible  par  aucune  puissance  de  p 
à  exposant  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif.  S'il  n'en  est  pas  ainsi, 
le  dénominateur  de  l'exposant  de  la  puissance  par  laquelle  y  est  divisible  est 
un  diviseur  de  n. 

Soit  T.  un  des  nombres  algébriques  entiers  du  domaine  K{7.,p)  qui  soient 
divisibles  par  la  plus  petite  puissance  de  p;  l'exposant  de  cette  puissance  est  de 

la  forme  ->  e  étant    un  diviseur  de    n.    Tout    nonibie  3  du   domaine   K(a. /;) 
e 

peut  alors  se  mettre,  d'une  manière  et  d'une  seule,  sous  la  forme  p='Z''£, 
rf  désignant  un  exposant  entier  et  s  une  unité  appartenant  à  K(x, /?).  L'expo- 
sant d  s'appelle  l'ordre  de  p.  Le  nombre  premier  p  lui-même  possède  l'ordre  e. 

Ce  nombre  —  a  le  caractère  d'un  nombre  premier,  car  le  produit  |i|il' de  deux 
nombres  du  corps  K(a,/j)  n'est  manifestement  divisible  par-::  que  si  l'un  des 
facteurs  l'est. 

Parmi  les/?"  nombres  algébriques  entiers  réduits  du  corps  K  (  a,  1)  il  y  en  a 
un  certain  nombre,  soit  g-,  qui  sont  incongrus  (  mod  7:).  Tout  nombre  du  corps 
K(a,  p)  peut  alors,  d'une  manière  et  d'une  seule,  être  développée  en  série  for- 
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melle  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  n  et  dont  les  coefficients 
sont  pris  parmi  ces  7  nombres  réduits. 

5.  La  valeur  de  l'entier  n  est  facile  à  déterminer;  si  l'on  pose /«  =  ef,  on  a 
ff  =^  pf.  On  a  de  plus  la  congruence 

XI'-''— Xi^     rr     (JT— c(^))         (mod-), 

en  désignant  par  e  "),  e'"',  ...,  e'^-')  les  <s  =  p'^  nombres  réduits.  D'autre  part  on 
a,  comme  on  sait, 

x]^'' —  37  =  r  r^,,  (  37  )         (  mod  /;  ) , 

le  produit  du  second  membre  étant  étendu  à  toutes  les  fonctions  irréductibles 
(mod/?),  incongrues  entre  elles,  et  dont  le  degré  d  est  un  diviseur  de  f. 
D'après  cela,  pourqu'une  congruence  de  degré  f/,  irréductible  (  mod  jo).  admette 
(mod-)  une  racine  du  corps  K(a./;),  il  faut  et  il  suffit  que  d  soit  un  divi- 
seur de  f  ;  dans  ce  cas  elle  en  admet  exactement  d. 

Si  l'on  prend  en  particulier  une  congruence  de  degré/,  irréductible  (mod/?), 
soit 

g{x)  =  0, 

et  si  l'on  désigne  par  e  un  des  nombres  du  corps  K(a. /?)  qui  rendent  g'(,r)  =  o 
(modTt),  les  17=/^  nombres  algébriques 

Co+Ci£4-C,£-  +  ...+  C^_,2.'"'  ((-.=  0,    1,    2,    ...,  p—l) 

sont  tous  incongrus  (mod—).  On  peut  alors  les  prendre  comme  nombres 
réduits.  Tout  nombre  réduit  de  K(a, /?)  sera  donc  une  fonction  entière  de  e, 
de  degré  inférieur  àf  et  dont  les  coefficients  sont  pris  dans  la  suite  o,  1,  ..., 
j>  —  I .  On  pourra  par  suite  désigner  le  corps  [v  (  a,  /?  )  par  le  symbole  Iv(  s,  7:  ). 

G.  Considérons  maintenant  une  équation  algébrique  entière  F  (y)  =  o  de  degré  n 
dont  les  coefficients  appartiennent  au  domaine  K(/?)  et  qui  soit  irréductible 
dans  ce  domaine.  Alors  il  existe  un  domaine  convenablement  choisi  K(£,— ), 
défini  comme  il  a  été  dit  plus  haut  [en  partant  d'une  équation  à  coefficients 
rationnels  irréductible  dans  le  domaine  K(/?)],  et  tel  que  l'équation  F(j')  =  o 
admette  une  racine  appartenant  au  domaine  K(e, -::);  elle  admet  en  outre  n — i 
autres  racines  appartenant  respectivement  aux  n  —  1  domaines  conjugués 
de  K(£,  7:). 

Plus  généralement  toute  équation  à  coefficients  entiers  possède  dans  le  do- 
maine de  p  autant  de  racines  que  l'indique  son  degré,  et  ces  racines  s'or- 
donnent en  autant  de  cycles  de  racines  conjuguées  que  son  premier  membre 
admet  de  facteurs  irréductibles  dans  le  domaine  K{p). 

7.  Les  nombres  algébriques  £  et  -  qui  servent  à  définir  le  domaine  K(£, -r) 
peuvent  être  choisis  d'une  infinité  de  manières.  On  peut  toujours  faire  en  sorte  : 

1°  Que  £  soit  racine  d'une  équation  à  coefficients  entiers  de  degré  /,  irréduc- 
tible {mod p)  ; 

2°  Que  T.  soit  racine  d'une  équation  irréductible  de  degré  e 

-"  -h  pC^^j  T^""^  H-  ...  -I-  /?C|,  =  O, 
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où  les  c-  sont  des  nombres  entiers  déterminés  de  K(£)  et  où  c„  n'est  pas  divi- 
sible par  p. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  nombre  t   choisi   ainsi  ne  fait  plus  nécessai- 
rement partie  du  domaine  K(a,  i). 

Thomé  [L.-W.).  —  Sur  une  ap|)licalion  au  calcul  des  variations 
de  la  théorie  des  équations  diflérenticlles  linéaires.  (33-44)- 

Dans  un  Mémoire  ayant  le  même  titre  et  paru  au  Tome  125  du  même  Journal 
(p.  1-27),  l'auteur  avait   considéré  l'intégrale  définie 


/ 


h 
fi  X,  y.  y',  . . . ,  }■'"'>  )  da:, 


où/  est  une  fonction  réelle  de  a:.y,y\  ...,_>"'">.  Remplaçons  _j'  par  y -h  ^z, 
e  étant  un  paramètre  infiniment  petit,  -  une  fonction  réelle  quelconque  de  x, 
qui  reste,  ainsi  que  ses  a/i  premiéi'es  dérivées,  finie  et  continue  dans  l'inter- 
valle (a.  b)  et  qui  s'annule  pour  x  =  a  et  x  =  b  ainsi  que  ses  n —  i  premières 
dérivées.  En  exprimant  que  la  variation  première  de  l'intégrale  est  nulle  pour 
e  =:  o,  on  obtient  pour  y  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  2/1.  Si  l'on 
prend  pour  y  une  solution  de  cette  équation  prenant  pour  x  =  a  et  x  =  b  des 
valeurs  données  à  l'avance  ainsi  que  ses  n — ^i  premières  dérivées,  l'intégrale 
définie  passe,  si  y  et  f  satisfont  à  des  conditions  nettement  précisées,  par  un 
maximum  ou  par  un  minimum  pour  s  =  o,  en  supposant  toutefois  que  la  fonc- 
tion arbitraire  z  soit  soumise  à  certaines  restrictions,  entre  autres  d'êlre  nulle 
dans  un  certain  nombre  fini  d'intervalles  partiels  situés  à  l'intérieur  de  (a,  b). 
Dans  le  Mémoire  actuel  l'auteur  lève  une  grande  partie  de  ces  restrictions. 

Mivimanoff.  —  L'équation  indéterminée  .r' -f- jy^ -h  ^^  =  o  et  le 
critérium  de  Kummer.  (^45-68). 

L'auteur  revient    sur  la  méthode  exposée  par  Kummer  en   1867   {Abh.   der 
Akad.  der  Wiss.  zii  Berlin)  pour  étudier  les  solutions  de  l'équation 

(1)  x'-  +  y^+z^=o        (/premier), 

pour  lesquelles  x.  y  et  z  sont  trois  entiers  premiers  à  /. 

I.  Considérons  les  polynômes  ¥^{x,y)  entiers  et  homogènes  de  degré  î  en 
x,y,  définis  par  l'égalité 


[d'  log(a;  —  e"!-)"] 


V.ix.  y) 

{x-h  yY 


Kummer  a  démontré  que  si   l'équation  (1)   admet  une  solution  x  ^=  et,  y  —  p, 
z  =  y,  a,  p,  y  étanl,  trois  entiers  premiers  à    /,    chacun  des  six  couples  a,  P; 

p,  a;    ....vérifie  les  congruences 

B/-,P,(37,  y)  s  0         [(mod/)     (t  =  3,  5,  ...,  Z  — 2)]. 
2 

Dans  ces  congruences  B,  désiene  le  A'*»"  nombre  de  Bernoulii. 
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Si  l'on  pose 
les  congruences 
(2)  B/-,  P.(0  =  G         (mod  l) 

2 

sont  vérifiées   par  les  six  rapports  mutuels  de  deux  des  nombres  a,  |î,  y.  Ces 
six  racines  des  congruences  (2),  si  t  est  l'une  d'entre  elles,  sont 


Elles  forment  un  groupe  incomplet: 
i"*  Lorsque  t  est  congru  à  o  ou  à  — i; 
2°  Lorsque  t  est  racine  de  ^'  +  f  -i-  i  =  0; 

3°  Lorsque  t  est  congru  à  i,  — 2  ou ; 

dans  tous  les  autres  cas  elles  forment  un  groupe  complet. 

En  posant  =  v  et  en  se  bornant  aux  valeurs  de  ilîlo,  on   a   les  quatre 

2  —  ' 

congruences  suivantes 

Bv-,P:.+,(0==o         [(mod/)     (y.  =  1,  2,  3,  4)]. 

En  se  bornant  à  considérer  ces  quatre  congruences,  on  arrive  à  la  conclusion 
suivante  : 

L'équation  (i)  est  impossible  en  nombres  entiers  premiers  à  /,  si  l'un  au 
moins  des  nombres  de  BernouUi  B.^_,,  B,^^^,  B,^_3,  B.^_4,  n'est  pas  divisible  par  /. 

On  savait  déjà  que  l'équation  (i)  est  impossible  pour  Z<223;  le  théorème 
précédent,  joint  au  critérium  de  Legendre,  permet  d'étendre  cette  conclusion 
à  toutes  les  valeurs  de  /  inférieures  à  257. 

II.  On  peut  substituer  à  la  considération  des  polj'nomes  P(^)  celle  d'autres 
polynômes  plus  commodes.  Ce  sont  les  suivants  : 

■/.  =  /-! 
9,.(<)=     y     (— i)'^-' •/.'->/■•'=  (I-+- 0'~'P,(0         («■  =  2,  3,   ...,  /  — i), 

A  ces  polynômes  on  peut  adjoindre  les  polynômes  0,(f)  définis  par 
<j'.(0=?.(-i-0  {i  =  ',   2,    ...,/  —  !), 

on  a  en  particulier 

'-?,_,(0  =^ '{'/-, (O- 

L'auteur  étudie  la  formation  des  coefficients  de  ces  polynômes,  ainsi  que  les 
congruences  »;(f)so.  En  particulier  la  congruence  9,_i(f)  =  o  n'admet  pas 
de  racines  appartenant  aux  groupes  complets  pour  /  <C  23. 

III.  Les  congruences  (  2  )  de  Kummer  peuvent  être  remplacées  par  un  autre 
système  de  congruences  équivalent  d'où  sont  éliminés  tous  les  nombres  de  Ber- 
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iioiilli  ;  c'est  le  suivant  : 

?/-.  (  O  ?,  (  O  ^  o         (  <■  =  2,  3,  . . . ,  V  ), 
?;-,  (  O  =0. 

En  faisant  en  particniier  i  =  3,  on  voit  que,  pour  l  <C  29,  le  rapport  t  ne  peut 
appartenir  à  un  groupe  complet. 

Aucun  des  résultats  ainsi  déduits  du  critérium  de  Kuminer  ne  s'applique 
donc  à  tous  les  /,  et  i!  est  fort  peu  probable  qu'on  en  puisse  déduire  un  résultat 
essentiellement  nouveau. 

Meyer  [Euf;.).  —  Deux  coiiliil)iuions  à  la  ihéorie  du  maximum 
el  chiminiinutn  des  figures  planes.  (69-^'y). 

Cet  article  contient,  dans  sa  première  Partie,  des  solutions  élémentaires  des 
théorèmes  suivants  : 

De  tous  les  triangles  qui  ont  même  base  et  même  périmètre,  c'est  le  triangle 
isoscèie  qui  a  le  plus  grand  angle  au  sommet. 

De  tous  les  triangles  qui  ont  même  base  et  même  angle  au  sommet,  c'est  le 
triangle  isoscèie  qui  a  le  plus  grand  périmètre. 

De  tous  les  triangles  inscrits  dans  un  cercle  donné,  c'est  le  triangle  équila- 
téral  qui  a  le  plus  grand  périmètre. 

De  tous  les  triangles  de  périmètre  donné,  c'est  le  triangle  équilatéral  dont  le 
cercle  inscrit  a  le  plus  grand  rajon  et  le  cercle  circonscrit  le  plus  petit  rayon. 

De  tous  les  triangles  acutangles  tels  que  le  triangle  ajant  pour  sommets  les 
pieds  des  hauteurs  ait  un  périmètre  donné,  c'est  la  triangle  équilatéral  qui  a  la 
plus  petite  aire. 

La  seconde  Partie  traite  d'un  problème  dont  s'est  occupé  Steiner  :  «  Etant 
donnés  en  grandeur  un  certain  nombre  de  segments  de  droite  a,  b,  c,  ...,  et 
une  longueur  /;,  combien  y  a-t-il  de  cercles  tels  que  la  somme  des  arcs  de  ces 
cercles  sous-tendus  par  des  cordes  égales  à  a,b,  c,  ...,  soit  égale  à/??  » 

Jung  [Hein ri ch).  —  Un  ihéorème  sur  les  fonctions  ihêla,  (78- 
86). 

Il  existe  /|"  fonctions  thêta  de  n  variables  du  premier  ordre.  L'auteur 
démontre  le  théorème  suivant  : 

On  peut  de  plusieurs  manières  former  4'  formes  quadratiques  de  ces 
fonctions  thêta,  telles  qu'entre  ces  4''  formes  il  existe  les  mêmes  relations 
linéaires  qu'entre  les  carrés  des  !\'  fonctions  thêta  de  v  variables. 

liauer  [MicJiacl).  —  Généralisation  d'un  théorème   de    Schône- 
mann.  (87-89V 

Cet  article  contient  la  démonstration,  au  moyen  de  la  théorie  des  nombres 
pi"emiers  idéaux,  du  théorème  suivant  : 

Soit  f{z)  une  fonction  rationnelle  entière  de  z  à  coefficients  entiers  irré- 
ductible [moàp),  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z  étant  1;  soient 
d'autre  part  t  et  cl  deux  entiers  premiers  entre  eux,  et  enfin  soit  .M(^)  un 
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polynôme  entier  en  z  à  coefficients  entiers,  de  degré  inférieur   à  /'{z)  et 
non  divisible  par  f{z)  (modp);  alors  l'équation 

^{z)^-f'{z)-^p"}>\{z)  =  o 
est  irréductible. 

La  démonstralioii  donnée  iiionlre  que  I'' (  ^  )  est  irrcdnclil)lc  (  m od //•'■+' ).  Le 
théorème  de  Schonemann  correspond  au  cas  a  =  i. 

Hauck  {Guido).  —  l'héone  de  l'homo^raplxie  trilinéaire  |)<'ira!lèK; 
des  figures  j)lanes.  (91-167). 

1.  On  considère  trois  plans  S,  S',  S"  et  dans  chacun  d'eux  deux  faisceaux  de 
rayons  parallèles  :  P  et  Q,  F'  et  Q',  F"  et  Q".  Ces  six  faisceaux  se  partagent  en 
trois  couples  0  et  F',  Q'  et  F",  Q"  et  P  formé  de  deux  faisceaux  semblables  et 
qui  constituent  ce  qu'on  appellera  trois  couples  de  faisceaux  de  base  conju- 
gués (gegnerische  Kernstralilenbuschel  ).  On  établit  enti-e  les  points  des  trois 
plans  une  correspondance  telle  que  si  x,  x',  x"  sont  trois  points  correspondants 
quelconques,  deux  quelconques  d'entre  eux  se  trouvent  sur  deux  rayons  homo- 
logues des  deux  faisceaux  de  base  conjugués  tiesdeux  plans  correspondants.  On 
dit  alors  que  les  points  des  trois  plans  sont  en  relation  homographique  tri- 
linéaire  parallèle . 

Pour  déterminer  un  triplet  {x,x' .  x")  de  l'homographie,  on  peut  se  donner 
arbitrairement  le  point  x\  le  point  x  est  alors  assujetti  à  la  seule  condition 
d'être  sur  un  rayon  déterminé  du  faisceau  F';  x'  étant  choisi  sur  ce  rayon, 
jc"  est  parfaitement  détermine  par  l'inlerseclion  d'un  rayon  de  P"  et  d'un  rayon 
de  Q". 

L'homographie  trilinéaire  parallèle  établit  aussi  une  correspondance  entre  les 
droites  tles  trois  plans.  On  peut  se  donner  arbitrairement  deux  droites  /  et  V 
des  deux  plans  S  et  S';  la  droite  V  est  bien  déterminée.  Sur  un  triplet  de 
droites  de  l'homographie  les  points  homologues  décrivent  des  divisions  sem- 
blables. 

L'homographie  est  déterminée  par  les  trois  couples  de  faisceaux  de  base  con- 
jugués, c'est-à-dire  en  somme  par  les  trois  angles  aigus  o),  0/,  w"  que  font  entre 
eux  dans  chaque  plan  les  rayons  des  deux  faisceaux  de  base  situés  dans  ce  plan, 
et  par  les  trois  rapports  Squ  £i"i  '20  •^'cs  distances  de  deux  couples  de  rayons  de 
base  cori-espondants  dans  les  trois  couples  de  faisceaux  de  base  conjugués. 

Ces  six  quantités  w,  w',  w",  s^i,  e,,,  e,„  déterminent  en  réalité  deux  homogra- 
phies, dites  supplémentaires  l'une  de  Vautre. 

2.  Si  l'on  déplace  les  trois  systèmes  plans  S,  S',  S"  de  manière  à  les  placer  tous 
sur  un  même  plan,  les  trois  S3'stèmes  sont  dits  en  orientation  plane  dans  le  sens 
large;  alors  les  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  de  base  conjugués  se 
coupent  suivant  une  droite  fixe,  qu'on  appelle  axe  de  l'homographie.  L'homo- 
graphie admet  donc  trois  axes. 

Si  ces  trois  axes  sont  concourants,  les  systèmes  sont  dits  en  orientation  plane 
dans  le  sens  étroit;  le  point  de  concours  des  axes  ou  sommet  constitue  à  lui 
seul  un  triplet  de  l'homographie. 

Une  homographie  trilinéaire  parallèle  en  orientation  plane  peut  encore  être 
définie  de  la  manière  suivaute  : 

Si  un  hexagone   plan  se  déforme  de  manière  que  ses  cotes  restent  constam- 
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mcnl  pariillèles  à  eux-mêmes  et  que  trois  de  ses  sommets  non  contigus  glissent 
sur  des  droites  fixes,  les  trois  autres  sommets  décrivent  trois  systèmes  plans  en 
liomograpliie  trilinéaire  parallèle. 

3.  Deux  homographies  supplémentaires  se  distinguent  par  les  caractères  sui- 
vants relatifs  aux  positions  de  deux  Iriplets  : 

Dans  l'une  (t)'pe  A  ou  type  obtus)  les  points  de  l'un  des  Iriplets  sont  ou  tous 
les  trois  dans  les  angles  obtus  formés  par  les  rayons  de  base  qui  passent  par  les 
points  de  l'autre  triplet,  ou  un  dans  l'angle  obtus,  les  deux  autres  dans  les 
angles  aigus. 

Dans  l'autre  (type  B  ou  type  aigu)  les  points  de  l'un  des  triplets  sont  ou  tous 
les  trois  dans  les  angles  aigus  formés  par  les  rayons  de  base  qui  passent  par  les 
points  de  l'autre  triplet,  ou  l'un  dans  un  angle  aigu,  les  deux  autres  dans  les 
angles  obtus. 

4.  Les  trois  systèmes  S,  S',  S"  sont  dits  orientés  dans  l'espace  si  l'un  des  tri- 
|)lets  de  l'homographie  est  formé  de  trois  points  confondus;  ce  point  unique 
s'appelle  sommet  et  les  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  de  base  conjugués 
se  coupent  suivant  trois  droites  fixes  issues  du  sommet  et  qu'on  appelle  les 
axes.  Les  trois  axes  forment  ce  qu'on  appelle  le  trièdre  d'orientation.  Les  trois 
systèmes  donnés  peuvent  d'une  infinité  de  manières  être  orientés  dans  l'espace. 

Étant  donnée  une  orientation  particulière  dans  l'espace,  si  l'on  considère  un 
triplet  quelconque  (  a;,  a;',  a;")  de  l'homographie,  les  trois  plans  de  base  (plans 
formés  par  les  trois  couples  de  rayons  de  hase  conjugués  qui  passent  par  x, 
x',x")  se  coupent  en  un  même  point  X.  Les  droites  xX,  x'X,  x"X  sont  paral- 
lèles à  trois  directions  yZ.re5.  Par  suite  les  points  d'un  triplet  quelconque  de 
l'homographie  peuvent  être  regardés  comme  les  projections  sur  leurs  trois 
plans,  parallèlement  à  trois  directions  fixes,  d'un  même  point  de  l'espace. 

5.  Lorsqu'on  se  donne  X,  les  rayons  X:r,  X:r',  \x"  peuvent  s'appeler  les 
vayons  projetants;  inversement  lorsqu'on  se  donne  le  triplet  {x,  x' ,  x"),  ces 
mêmes  rayons  peuvent  être  appelés  les  rayons  objectants.  Il  existe  plusieurs 
constructions  linéaires  de  ces  rayons  objectants. 

G.  Si  les  trois  systèmes  sont  en  orientation  plane  (au  sens  étroit),  les  trois 
points  X,  x',  x"  d'un  même  triplet  peuvent  encore  être  regardés  comme  les 
projections  d'un  même  point  X  du  plan.  Le  système  des  points  X  est  dit  la  ré- 
sultante des  systèmes  des  points  x,  x' ,  x" .  Les  trois  points  x,  x',  X  constituent 
un  triplet  d'une  nouvelle  homographie  trilinéaire  parallèle,  de  même  les  points 
x',  x",  X  et  les  points  x",  x.,  X. 

A  chaque  orientation  plane  des  systèmes  S,  S',  S"  correspondent  naturelle- 
ment des  directions  différentes  pour  les  rayons  objectants. 

7.  On  peut  se  proposer  de  chercher  tous  les  triplets  de  droites  sur  lesquelles 
les  points  homologues  forment  des  divisions  congruentes.  Si  l'on  a  un  triplet 
de  droite  satisfaisant  à  cette  condition,  tous  les  Iriplets  de  droites  respective- 
ment parallèles  y  satisfont  également.  Il  existe  alors  quatre  solutions  essentiel- 
lement distinctes  du  problème. 

8.  Si  l'on  se  donne  un  triplet  particulier  (a,  a',  a")  de  l'homographie,  trois 
droites  homologues  quelconques  (:,  H',  ^")  passant  par  ces  trois  points  forment 
trois  faisceaux.  Si  p,  q;  p',  q' ;  /?",  q"  sont  les  rayons  de  base  qui    passent   par 
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les  trois  points  or,  «',  a",  on  a,  entre  les  angles  que  font  avec  ces  rayons  ti'ois 
rayons  homologues  des  trois  faisceaux,  la  relation 

sin(/?,  ;)   sin(yt>'.  V)   sin(/>%  Ç"  )  _  ' 


iin(l,  g)    sin(V,  <7J   sin  (ç",  ^")         ^oi^r.he 
Il  existe  différentes  manières  de  construire  S"  connaissant  S  et  ?'. 

0.  Une  homographie  Irilinéaire  parallèle  est  déterminée  par  qucltrc  Iriplels; 
les  six  faisceaux  de  base  se  construisent  très  simplement  au  moyen  de  ces 
quatre  triplels.  On  peut  déduire  de  là  que  trois  quadrilatères  plans  quelconques 
peuvent  toujours  être  regardés  comme  les  projections  parallèles  d'un  seul  et 
même  tétraèdre. 

10.  En  appliquant  la  construction  du  paragraphe  précédent,  il  peut  arriver 
que  dans  un  des  trois  systèmes  S,  S',  S"  les  directions  des  rayons  des  deux  fais- 
ceaux de  base  coïncident  ;  alors  elles  coïncident  aussi  dans  les  deux  autres 
systèmes.  On  a  alors  une  homographie  monobasigue  (einzelkernig).  C'est  uu 
cas  particulier  du  type  A  ou  obtus,  défini  par  les  relations 

ta)    z^   ix>'  =    (1)"  z=    O, 

Cette  homograpliie  n'est  plus  complètement  définie  par  les  six  faisceaux  de 
base  (qui  ici  se  réduisent  à  trois).  Si.. par  exemple,  Thomographie  a  été  amenée 
en  orientation /?/(7rte  (au  sens  étroit),  on  peut  se  donner  arbitrairement  les  di- 
rections des  rayons  objectants. 

11.  Les  rayons  de  base  qui  passent  par  les  trois  points  (x,  x',  x")  d'un  même 
triplet,  dans  une  homographie  monobasique,  forment  un  triangle.  Ce  triangle 
restant  le  même  et  les  points  (x,  x\  x"  )  du  triplet  variant  sur  les  côtés  de  ce 
triangle,  il  existe  entre  les  abscisses  de  ces  trois  points,  comptées  sur  chaque 
côté  à  partir  d'une  origine  fixe,  une  relation  linéaire.  On  peut  construire  x'\ 
connaissant  x,  x\  de  plusieurs  manières,  par  exemple  en  se  servant  des  rayons 
objectants;  les  directions  de  ces  rayons  sont  connues  lorsqu'on  se  donne  trois 
triplets  de  points  homologues. 

En  ce  qui  concerne  les  faisceaux  de  rayons  homologues  issus  de  trois  points 
a,  a',  a"  d'un  même  triplet,  dans  l'homographie  monobasique,  on  arrive  à  des 
relations  qui  ne  rentrent  pas  dans  le  type  général  (  n"  8).  Désignons  par  />,  p' 
p"  les  rayons  de  base  issus  de  a,  a',  a"  ;  par  m,  v' ,  w"  trois  rayons  issus  de  a, 
a',  a"  et  tels  que  chacun  d'eux  forme,  avec  les  rayons  perpendiculaires  aux 
rayons  de  base  n'appartenant  pas  au  même  système,  un  triplet  de  rayons  de' 
l'homographie.  Si  H,  X,  c"  forment  un  triplet  quelconque  de  rayons  issus  de  a, 
a',  <2",  on  a  la  relation 

col  (p.  \)         coH  p' ,  H')         coK  p",  X') 


cot{p,  u)         cul{p'.  v' }        cot(/>",  M-'"  ) 

12.  Ce  paragraphe  s'occupe  de  différentes  constructions  permettant  de  déter- 
miner une  homographie  monobasique  lorsqu'on  se  donne  quatre  triplets  de  cette 
homographie  (satisfaisant  à  une  certaine  condition). 

13.  Il  existe  une   dégénérescence  de  Ihomographie   trilinéaire  parallèle  dans 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XXXIII.  (Février  1909.)  R.a 
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laquelle  un  seul  des  angles  w,  w',  u"  est  nul,  soit  a>".  Dans  ce  cas.  les  triplets 
de  l'homographie  peuvent  être  de  deux  espèces  différentes  : 

Dans  les  triplets  de  la  première  espèce,  x  et  x  décrivent  deux  figures  affixes  ; 
a?  étant  donné,  x  est  bien  déterminé  et  x"  peut  être  pris  arbitrairement  sur  un 
des  ra3ons  du  faisceau  de  base  P". 

Dans  les  triplets  de  la  deuxième  espèce,  x  étant  donné,  x  est  pris  arbitrai- 
rement sur  le  rayon  de  base  correspondant  du  faisceau  P';  quant  à  x'\  il  est 
rejeté  à  l'infini  dans  la  direction  commune  des  rayons  de  P". 

On  peut  donner  à  cette  homographie  une  orientation  plane  jouissant  de  pro- 
priétés particulières  intéressantes. 

14.  Outre  les  homographies  particulières  dont  il  vient  d'être  question,  il  en 
est  un  certain  nombre  de  remarquables  et  qui  jouent  un  rôle  important  en 
Géométrie  descriptive. 

Si  les  faisceaux  de  base  conjugués  sont  congruents,  on  a  ce  qu'on  appelle 
l'homographie  orthogonale  ;  si  l'on  considère  les  trois  projections  orthogo- 
nales dun  point  arbitraire  de  l'espace  sur  trois  plans  donnés,  ces  trois  projec- 
tions constituent,  dans  ces  trois  plans,  un  triplet  d'une  homographie  orthogo- 
nale. Cette  homographie  est  dile  en  orientation  de  Monge  si,  des  trois  plans, 
deux  sont  rectangulaires. 

15.  L'homographie  orthogonale  est  caractérisée  par  les  relations 


En  orientation  plane  arbitraire  (au  sens  étroit)  chaque  axe  est  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  deux  rayons  homologues  des  deux  faisceaux  de  base  conju- 
gués correspondants. 

L'orientation  plane  la  plus  simple  est  celle  dans  laquelle  deux  des  trois 
couples  de  faisceaux  de  base  conjugués  jouissent  de  la  propriété  que  deux 
rayons  homologues  coïncident.  Dans  chacun  de  ces  couples  l'axe  est  indéter- 
miné, mais  peut  être  pris  perpendiculaire  à  la  direction  commune  des  rayons 
des  deux  faisceaux  coïncidents  du  couple.  On  passe  facilement  de  cette  orien- 
tation plane  à  une  orientation  dans  l'espace  pour  laquelle  les  trois  points  d'un 
même  triplet  sont  les  projections  orthogonales  d'un  même  point  dans  l'espace; 
on  dit  dans  ce  cas  qu'on  a  une  orientation  orthogonale.  Néanmoins  une  orien- 
tation orthogonale  réelle  n'est  pas  toujouFS  possible  :  il  faut,  pour  qu'il  en  soit 
ainsi  : 

a.  Dans  le  cas  du  type  obtus,  que  chacun  des  angles  o),  w',  u"  soit  infé- 
rieur à  la  somme  des  deux  autres; 

b.  Dans  le  cas  du  type  aigu,  que  la  somme  des  trois  angles  to,  w',  co"  soit 
supérieure  à  deux  droits. 

Les  homographies  orthogonales  qui  ne  sont  pas  susceptibles  d'orientation  or- 
thogonale réelle  sont  dites  plus  particulièrement  pseudoorthogonales. 

Lorsqu'une  homographie  orthogonale  a  été  amenée  en  orientation  orthogo- 
nale, on  obtient  un  triplet  de  droites  à  divisions  congruentes  issues  du  sommet 
en  prenant  les  génératrices  de  contact  des  faces  du  trièdre  d'orientation  avec 
l'un  des  quatre  cônes  de  révolution  inscrits  ou  ex-inscrits  dans  ce  trièdre.  Dans 
chaque  système  les  quatre  directions  obtenues  font  avec  le  même  axe  quatre 
angles  déterminés;  ces  quatre  angles  restent  les  mêmes  pour  un  autre  axe  et 
un  autre  système.  Cette  propriété  subsiste  dans  l'homographie  pseudoorthogo- 
nale. 
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16.  Si  une  homographie  orLhogonale  est  amenée  en  orientation  plane  d'une 
manière  quelconque,  deux  des  trois  systèmes  et  le  système  résultant  sont 
encore  en  homograpliie  orthogonale. 

17.  Une  homographie  monobasique  peut  êti-e  en  même  temps  orthogonale  ; 
il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  les  perpendiculaires  élevées  aux  rayons  de  base 
en  trois  points  d'un  triplet  forment  un  triplet  de  droites  de  l'homographie. 
Dans  ce  cas  on  peut  en  général  donner  à  l'homographie  une  orientation  dans 
l'espace  telle  que  les  trois  plans  S,  S',  S"  soient  parallèles  à  une  même  droite, 
les  trois  points  d'un  triplet  quelconque  étant  les  projections  orthogonales  d'un 
même  point  de  l'espace.  Tout  triplet  de  droites  à  divisions  congruentes  est 
formé  de  trois  perpendiculaires  aux  trois  directions  des  rayons  de  base. 

Une  homographie  orthogonale  monobasique  n'est  pas  toujours  susceptible 
d'une  orientation  orthogonale  réelle. 

18.  Une  homographie  orthogonale  susceptible  d'une  orientation  orthogonale 
réelle,  dans  laquelle  un  des  dièdres  du  trièdre  d'orientation  est  droit,  est  dite 
homographie  de  Monge.  Elle  n'est  possible  que  dans  le  type  obtus  A. 

La  relation  qui  doit  exister  entre  les  trois  angles  m,  uj',  to"  d'une  homogra- 
phie de  Monge  est  de  la  forme 

cosii)"=  cosw  cosu)'. 

Si  l'on  veut  que  deux  dièdres  du  trièdre  d'orientation  soient  droits,  il  faut 
que  deux  des  angles  w,  w',  w"  soient  droits.  Si,  enfin,  on  veut  que  les  trois 
dièdres  soient  droits,  il  faut  que  les  trois  angles  oj,  w',  oj"  soient  droits;  on  a 
alors  une  homographie  de  Monge  trirectangle. 

Une  homographie  de  .Monge  peut  aussi  être  monobasique. 

19-  On  obtient  un  cas  parliculier  intéressant  de  l'homographie  orthogonale 
en  supposant  que  le  sinus  de  l'un  des  angles  w,  10',  to"  soit  égal  au  sinus  de  la 
somme  des  deux  autres. 

Si  l'homographie  est  du  type  aigu  B,  elle  reste  susceptible  d'une  orientation 
orthogonale  ;  seulement,  si  l'on  rabat  deux  des  faces  du  trièdre  d'orientation 
sur  la  troisième,  leur  arête  d'intersection  se  rabat  suivant  deux  droites  qui  sont 
dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre. 

Si  l'homographie  est  du  type  obtus  A,  elle  n'est  plus  susceptible  d'orientation 
orthogonale.  On  peut  alors  donner  à  l'homographie  une  orientation  pl;»ne  telle 
que  les  trois  points  d'un  triplet  quelconque  de  cette  homographie  soient  les 
sommets  d'un  triangle  assujetti  à  la  seule  condition  d'être  semblable  à  un 
triangle  donné;  chaque  point  du  plan  peut  être  regardé  comme  consiituant  un 
triplet  de  trois  points  confondus. 

On  peut  aussi  orienter  cette  homographie  dans  l'espace  de  manière  que  les 
trois  points  d'un  triplet  quelconque  soient  les  projections  parallèles  d'un  même 
point  de  l'espace  sur  trois  plans  de  projection  parallèles;  on  peut  même  faire 
en  sorte  que  ces  trois  plans  de  projection  soient  confondus.  On  dit  dans  ce  cas 
que  l'homographie  est  en  orientation  complanaire. 

Une  homographie  susceptible  d'orientation  complanaire  est  dite  compla- 
naire. 

Une  homographie  complanaire  du  type  A  ou  du  type  B  n'est  jamais  suscep- 
tible d'orientation  orthogonale;  elle  est  toujours  susceptible  d'une  orientation 
plane  dans  laquelle  les  trois  points  d'un  triplet  forment  les  sommets  d'un 
triangle  semblable  à  lui-même,  obtusangle  ou  acutangle. 
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Une  homographie  complanaire  du  type  obtus  peut  être  monobasiqup  ;  en 
orientation  complanaire,  les  trois  points  d'un  triplet  sont  sur  une  même  ligne 
droite  parallèle  à  une  droite  fixe;  le  rapport  de  leurs  distances  mutuelles  est 
constant. 

Toute  homographie  Irilinéaire  parallèle  peut  être  déduite  d'une  homographie 
complanaire  en  soumettant  un  ou  deux  des  systèmes  à  une  transformation 
affixe. 

20.  Revenons  à  un  cas  plus  général  que  celui  de  l'homographie  orthogonale, 
le  cas  où  deux  seulement  des  rapports  Eu,,  e^^_,  e^^  sont  égaux  à  l'unité.  Soit 


On  peut  toujours  orienter  les  systèmes  S,  S',  S"  de  manière  que  le  plan  S 
soit  perpendiculaire  au  plan  S'  et  que  de  plus  le  rayon  objectant  xS.  soit  per- 
pendiculaire à  S,  les  rayons  x'\,  x"X  étant  respectivement  perpendiculaires 
aux  arêtes  d'intersection  (S,  S),  (S,  S").  Si  l'on  veut  que  x'  soit  également 
projection  orthogonale  de  X,  il'faut  en  oulrc  que  l'on  ait 


Si  l'on  a  de  plus 


le  plan  S"  est  lui  aussi  perpendiculaire  au  plan  S.  On  obtient,  comme  cas  plus 
particulier  encore,  la  perspective  militaire  en  faisant  w"  =  w. 

On  peut  encore  obtenir  la  perspective  militaire  en  prenant  S"  confondu 
avec  S  ;  si  l'on  regarde  S  comme  un  plan  vertical,  S'  comme  un  plan  horizon- 
tal, on  a  la  perspective  cavalière. 

21.  Une  homographie  est  dite  cartésienne  lorsqu'elle  est  susceptible  d'une 
orientation  cartésienne,  c'est-à-dire  lorsque  les  trois  points  d'un  triplet  sont  les 
projections  d'un  point  de  l'espace  sur  les  trois  faces  d'un  triédre,  les  projetantes 
étant  parallèles  aux  arêtes  de  ce  triédre.  Une  telle  homographie  est  définie  par 

les  relations 

sinw  sino)'  sinoj" 


Une  homographie  cartésienne  est  dite  axononiétrique  si  l'on  a  en  outre 

sin  ûj"  =:  sin  (  w  -+-  0/  ). 
Au  contraire,  elle  est  dite  rhomboédrique  si  l'on  a 


OJ   :=  (1)    =  (»i 


L'homographie  de  Monge   Irirectangle   est   une  homographie  rhomboédrique 
pour  laquelle  w  =  w' =  u"  =  un  droit. 
L'homographie  définie  par 


£„,  =  e,o=  £•,«=  I 


îst  à  la  fois  rhomboédrique,  axonomélrique,  orthogonale  et  complanaire. 
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Jourdain  {Philip  E.-B.\  —  Sur  la  théorie  générale  des  fonctions. 
(169-210). 

Ce  Mémoire  contient  une  théorie  du  nombre  cardinal  de  certains  ensembles 
de  fonctions,  un  essai  de  généralisation  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  va- 
riable réelle  à  un  point  de  vue  purement  ordinal,  enfin  quelques  formules 
d'interpolation  relatives  aux  fonctions  analytiques  d'une  variable  complexe. 

I.  La  théorie  cardinale  des  fonctions.  —  Certaines  classes  de  fonctions, 
comme  les  fonctions  continues,  les  fonctions  analytiques  d'une  variable  réelle, 
admettent  des  ensembles  de  définition.  Ainsi  une  fonction  continue  de  la  va- 
riable réelle  x.,  dans  un  intervalle  a^a;£jâ,  est  complètement  définie  par  les 
valeurs  qu'elle  prend  pour  un  ensemble  de  valeurs  x  dénombrable  et  partout 
dense  contenu  dans  l'intervalle  (a,  Jî)  et  comprenant  les  valeurs  a  et  P;  cet 
ensemble  de  définition  est  du  type  oi-dinal  r\.  Au  contraire,  une  fonction  ana- 
lytique de  la  variable  réelle  x  dans  le  même  intervalle  est  complètement  dé- 
finie par  les  valeurs  qu'elle  prend  pour  un  ensemble  dénombrable  de  valeurs 
de  X,  du  type  ordinal  to  ou  *w,  dont  les  éléments  admettent  un  seul  point 
limite  situé  dans  l'intervalle. 

Il  est  d'ailleurs  bon  de  remarquer  que  l'ensemble  de  définition  d'une  fonction 
continue,  par  exemple,  n'a  de  signification  précise  que  lorsqu'on  a  spécifié  la 
nature  de  l'ensemble  pour  lequel  f{x)  doit  être  finalement  défini;  une  fonc- 
tion continue  peut  en  effet  être  définie  dans  un  ensemble  qui  n'est  pas  un  inter- 
valle. 

De  la  notion  d'ensemble  de  définition  on  peut  facilement  conclure  que  le 
nombre  cardinal  de  l'ensemble  des  fonctions  continues,  aussi  bien  que  de  l'en- 
semble des  fonctions  analytiques  d'une  variable  réelle,  est 

Il  en  est  de  même  pour  l'ensemble  des  fonctions  admettant  un  «  the'orème 
d'existence  »,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  fonctions  représentables  analyti- 
quement  comme  limite  d'une  suite  dénombrable  de  fonctions  continues. 

Quant  aux  fonctions  intégrables,  le  nombre  cardinal  de  leur  ensemble  est 
plus  élevé  :  il  est  égal  à 

(C    =  2=  ". 

Une  fonction  intégrable  n'est  donc  en  général  susceptible  d'aucune  représen- 
tation analytique. 

Ce  même  nombre  est  encore  le  nombre  cardinal  de  l'ensemble  de  toutes  les 
fonctions  réelles  d'une  variable  réelle,  et  aussi  de  toutes  les  fonctions  de  N,, 
variables;  au  contraire,  le  nombre  cardinal  de  l'ensemble  des  fonctions  de  C  va- 
riables est  C*    >  C*"^- 

II.  La  théorie  ordinale  des  fonctions.  —  On  peut  donner  une  forme  pure- 
ment ordinale  aux  notions  de  fonction  continue  d'une  variable  réelle,  de  borne 
supérieure  ou  inférieure  d'un  ensemble  de  nombres  réels,  de  limite  supérieure 
et  limite  inférieure  d'un  ensemble  de  nombres  réels. 

Ces  notions  peuvent  être  généralisées  pour  des  ensembles  quelconques  sim- 
plement ordonnés.  Si  P  et  Q  sont  deux  ensembles  simplement  ordonnés  entre 
les  éléments  desquels  on  a  établi   une    correspondance  telle  qu'à  un    élément 
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tie  P  correspond  un  élément,  el  un  seul,  de  Q,  à  un  élément  de  Q  correspond  au 
moins  un  élément  de  P,  on  peut  dire  que  l'ensemble  Q  constitue  une  /onction 
de  l'ensemble  P. 

Celte  fonction  est  continue  à  gauche  pour  un  élément  p^^^  de  P  qui  soil  un 
élément  limite  de  P,  si  à  toute  suite  du  type  w  d'éléments 

Pi,    Pi'     ••-.     P„     ■•', 

appartenant  à  P  et  ayant/»^  pour   liniilc  unique,  correspond  dans  Q  une   suite 

q„     q„,     ...,     7,,     ..., 

admettant  une  limite  unique,  à  savoir  celui  des  éléments  de  Q  qui  correspond 
à  p^,.  On  définit  de  même  la  continuité  à  droite.  Q  est  continu  pour /*^^  s"il  est 
continu  à  gauche  et  à  droite. 

Si  Q  est  une  fonction  continue  de  P  et  si  l'ensemble  P  est  fermé,  Q  est  fini 
ou  fermé. 

Si  P  est  un  ensemble  parfait,  si  Q  est  une  fonction  continue  de  P,  l'ensemble  Q 
étant  dense,  cet  ensemble  Q  est  parfait. 

Si  P  est  du  type  r,  ou  6  et  si  0  contient  plus  d'un  élément,  Q  est  lui  aussi 
du  type  0  ou  6. 

Les  notions  de  convergence  uniforme,  de  dérivée,  d'intégrale  définie  d'une 
fonction  continue  d'une  variable  réelle  ne  semblent  pas  pouvoir  s'étendre  à  des 
ensembles  simplement  ordonnés  quelconques,  car  elles  ne  sont  pas  purement 
ordinales.  Mais  les  notions  de  limite  inférieure  et  supérieure,  à  gauche  et  à 
droite,  d'une  fonction  pour  un  élément  x  de  la  variable,  le  peuvent,  ainsi  que 
la  notion  de  semi-continuité  qui  dérive  des  précédentes. 

III.  Les  ensembles  de  définition  des  fonctions  analytiques  uniformes  d'une 
variable  complexe.  —  Celle  troisième  Partie  contient  la  solution  des  trois 
problèmes  suivants  : 

A.  Déterminer,  da/is  le  cas  où  elle  existe,  une  fonction  analytique  f{z) 
de  la  variable  complexe  z,  régulière  au  point  a,  connaissant  la  suite 

e/p     u.,,     . . .,     u.^, 

des  valeurs  que  prend  cette  fonction  pour  une  suite  dénombrable  de  points 

rt,,     a..,     ...,    a.^,     ... 

admettant  a  comme  unique  limite. 

B.  Existe-t-il  une  fonction  transcendante  entière  G{z)  prenant  une  succes- 
sion (  dénombrable  ) 

f/,,     u„,     ...,     u.^, 

de  valeurs  pour  une  suite  dénombrable  de  points 

a,,     «3,     ...,     «V' 

admettant  pour  unique  limite  l'infini  et  ne  décroissant  pas  en  valeur 
absolue  ? 

C.  Bans  le  cas  où  le  problème  B  est  possible,  quelle  est  la  forme  la  plus 
générale  de  la  fonction  G{z)'f 
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Le  problème  B  se  pose  d'ailleurs  comme  conséquence  naturelle  du  problème  A 
lorsque  la  suite  de  valeurs  donnée  pour  y"(^)  conduit  à  une  fonction  admet- 
tant a  comme  point  singulier  essentiel. 

Les  solutions  de  ces  trois  problèmes  sont  toutes  obtenues  par  des  généralisa- 
lions  de  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

La  solution  (unique)  du  problème  A,  quand  elle  existe,  est  fournie  par  la 
série 

v  =  l 
où  l'on  a  posé 

'■?v(~)    =    (-   —   «1)    (-=—    «2)---(-    —   «v). 

U,  II.,  M.,.  I 


Cette  solution  existe  effectivement  lorsque  la  série  indiquée  est  absolument 
et  uniformément  convergente  sur  un  cercle  de  centre  a  entourant  tous  les 
points  flj,  Oj,  . . .,  a,^,  .... 

Quant  au  problème  B,  il  est  toujours  possible;  la  forme  générale  de  la  fonc- 
tion G(^)  s'obtient  par  application  des  théorèmes  de  Weierstrass  et  de  Mittag- 
Leffler;  G{z)  est  le  produit  d'une  fonction  entière  particulière  4'(^)  admet- 
tant comme  zéros  (simples)  les  points  a,,  a,,  ...,  a.^,  ...  par  la  fonction 
niéromorphe  la  plus  générale  f  {z)  admettant  pour  pôles  simples  a,,  a„,  ..., 
a.^,  ...,  avec  les  résidus  correspondants 


La  fonction  ^(z)  est  donnée,  d'après  la  formule  de  Weierstrass,  par  son  dé- 
veloppement en  facteurs  primaires;  la  fonction /(.j)  est  donnée,  à  une  fonc- 
tion entière  arbitraire  près,  par  son  développement  en  série  d'après  la  for- 
mule de  Mittag-Lefller. 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  que  le  nombre  cardinal  des  fonctions 
entières  de  z  est  (C. 

Lerch  (M.).  —  Sur  quelques  développemenls  se  rapportant  à  la 
théorie  des  iutégiales  eulérieunes  incomplètes  de  seconde 
espèce.  (21 1-221  ). 

Si  l'on  pose 

(1)  Q(s,  w)=   /      e-'^x'-^dx, 

^  ut 

on  a  la  formule  suivante  : 

"      '  \  "'"' 

(2)  e^'Q/,_a,  -)  =  V'  y  Q..,{v)  X'u-'. 


Dans  cette  formule,  v  désigne  un  nombre  positif  inférieur  à >  u  désigne 

log  2 

un  nombre  co.mplexe  à  partie  réelle  positive,  a  un  nombie  complexe  quelconque, 
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A"«  "  la  différence  v'*"'  de  la  suite 

M"",     {u  +  i)'",     (u  -\-  2)-",     . . .  ; 

enfin  C,  (f  )  est  un  polynôme  entier  en  t'  défini  par  la  formule 


1  —  V  log(i- 

Si  M  et  a  sont  réels  et  positifs,  u>i,  on  a  une  limite  supérieure  de  la  valeur 
absolue  du  reste  R„  de  la  série  qui  est  dans  le  second  membre  de  (2),  par  la 
formule 

V  =  n 


Viu-i)-"], 


où  g  est  le  nombre  positif 


I  —  i'  log- 
De  la  formule  (2)  on  peut  déduire  la  suivante 


(3; 


'j^^''e-^^='^CM)^-'^osu 


et  aussi,  comme  cas  particulier,  la  suivante  : 

1    M    -   /•*         dx 
l   -e"  /      e-'^  — 


(4)    ' 


i  =,- 


«c,(t;; 


1 . 3  C  (  i'  ) 


. ■>  o  C,(v) 


U  -M  {U  -h  l)   {li  -h  J)  (  «  -t-  I  )  (  M  -r-  ->  )   (  !/  +  3  ) 


déjà  donnée  par  Schlœmilch  pour  i'  =  1 . 
En  partant  du  développement 


=  y  <t>,  (  c.  f }  z\ 


[i-viog{i^z)y 

on  arrive  à  la  formule  suivante,  généralisation  de  la  formule  (4) 


iïïM'-'i 


*l  (  c,    i')  I  .2  <t>,,  (f,    f  ) 


I  .2.3  ^((C,    l') 


«  -t-  1  M  -!-<')(«  +  2  )  (u  -i-  1)  {  U  -i-  ■>)   (  Il  -^-  i) 

La  quantité  <l»„(c,  i>)  se  déduit  d'ailleurs  du  polynôme  C„{v)   en  remplaçant 
partout   V''    par  1  )v'';   les    coefficients    numériques    de    ses   différents 


termes  ont  des  expressions  assez  simples. 

Siàckel  [Paul).  —  Sur  une  catégorie  de  fonctions  n  fois  pério- 
diques de  n  variables  réelles.  (^22-242). 
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L'auteur  démontre  le  théorème  suivant  : 
Soient 

?x).  ("x)  ^^  /.-/Vi("x)  (X,    )>=:l,    2,     ...,    n) 

des  fonctions  données  des  arguments  réels  u^,  définies  pour  les  valeurs  de 
ces  arguments  satisfaisant  aux  inégalités 

et  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

[.  Elles  sont  toutes  uniformes,  finies  et  continues. 

2.  Les   fonctions    /,x("z)    sont   constamment  positives   et    ne   s'annulent 
jamais. 

3.  Les  fonctions  fx,. («, )  ne  changent  jamais  de  signe  et  elles  ne  peuvent 
pas  s'annuler  pour  tous  les  points  d'un  intervalle,  si  petit  soit-il. 

4.  Le  déterminant 

D(  Mj,  «3,   . . .,  i<„)  =  1  'f ^-,  (  u^)  \         (  y-,  A  =  I,  2,  . . .,  n) 

ne  change  jamais  de  signe  et,  considéré  comme  fonction  d'une  quelconque  u^ 
des  variables,  il  ne  s'annule  pas  pour  tous  les  points  d'un  intervalle,  si  petit 
soit-il. 

Si  l'on  pose  alors 

Y.  =  n 

X;=    y      /  ''•      ^  ('>  =  i,  2,  ...,  n), 

^y".     \  (  "•/  —  «X  )  (  A^  —  u.^  )  y^^-iju^  ) 

réciproquement  u,,  m,,  ...,  f<„  sont  des  fonctions  uniformes,  finies  et  conti- 
nues des  arguments  x^,  x„,  ...,  x„  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  arguments  ; 
ces  fonctions  sont  paires  et  n  fois  périodiques  avec  les  systèmes  de  périodes 


(y.  =  I,  2,   ....  n), 


définies  par  les  formules 


'■?x)i("x)  ^"x 


V  (w, -aj  (A,— wjz,x("x) 


Ce'théorème  avait  déjà  été  énoncé  et  démontré  par  Ahrens,  mais  avec  la  res- 
triction essentielle  que  le  déterminant  I'-?yx("x)l  "^  devait  jamais  s'annuler. 
Toujours  avec  cette  même  restriction,  le  théorème  avait  été  démontré  aupara- 
vant par  Slackel  dans  le  cas  particulier  où  les  fonctions  Xxx("x)»  ^"'  °"'  '^ 
même  premier  indice  y.,  sont  toutes  identiques  entre  elles;  auparavant  encore, 
avec  les  mêmes  hypothèses  restrictives,  par  Wcierslrass  pour  n  =  i  et  Staude 
pour  n  =  2. 

Netlo  {E.).  —  Sur  la  formation  de   groupes  abstraits  au  moyen 
de  deux  éléments.    (243-262). 

L'auteur,  dans  cet  article,  s'occupe  des  groupes  abstraits  flnis  qui  peuvent  être 
engendrés  par  multiplications  successives  en  partant  de  deux  éléments  a  et  b. 
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A  chaque  groupe  de  cette  espèce  correspondent  quatre  entiers  a,  Ji,  /.,  ni,  les 
deux  derniers  étant  premiers  entre  eux,  tels  que  a'*  est  la  plus  petite  puissance 
de  a  égale  à  i,  et  b^  la  plus  petite  puissance  de  b  égale  à  une  puissance  de  a  : 

(i)  a'"^=i  (min.), 

(2)  6?=a'"«         (min.). 

Les  équations  précédentes  ne  suffisent  pas  pour  caractériser  un  groupe  fini 
(sauf,  bien  entendu,  si  p  ou  a  est  égal  à  i,  dans  quel  cas  on  a  un  groupe  cy- 
clique). Une  des  plus  simples  relations  qu'on  peut  imaginer  pour  essayer 
d'achever  la  détermination  du  groupe  est  une  relation  de  la  forme 

(3)  ba  =  a'b; 

il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  existe  un  groupe  satisfaisant  aux  relations  (i),  (2) 
et  (3),  qu'on  ait 

■f}  ^i  I         (  inod  Aa  )  ; 

le  groupe  est  alors  d'ordre  Âajî. 

Considérons  en  particulier  les  groupes  définis  par  les  lelations 

a'^=  I,         b^=  i         (min.  ), 
ba  =  a-  6  ; 

le  nombre  p  doit  satisfaire  à  la  congruence 

2?=Ei         (moda), 

dont   toutes   les  racines  sont  des   multiples  de  la  plus  petite  d'entre  elles,  ^i,,. 
Dans  ce  cas,  l'ordre  de  a? 6''  est 

si  2''=!         (moda), 


'  =  T^TT^  *'  ^''^^         (moda), 

en  désignant  par  le  symbole  {11,  v)   le  plus  grand  commun  diviseur  de  u   et 
de  V. 

Si  l'on  remplace  la  relation  (3)  par  la  relation  plus  générale 

ba  =  a'  b'-, 

les  choses  deviennent  beaucoup  plus  compliquées.  Dans  le  cas  simple 

ba  =  a- 6', 

on  démontre  que  les  deux  substitutions  a  et  b  sont  de  même  ordre,  si  ces  ordres 
sont  de  même  parité;  sinon,  ces  ordres  sont  le  double  l'un  de  l'autre;  on  dé- 
montre aussi  que  a''b  et  a6*  sont  de  même  ordre. 
En  particulier,  les  relations 

a*  =  i,         6*  =  1  ;         ba  =  a-  b^ 

conduisent  à  un  groupe  déjà  étudié;  car,  en  posant 

a,  =  b,         b.  =  ba, 
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Il  en  est  de  même  des  relations 

a^=i,         b^=i;        ba  =  a'^b-. 

Au  contraire,  les  relations 

a-*  ^  1 ,         6^=1;         ba  =  a-  b-  ; 
a'  =  1 ,         6^  =  I  ;         ba  =^  a-b'^ 

conduisent  à  deux  groupes  essentiellement  nouveaux,  d'ordres  12  et  24. 
Le  cas,  un  peu  plus  compliqué,  des  relations 

a'  =  I,         b'  =1;         ba  =  cûb^ 

conduit  à  un  groupe,  mais  d'ordre  infini;  on  obtient,  par  exemple,  ce  groupe 
en  prenant  pour  a  et  6  les  deux  substitutions 

a  =  \  z     iz\,        ^  =  I  :;     iz  +1  —  i\         {i  =  \J —  i), 

susceptibles  d'ailleurs  d'une  interprétation  géométrique  simple. 

Ce  qui  précède  met  en  évidence  la  grande  variété  des  résultats  qui  peuvent 
se  présenter,  même  avec  les  relations  de  définition  les  plus  simples. 

Sclilesinger  [Ludwig).  —  Contributions  à  la  théorie  des  systèmes 
d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes.  (268-297). 

La  plupart  des  questions  qui  se  posent  dans  la  théorie  des  équations  dilFéren- 
tielles  linéaires  d'ordre  n  peuvent  êti'e  traitées  d'une  manière  plus  élégante  et 
plus  profonde  en  regardant  l'équation  différentielle  donnée  comme  un  cas  par- 
ticulier d'un  système  de  n  équations  différentielles  linéaires  et  homogènes  du 
premier  ordre.  La  théorie  d'un  tel  système 

n 


peut  se  mettre  sous  une  forme  intuitive  en  introduisant  la  notion  de  matrice 
intégrale  :  c'est  une  matrice  obtenue  en  considérant  un  système  de  n  solu- 
tions fondamentales  de  (i),  et  formant  la  i'*""  ligne  de  la  matrice  au  moyen  des 
n  fonctions  y,^  qui  constituent  la  t'*"'"  solution.  En  désignant  cette  matrice 
intégrale  par  (jK,„)  et  utilisant  le  calcul  des  matrices,  on  peut  écrire  le  sys- 
tème (t)  sous  la  forme 

(a)  (^)=(->'-^H«.J. 

Si  les  a,„  sont  des  fonctions  de  la  variable  réelle  x^  finies  et  continues  dans 
un  intervalle  {p,q),  on  peut  démontrer,  par  un  procédé  identique  à  celui  de 
Caucliy-Lipschitz,    l'existence  d'une  matrice   intégrale  continue,  se   réduisant, 
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pour  X  —  p,  À  une  matrice  constante  donnée  (y'°^)-  On  pourra  alors  écrire 


(r,x)  =  (/;')  I(«.v)- 


On  peut  considérer  de  même  un  système  d'équations  aux  dilTérentielies 
totales  à  deux  variables  indépendantes  réelles  S,  r,,  soit 

m  m 

(3)      rfM^=  rf;^  a-,j;,  T,)w-^+rfTi  ^  Pxx(?.  f,)Mx         (x  =  1,  3,  ...,  m). 
>.  =  I  X  =  1 

Ce  système  est  complètement  intégrabie  si  l'on  a  la  relation 

(^)^,,,.)..„)  =  (t)  *<.„.(?,.). 

Si,  de  plus,  les  ol-^  et  p,^  sont  des  fonctions  finies  et  continues  de  ?,  -^  à  l'inté- 
rieur et  sur  le  contour  d'un  domaine  simplement  connexe  S,  le  système  (3) 
admet  une  matrice  intégrale  {v^^),  et  une  seule,  définie  dans  le  domaine  S,  et 
se  réduisant  pour  un  point  donné  (;oï'''.o)  f'"  domaine  à  une  matrice  constante 
donnée. 

Ce  qui  précède  permet  de  démontrer  l'existence  d'une  matrice  intégrale  pour 
le  système  (i),  lorsque  les  a,^  sont  des  fonctions  analytiques  d'une  variable 
complexe  x  =  \-\-r^  \J —  i ,  et  montre  comment  se  fait  la  séparation  des  parties 
réelles  et  des  parties  imaginaires  dans  les  éléments  de  cette   matrice  intégrale. 

Supposons  que  les  a,^  soient  des  fonctions  uniformes  de  x  à  l'intérieur  d'un 
domaine  simplement  connexe  T  et  soient  a,,  a.^,  ...,  o  les  points  singuliers 
(pôles  ou  points  singuliers  essentiels)  des  a,^  à  l'intérieur  de  T'.  Ce  domaine  T' 
se  transforme,  par  exclusion  des  points  a^,  a^,  . . .,  a  ,  en  un  domaine  (p  +  i)  fois 
connexe  T  et  celui-ci  en  un  domaine  simplement  connexe  T  si  l'on  joint  les 
points  a^  à  la  frontière  de  T'  par  des  coupures  l^. 

En  partant  d'un  point  fixe  Xf,  de  T,  on  peut  définir  une  matrice  intégrale  (jK,x) 
holomorphe  à  l'intérieur  de  T  et  se  réduisant  pour  x  =  x^  k  la  matrice  unité. 
Si  l'on  tourne  dans  le  sens  positif  autour  du  point  o,^,  la  matrice  intégrale  (y,,) 
se  reproduit,  multipliée  à  gauche  par  une  matrice  constante  (c^^'J).  Il  se  peut 
que  cette  matrice  se  réduise  à  la  matrice  unité  et  même  que  les  y^.^  soient  ho- 
lomorphes  au  voisinage  de  a./,  dans  ce  dernier  cas,  a.^  est  dit  un  point  critique 
non  essentiel  du  sjstème  (i);  sinon,  il  est  dit  point  critique  essentiel. 

\ppelons  matrice  de  Cauchy  une  matrice  (t,(:^^),  solution  d'un  système  pour 

lequel  les  a„  soient  de  la  forme  —    '"     ,  où  les  A,,  sont  des  constantes.  Alors 

X  —  a.^ 

on   peut  toujours,   et  d'une   infinité  de   manières,   déterminer  une    matrice  de 
Caucliy    (t,;J')    qui,    par   rolatiou    autour  de  a.^,   soit  multipliée  à    gauche    par 

(c':;')-  Alors  la  matrice  intégrale  (jK,,,)   du   système  donné  se  met  sous  la  forme 
où  la  matrice  (/j'jO  est  uniforme  au  voisinage  de  a^. 
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Dans  le  cas  particulier  où  la  matrice  intégrale  n'est  pas  indéterminée  pour 
X  =  a^,  on  peut  choisir  la  matrice  (t,|j>)  de  manière  que  les  /?[j'  soient  holo- 

niorphes  pour  a:  =  a,.  Si  alors  le  déterminant  | />■;' |  ne  s'annule  pas  pour 
X  —  a.,,  le  système  différentiel  (i)  est  dit  de  forme  normale.  Si  le  détermi- 
nant \p'iî:\  s'annule  pour  x  =  a.^,  on  peut  toujours  effectuer  une  substitution 
de  la  forme 


:=    Yà   ^"'■(•^~^v)'>S'>.x' 


de  manière  que  le  système  différentiel  des  z^  soit  de  forme  normale.  Dans  cette 
formule  les  y^  sont  des  entiers  non  négatifs,  et  les  g-^.^  sont  des  combinaisons 
linéaires  à  coefficients  constants  de  puissances  entières  et  non  négatives  de 
X  —  a.^  et  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul  pour  x  =  a.^  :  la  matrice  {g;.,)  est 
dite  une  matrice  neutrale. 

Le  système  (i)  est  dit  de  forme  canonique  pour  x  =  a^  si  les  a,,  admettent 
le  point  a^  comme  pôle  simple;  dans  ce  cas  la  matrice  intégrale  n'est  pas  indé- 
terminée pour  X  =  a.^.  Il  existe  une  forme  encore  plus  générale  du  système  (i) 
jouissant  de  cette  propriété  :  cette  forme  générale  correspond  à  la  forme  de 
Fuchs  pour  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  n. 

Un  système  est  dit  canonique  lorsque  les  a-^  sont  uniformes  dans  tout  le 
plan  et  n'admettent,  à  dislance  finie  ou  infinie,  d'autres  points  singuliers  que 
des  pôles  simples;  certains  de  ces  points  singuliers  peuvent  être  des  points  cri- 
tiques non  essentiels  du  système;  si  l'on  appelle  ordre  d'un  de  ces  points  a.^ 
le  degré  de  multiplicité  du  zéro  x  =  a^  pour  le  déterminant  \yi^  |,  on  a  le  théo- 
rème suivant  : 

La  somme  changée  de  signe  des  racines  des  équations  fondamentales  cor- 
respondant à  tous  les  points  critiques  essentiels  est  égale  au  nombre  des  points 
critiques  non  essentiels,  chacun  d'eux  étant  compté  avec  son  ordre. 

Deux  matrices  (>'„,)  et  (-z,,)  sont  dites  de  même  espèce  si  l'on  a  une  relation 
de  la  forme 

où  les  r,.^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  dont  le  déterminant  n'est  pas 
identiquement  nul.  Si,  de  plus,  les  systèmes  différentiels  dont  (jK.x)  ^^  i^i-t. 
sont  des  matrices  intégrales  ont  mêmes  points  critiques  essentiels,  les  deux 
matrices  sont  dites  appartenir  à  la  même  classe.  L'auteur  signale  l'impor- 
tance du  problème  qui  consiste  à  déterminer  un  système  différentiel  canonique 
appartenant  à  la  même  classe  qu  un  système  fuchsien  donné  (c'est-à-dire  d'un 
système  dont  la  matrice  intégrale  n'est  jamais  indéterminée). 

L'article  se  termine  par  quelques  remarques  relatives  aux  systèmes  associés 
d'un  système  donné. 

Bauer  [Michael).    —   Conlribiilion   à   la  lliéorie  des  équations 
irréductibles.  (agS-Soi). 

L'auteur  applique  la  théorie  des  idéaux  à  la  démonstration  du  théorème  sui- 
vant : 


3o  SI<:CON  l)l<:   l'AHTIli. 

Soit 

f{z)  =  c;"-t-r,c"-'4-...-t-r„=  o 

une  équation  dont  les  coe^cients  appartiennent  à  un  domaine  holoide  donné 
[(  \),  x^,  x.y,  ...,j:,„)],  les  lettres  x-  désignant  des  indéterminées.  Soit,  de 
plus, 

"  =  11"., 

j— 1 

oii  les  entiers  «,  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux.  Désignons  par  P,, 
P„.  ...,   P^  différents  nombres  premiers  appartenant  au  domaine  holoide, 

par  Kj,  a ,  a,,  des  nombres  rationnels  entiers  positifs,  et  enfin  par  E(  ^ 

le  plus  grand  nombre  rationnel  entier  contenu  dans  —  • 

Cela  étant,  si  les  coefficients  c-  peuvent  être  mis  sous  la  forme 


rr 


c., 


où  les   C,  appartiennent  au  domaine  holoide,  si,   de  plus,  dans  le  sens  de 
l'équivalence  on  a 


c  n 


P^  )  =  I,         (a„  «,)  =1, 

l'équation  donnée  est  irréductible. 

Mtfth  (P.).  —    Sur  l'équivalence  réelle   des   faisceaux   de   formes 
quadratiques  réelles.  (3o2-32i  ). 

Deux  faisceaux  a,^{/ -t- )k,  ts  et  ÀjCp'-H  X^i]/'  de  formes  quadratiques  réelles  de 
?i  variables  37^  x^,  ...,  a;„  et  x\,  x'n,  ..-,  x'^  sont  dits  en  équivalence  réelle 
s'il  existe  une  substitution  linéaire  réelle  de  déterminant  non  nul  transformant 
respectivement  o  en  cp'  et  4*  enij/'.  Les  deux  faisceaux  sont  dits  simplement  équi- 
valents lorsqu'il  existe  une  substitution  linéaire,  réelle  ou  imaginaire,  jouis- 
sant de  la  même  propriété. 

On  sait  que  pour  que  deux  faisceaux  X,  a -h  )v„vj/ et  Àj  9' -t- a^'Ji',  supposés  o/'rfi- 
naires  (c'est-à-dire  tels  que  les  discriminants  |)^(9 -t- )>2  4'l  ^^  l^i?' +  ^î^l^'l  ^^ 
soient  pas  identiquement  nuls),  soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  que  les  rf<Vi- 
seurs  élémentaires  de  ces  deux  discriminants  soient  identiques.  Cette  condition 
n'est  pas  suffisante  pour  l'équivalence  réelle.  L'auteur  arrive  à  des  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équivalence  réelle  de  deux  faisceaux  ordinaires 
équivalents  par  la  considération  des  formes  normales  réelles  données  par 
Weierstrass. 

Si  l'on  suppose  la  forme  »  ordinaire  et  si  les  diviseurs  élémentaires  du  dis- 
criminant p/f —  'Ij\  sont 

,A-c,)'-i,  0^-c,y^ (X-c,  )■•/.; 

(  À  -  q._^,  Yk+,,     (  À  —  Cj^,  )'■;+..,     . .   ,     (A  —  c,  )■■/, 
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les  /.•  premiers  étant  réels,  les  /  —  ^  derniers  étant  imaginaires  (conjugués  deux 
à  deux  ),  et  si  l'on  pose,  pour  5>  /,, 

c^=  m^±  y/—,  m;, 
on  peut,  par  une  substitution  linéaire  réelle,  transformer  9  et  à  en 

'7  =  /-f-l       L       /  =  0 
'■  =  Cff  -  2 


0-  =  1  ;  =;  0 

j  =  e^  — 1 


=0 

i  =  e„—l  i  =  e^  —  2 

'   y  (x^,x'    , ,+  y  (x,,x,,  -.;— x:-x„    , ,) 


Dans  ces  formules  les  £^  sont  égaux  à  ±1,  et  les  nouvelles  variables  sont  X^  i^, 

Les  parties  de  *ï>  et  W  qui  correspondent  à  des  diviseurs  élémentaires 
imaginaires  ne  dépendent  que  de  ces  diviseurs  élémentaires;  au  contraire,  les 
parties  qui  correspondent  aux  diviseurs  élémentaires  réels  dépendent,  outre 
ces  diviseurs,  des  s^.  Désignons  par  S(cp)  la  signature  de  la  forme  quadra- 
tique 9  (c'est-à-dire  la  différence  entre  le  nombre  des  carrés  positifs  et  le 
nombre  des  carrés  négatifs)  et  par  s^  la  somme  des  [x  nombres  e^  qui  corres- 
pondent dans  les  formules  (2)  au  diviseur  élémentaire  réel  (X  —  c  )''<7 
supposé  se  présenter  tx  fois.  Si  l'on  fait  la  réduction  de  Weierstrass  pour  les 
formes  »' et  '{/'et  si  Ton  désigne  par  sj^  les  sommes  analogues  à  s^,  on  démontre 
facilement  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  les  deux  faisceaux  équivalents  de  formes  quadratiques  réelles 
\-s — <{/,  A'f'  —  4*  soient  en  équivalence  réelle,  il  suffit  que,  en  effectuant  pour 
chacun  d'eux  une  réduction  de  Weierstrass,  on  ait 


(2) 
(3) 


S('f)-S(9'), 

.î^=s;  {^  =  1, 2,  ...,  A). 


La  réduction  d'un  faisceau  à  sa  forme  normale  (i)  est  possible  de  plusieurs 
manières  :  arrive-t-on  dans  tous  les  cas  aux  mêmes  sommes  5^?  Autrement  dit, 
les  conditions  (3)  qui  sont  suffisantes  pour  l'équivalence  réelle  sont-elles  aussi 
nécessaires?  L'auteur  le  démontre  par  la  considération  des  formes  adjointes  aux 
formes  quadratiques  À»  —  y,,  À»  —  y^,  ...,  X»  —  Xi,  en  posant 


c,'-?, 


Z2 


V-c,9 


/.;=V  — q?- 
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Si  les  formes  adjointesde  ac;  —  /.i  et  A»'  —  /'j  sont 

les  équations 

(4)  s(4>o)  =  s(*;),      s(<i',)  =  s(4>;),      ....      S(4.,._,)  =  s(a>;._,) 

donnent  évidemment  des  conditions  nécessaires  d'équivalence  réelle  des  deux 
faisceaux  )>9 — (j/'  ^''-P  — ^'-  Si  le  diviseur  élémentaire  ).  —  c,  entre  avec  plusieurs 
exposants  distincts,  A,,  on  peut  prendre  A,  équati'^ns  (4)  convenablement  choi- 
sies, dont  nous  désignerons  l'ensemble  par  C,  ;  de  même,  pour  chacun  des  autres 
nombres  réels  distincts  c^.  (en  nombre  supposé  égal  à  m),  on  peut  prendre  des 
équations  convenablement  choisies  C,,  ...,  C,„,  de  telle  sorte  que  les  condi- 
tions 

(5)  S(9)  =  S(<f.'),         C„     C„     ...,     C„. 

entraînent  comme  conséquence  les  conditions  (  2)  et  (  3),  et  réciproquement. 
Par  suite  : 

Les  conditions  (i)  et  (2)  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équivalence 
réelle  des  deux  faisceaux  X'f  —  4',  ^^«p'  —  '^'  supposés  équivalents. 

Il  résulte  de  là  l'invariance  des  nombre  s^,  ce  qui  constitue  une  généralisa- 
tion de  la  loi  d'inertie.  De  plus,  les  conditions  (5)  sont  plus  faciles  à  exprimer 
que  les  conditions  (3). 

On  peut  toujours  réduire  d'une  unité  le  nombre  des  conditions  (5),  de  sorte 
que  le  nombre  des  conditions  restantes  est  égal  au  nombre  des  diviseurs  élé- 
mentaires réels  distincts  (soit  par  la  base,  soit  par  l'exposant). 

Dans  certains  cas,  on  peut  remplacer  certaines  des  conditions  Cj,  ..,  C„,  par 
des  conditions  plus  simples.  Par  exemple,  si  les  diviseurs  élémentaires  réels  qui 
ont  des  bases  égales  ont  tous  des  exposants  égaux  et  si  l'exposant  de  l'une  au 
moins  de  ces  bases,  par  exemple  X  —  c,,  est  impair,  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  l'équivalence  réelle  sont  fournies  par  les  équations 

S(?)  =  S(9-),        S(4;-c,9)  =  S(4/'-c,-f')        (c=2,  3,  ....  m). 

Si  tous  les  exposants  sont  pairs,  ces  conditions  sont  fournies  par  les  équations 

S(^  — c^'f)  =  S('y— c,9')         (ff  =  I,  2,  ...,  m). 

Ce  qui  précède  suppose  la  forme  a  ordinaire;  mais,  s'il  n'en  était  pas  ainsi, 
on  rapporterait  le  faisceau  '},^'^ -h\'\i  à  deux  de  ses  formes  ts,  et  <{/,,  la  forme 
c»,  étant  ordinaire. 
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JOURNAL    FUR    DIE    REINE   UND    ANGEWÂNDTE    iMATHEMATIK. 
Tome  CXXIX;  1903. 

Ce  Volume  est  consacré  à  la  Mémoire  de  Lejeune-Dirichlet 
(  né  le  i3  février  :8o.j  ). 

Dedekind  (/?.).  —  Sur  les  forines  trilinéaires  binaires  et  la  com- 
posilion  (les  forines  qiiadraliques  bin, lires.  (3-34). 

Dans  ses  Disquisitiones  Arithmeticœ  (art.  235),  Gauss  a  étudié  d'une  ma- 
nière générale  la  transformation,  au  moyen  d'une  substitution  linéaire,  d'une 
forme  quadratiiiue  binaire  en  un  produit  de  deux  autres  formes.  La  solution  du 
problème  général  traité  par  Gauss  peut  êlre  très  simplifiée  si  l'on  remarque 
qu'éliint  donnée  une  substitution  Itilinéaire,  on  peut  lui  en  faire  correspondre 
deux  autres,  ainsi  que  trois  formes  quadrati(|ues,  telles  que  chacune  de  ces 
formes  >oit  transformée  dans  le  produit  des  deux  aulres  par  la  substitution 
biliné.iiic  correspondante. 

1.  L'auteur  considère  d'abord  trois  formes  quadratiques  i)inaires 

définies  par  les  formules 

F^{x^,  y^.)  =  \^x^  -+-  B^x^y^+  G,, y,' 

où  r,  s,  t  désigne  une  permutation  quelcoixjue  des  indices  i,  2,  3  et  où  a^,  cl^^ 
«21  *:i;  ?o»  ?i)  ?j>  ?.i  désignent  huit  constantes  arbitraires. 

Des  calculs  élémentaires  montrent  que  les  trois  formes  F,,  F,,  Fj  ont  même 
discriminant 

L)  =  Bj  —  4A,C,=  B^  —  '^k^C„=  B;-  —  H  A3  G,; 

de  plus,  cliiicune  d'elles  se  transforme  dans  le  produit  des  deux  aulres  par  une 
substitulioii  bilnv-aire  convenable;  en  posant 

^r=  'f'r^.-^i-^   a.-^-J',-^    ^t}%Xt-+-    Por.J't. 

on  obtient  l'idenlilé 

F^{X^,\\)  =  V,{x^,  yj  F^ia:^,  y,). 

Les  trois  substitutions  bilinéaires  correspondant  aux  trois  formes  satisfont 
aux  identités  remarquables 

J>'i  -^1       ^1  ï  1  =  ^^'2-^2      -^2  '  2 ^^  J^3-^3       '^î^ :r 

2,  Soient  maiiilenant 

Bull,  des  Sciences  inaCtem.,  9.'  seiie,  t.  WXIII.  (.Mars  i\,og.)  Ii.3 
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trois  formes  quadratiques  de  discriminant>i  différents  de  zéro  et  cherchons  à  tirer 
avec  Gauss  toutes  les  conclusions  de  riiypoliièse  que  la  forme/,  se  transforme 
dans  le  produit  des  deu\  autres  par  une  substitution  linéaire  convenable;  soit 

X,  =  |J^XoXJ-+■  ^2^2X3^  ^3y-i^3~^   f'oXlJ'î^ 

Y,  =  —  ao'2^5^3—  h^-.ri—  ^72^3—  «ir^ra- 

Si  l'on  forme  alors,  à  l'aide  des  huit  coefficients  a  et  |i,  les  trois  formes  F,,  F^, 
F3,  comme  il  a  été  dit  au  paragraphe  1,  il  existe  trois  conslanles  différentes  de 
zéro  n^,  Oj,  713  telles  qu'on  ait  identiquement 

Fi=«i/n  Fj=/J,/,,  F3=;i3/3. 

L'auteur  montre  comment  on  peut  de  là  déduire  tous  les  résultais  de  Gauss. 

3.  On  peut  retrouver  tout  ce  qui  précède  par  une  autre  méthode,  plus  pro- 
fonde, sans  introduire  explicitement  dans  le  calcul  les  constantes  a  et  |i  et  en 
partant  uniquement  de  la  forme  trilinéaire 

^|Y,— r,Xi=:rjY,-j%X2=a:3Y3  — ^'3X3. 

Dans  cette  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  l'auteur  se  sert  de  la  difTérentia- 
tion  totale,  en  lui  attribuant  une  interprétation  qui  conduit  à  une  notion  ana- 
logue à  celle  de  transformation  infinitésimale  chez  Lie.  Étant  données  n  va- 
riables x^,  x^,  ...,x„,  on  fait  choix  de  n  fonctions  dérivables  (luelconques  de 
ces  variables  qu'on  désigne  par  les  symboles 


La  formule 


dx^,     dx^.     ...,     dx^. 

o'j  =  — -  dx.  -\ dx.,  + . . .  H dx„ 

Ox^  Ox^  ûx 


définit  alors  une  opération  (  l'opération  d)  appliquée  à  une  fonction  arbitraire 
des  n  variables  données.  Cette  opération  est  aussi  nommée  un  vecteur.  On  a  le 
vecteur  zéro,  en  prenant  dx^  =. .  .=  dx„  =  o. 

Après  avoir  défini   le  produit  de  deux  vecteurs,  les  systèmes  réductibles  et 
irréductibles,  l'auteur  introduit  le  vecteur 

{dj,  d^)  =  did^ —  d.,d^  =  —  (rfj,  d^) 

qui  se  déduit  des  deux  vecteurs  d^  et  d^  de  la  même  manière  que  la  trans- 
formation iiifinitésimale  crochet  de  deux   transformations  infinitésimales  don- 


4.  Cela  étant,  l'auteur  part  d'une  forme  trilinéaire  H  de  trois  couples  de  va- 
riables indépendantes 

et  définit  trois  vecteurs  d^,  d^,  d^  par  les  formules 

"■  •   ~  ûx^  ôy^        ày^  ()x^  (  /  -  1 ,  2 ,  o 

qui  donnent  en   particulier 

d,  H  =  o. 
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En  introduisant  les  trois  vecteurs   e,,  e^,  e^  indépendants  de  la  forme  H,  par 
les  formules 

et  en  calculant  {d^,d^,  on  trouve 

où  F,  désigne  une  forme  quadratique  de  x^,  y,  : 


'       àx^  c)v\  ây^  ôx^       ây^  ây,  ôx^  ôx. 

Les  trois  formes  quadratiques  F,,  F.^,  Fj,  qui  ne  sont  autres  que  celles  dont 
il  est  question  au  paragraphe  1,  donnent  naissance  à  une  deuxième  forme  tri- 
linéaire  H',  Vadjointe  de  H,  par  les  formules 

H'=  d,V\  =  d.¥._=d^V^. 
On  a,  de  plus, 

</,,H'=  f/;:F^=.  2F\F,=  2  V,{d^x^,d^y^), 

ce  qui  redonne  le  résultat  fondamental  du  paragraphe  1;  puis 

H'=_4F-^F,F,=  D,H=, 

ce  qui  redonne  l'égalité  des  discriminants  D^  des  trois  formes  F^  : 

D  =  D,=  0,=  D,. 

5.  En  opérant  sur  la  forme  adjointe  H'  comme  on  a  opéré  sur  la  forme  H, 
ou  définit  trois  nouveaux  vecteurs  : 

_    (H    dW         d's    dn' 
ôx,  ôy^        dy,  dx^ 
d'où  l'on  déduit 

<r/;  H'  =  0,         d, H  =  —  f/^  H'  =  —  i  F,  F,. 

Les  trois  vecteurs  d^,  d',,  e^  forment  un  système  réductible  et  l'on  a  l'iden- 
tité 

—  Wd^-h  Hd'r-t-  2F.F,e^=  o, 

d'où  l'on  déduit  en  particulier 

d\  F,  =  d:,  F,  =  d'^F^-DU. 
On  a  en  outre 

(d;,  d'/)  =—  D  F,(e,— ej  =—  D(<r/^,  d,). 

La  forme  adjointe  de  H'  est  —  D-H,  c'est-à-dire  la  forme  primitive  H  mul- 
tipliée par  —  D-. 

Les  formes  H  et  H    foimcnt  la  base  d'un  faisceau  de  formes  trilinéaires 

U"=  Up-+-  H'q; 
de  chaque  forme  H  "  de  ce  faisceau  on  peut  déduire  trois  vecteurs  d'..  de  la  même 
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manière  qu'on  a  déduit  les  vecteurs  d^  de  la  forme  H.  On  a 

(i;  II  =  —  2  F,  F,  q,         d",W=i  V\  F,  7,         (/;  F^  =  H  >  4-  DH  7, 
( d",.,  d", )  =  m{d^,  d,)         {m  —  p-  —  D 7- ) . 

Enliii  la  l'uniic  adjointe  fie   H"  est 

H"'=  ni{H'p  -+-  DH7). 

En   introduisant  encore  trois  nouveaux  vecteurs  5^  délinis  parles  formules 

5   a  -   i?.  ^  _  il  î^ 

on  a 

o,.F^=o,         c,.II  =— rf,  F,.  =  — II',         5,.H'=  — rf;.F,.  =  — 1)H. 

fi.   Chacune  des  d(?ux  formes  Irilinéiiires 

U  =  -^(H'+H  vÛ),         V  =  ^(H'— Hy/ÏÏ), 

dont  le  produit  est 

UV  =  F,I-\F3, 

est  un  produit  de  trois  facteurs  linéaire-^.  En   posant 

on  a 

\}  =  L\^W,         V  =  .M;x,a,;A„         F^  =  A,'X^;jl,., 

où  L,  .M,  Ap  A,,  A,  sont  des  coii«laiilcs  liées  par  la  relation 

LM  =  A,  A,  A3. 


On  a 


c/^U  =  d,.\  =  l%F,=  A^r/^).^rf^ix,., 
A,. d^ )v  =  i^'  IJ-,  !-i, .         K d,  V-r  =  T- ^,  \  ; 


ces  dernières  formules  monli'ent  commenl  ic>  deux  facleurs  de  la  forme  I'\soiil 
transformés  lorsque  celte  foi-me  se  <  liange  p.ir  la  snljsiiuition  linéaire  d^.  d.ms 
If  produit  l"  F,. 

7.  Le  iLscriminant  D  des  trois  formes  I",,  I'...  I'.  c-t  une  fonciiou  liouioi:èno 
du  quatrième  degré  des  huit  cocfllcients  a,  |j  de  la  f.irme  II.  On  a  d'ailleurs,  (jik  I 
(|iic  Sf>i(   l'indice  /', 


1  '^ 

2  OT.: 


en  désignant  p;ii'  y.'-,  ^^    les  coefdcicnts  de  la  forme  adjointe  H. 

Cela    permet    de    délinir,  par  rapjiort    aux    \\   variables  a,,  P,  -p^,  }%.  un  vec- 
Icui'  c  par  les  formules 

oa,.  =  a|-,         2ji,=  |3j,         c,x^=  iy^=  o, 
on  encore 

(a,  pi 
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Ce  nouveau  vccleur  satisfait  aux  relations 

SH  =  H',         6H'=cHI  =  DH,        SF,=  o,         ÔD  =  o, 

{o,d^)  =  d;,         (0,0  =  Df/^,         (S,  ej  =  (5,  oj  =  o. 

IVeber  (//.).  —  Sur  Jes  nombres  |)iemi<MS  complexes  qui  a]i['ar- 
tieiHieiil  à  une  forme  linéaire.  (  oà-Ga). 

On  sait  comment  Dedckintl  a  siniplifié  la  démonstration  du  tliénrènie  de  Di- 
riclilel  d'api'ès  lequel  il  existe  une  infinité  de  nombres  premiers  appartenant  à 
une  forme  linéaire  (progression  arillimélique)  donnée,  en  substitu.mt  à  la  con- 
sidéraliiin  du  nombre  des  classes  des  formes  quadratiques  celle  du  nombre  des 
classes  des  corps  algébriques  de  la  division  du  cercle.  La  démonstration  du 
théorème  généralisé  par  Dirichlet  relatif  aux  nombres  premiers  complexes  peut, 
elle  aussi,  se  simplifier  par  la  considération  du  nombre  des  classes  des  corps 
algébriques  delà  division  lenunscalique;  c'est  ce  que  l'auteur  expose  dans  le 
présent  Mémoire;  d'ailleurs,  cette  démonstration  nouvelle  se  rattache  à  une 
théorie  plus  générale  développée  dans  trois  Mémoires  des  Mathematische  An- 
Tialen  (t.  XLVIII,  XLIX  et  L)  et  qui  soni  relatifs  à  la  distribution  des  nombres 
j)rcmicrs  idéaux  dans  certains  groupes  de  nombres. 

I.  L'auteur  désigne  par  J  !••  corps  de  Gauss  obtenu  par  radjnnction  du 
nombre  /=  \  — i  au  corps  des  nombres  rationnels.  Les  nombres  en  lieis  de  J  sont 
de  la  forme  x  -h yi  où  a;  et  jv'  désignent  deux  nombres  entiers  réels  quelconques; 
la  norme  de  x -\- yi  est  x''-\-y'-.  Deux  nombres  entiers  de  J  sont  dit  associés  si 
l'un  d'eux  est  le  produit  de  l'autre  par  l'une  des  quatre  unités  ±r  i,  ±  i.  Les 
uombres  premiers  du  corps  J  sont  :  1°  les  nombres  premiers  réels  de  la  forme 
4m -H  3;  2°  les  nombres  imaginaires  dont  la  norme  est  un  nombre  premier  na- 
turel de  la  forme  4"^  +i- 

Si  [1  est  un  nombre  entier  du  corps  J,  on  peut  partager  l'ensemble  des  n()mi)res 
entiers  premiers  avec  ;j.  en  un  certain  nombre  /t  de  classes  A,,  A^,  ....A,,;  deux 
nombres  entiers  de  J  appartiennent  ou  non  à  la  même  classe  suivant  que  l'un 
d'eux  est  congru  ou  non  à  un  associé  de  l'autre  (modp.).  La  classe  princi- 
pale A,  est  formée  des  nomljres  entiers  congrus  à  l'une  des  unités. 

i^es  h  classes  A  forment  un  groupe  abélien;  on  a 

A.A^=A, 

si  le   produit  de  deux  nombres  entiers  appartenant  aux  classes  A,  et  A^  appar;ient 
à  la  classe  A,.  A  ce  groupe  abélien  sont  attachés  h  caractères 

7.1  •     'Z.-     •••1     Z;,'> 
si  /,  est  le  caractère  principal,  on  a 

-/.,('^,)  =  '- 
Le  théorème  à  déniotitrer  est   ie  suivant  : 

Si  a  esr  un  nombre  entier  complexe  premier  avec  a,  il  existe  une  infinité 
de  nombres  premiers  de  ,)  de  la  forme  a;  -(-  a,  où  \  parcourt  l'ensemble  des 
nombres  entiers  de  J. 
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Après  avoir  recherché  dans  quel  cas  la  forme  ji;  -f-  a  peut  représenter  une 
infinité  de  nombres  premiers  ree/s  de  J,  l'auteur  s'occupe  des  nombres  premiers 
imaginaires  appartenant  à  cette  forme. 

Il  considère  pour  cela,  avec  Dirichlet,  h  séries 

q,{s),     Q,(5),     ...,     Q,,(s) 
correspondant  chacune  à  un  des  h  caractères  du  groupe  des  A.  On  a 


^■<"=2r*f^  =  ll^ 


la  somme  1  est  étendue  à  tous  les  nombres  entiers  a  premiers  avec  ;j.,  mais  en 
ne  conservant  cependant  qu'un  seul  nombre  de  chaque  groupe  de  quatre 
nombres  associés;  le  produit  II  est  étendu  à  tous  les  nombres  premiers  p  du 
corps  J  qui  n'entrent  pas  dansa,  avec  la  même  restriction  relative  aux  nombres 
premiers  associés. 

Les  h  séries  Q,(s)  sont  uniformément  convergentes  pour  .s  >  i  ;  quand  s  tend 
vers  I,  les  séries 

tendent  vers  des  limites  finies  ;  quant  à  la  série  0,  (  s  ).  elle  devient  infinie,  mais 
de  manière  qu'on  ait 

lim(s-i)Q,(5)  '■'' 


>  (  tj.  ) 


On   déduit  facilement  des  expressions  des  Q,(5)  en  produits  infinis   la  for- 
mule 


h  jJd,'-'  ox.v    /       ,^(Np)'         2--(.Np-j--         o-^(Np-i)-- 

la  première  somme  du  second  membre  étant  étendue  aux  nombres  premiers  qui 
appartiennent  à  la  classe  A,  la  seconde  aux  nombres  premiers  dont  le  carré 
appartient  à  A,  et  ainsi  de  suite.  Lorsque  5  tend  vers  i,  le  second  membre,  d'où 
l'on  a  supprimé  la  première  somme,  tend  vers  une  limite  finie;  quant  à  la  pre- 
mière somme,  elle  peut  se  décomposer  en  deux  :  l'une  relative  aux  nombres  pre- 
miers p  réels,  l'autre  relative  aux  nombres  premiers  p  imaginaires;  la  première 
partie  tend  aussi  vers  une  limite  finie  quand  s  tend  vers  i.  Si  donc  le  premier 
membre  augmente  indéfiniment  quand  s  tend  vers  i,  c'est  qu'il  existe  une  infinité 
de  nombres  premiers  imaginaires  appartenant  à  la  classe  .\  :  c'est  précisément 
le  théorème  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Tout  revient  donc  à  démontrer  que  le  premier  membre  ne  reste  pas  fini  quand 
s  tend  vers  i;  comme  Qi(s)  devient  infini,  et  non  Q^fs).  ...,  Q^(s),  il  suffit 
de  démontrer  que  les  séries  Q^Cs),  ...,  Q/, (f)  tendent  vers  des  limites  diffé- 
rentes de  zéro  quand  s  tend  vers  i,  ou  encore  que  le  produit 

(5-i)Q,(s)Q,(5)...0,,(s) 

tend  vers  une  limite  différente  de  zéro.  Or,  si  l'on  fait  abstr.iction  d'un  facteur 
qui  tend  manifestement  vers  une  limite  différente  de  zéro,  ce  produit  est  égal 
à  (s  —  OP*",  où  l'on  a  posé 
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le  produit  étant  étendu  à  tous  les  nombres  premiers  imaginaires  congrus  à  i 
(  mod  a). 

L'auteur  ramène  cette  démonstration  à  celle  de  l'existence  d'un  corps  K  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes  : 

1°  Le  corps  K  contient  le  corps  J  et  le  degré  relatif  n  de  K  par  rapport  à  J 
est  inférieur  ou  égal  à  h. 

1°  Tout  nombre  premier  imaginaire  de  J  qui  est  congru  a  i  (mod  a)  est  dé- 
composable,  dans  le  corps  K,  en  facteurs  premiers  tous  du  premier  degré  (c'est- 
à-dire  dont  la  norme,  prise   dans  le  corps  K,  est  un  nombre  premier  naturel). 

3'  Tout  nombre  premier  réel  de  J  et  tout  nombre  premier  imaginaire  de  J 
qui  appartient  par  rapport  à  ij.  à  un  exposant  supérieur  à  i  sont  décomposables, 
dans  le  corps  K,  en  facteurs  prentiiers  tous  de  degré  supérieur  à  i. 

4°  Peuvent  faire  exception  aux  conditions  2°  et  3°  un  nombre  fini  de  nombres 
premiers  du  corps  J. 

Les  hypothèses  précédentes,  jointes  à  un  théorème  relatif  aux  nonibres  pre- 
miers idéaux  du  premier  groupe  d'un  corps  quelconque,  montrent  que  le  pro- 
duit (s — i)P"  tend  vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro.  Comme 
(5  —  i)P''  tend  vers  une  limite  finie,  il  faut  que  «  =  /t;  on  a  donc  /i  =  h  et  le 
théorème  est  démontré.  On  voit  de  plus  que  le  degré  relatif  du  corps  Iv  par 
rapport  au  corps  J  est  exactement  h. 

IL  On  arrive  à  un  corps  K  satisfaisant  aux  conditions  voulues  en  partant  des 
fonctions  lemniscatiques,  c'est-à-dire  des   fonctions  elliptiques  pour  lesquelles 

le  rapport  -— -  des  périodes  est  égal  à  i -+-«';  le  module  A-  est  égal  à  — i.  En 
posant 

la  fonction  t(u)  admet  pour  zéros  et  pour  périodes  les  nombres  entiers  du 
corps  J  ;  de  plus,  elle  prend  la  même  valeur  pour  deux  nombres  w  et  w'  tels  que  w 
diffère  de  l'un  des  associés  de  oj'  d'un  nombre  entier  complexe. 

Si  oj  est  un  nombre  complexe  fractionnaire  irréductible  de  dénominateur  [x, 

le  nombre  t(oj)  si  u.  est  de  nonne  impaire,  le  nombre  —, — -  si  ix  est  de   norme 

'  !j(Cl>  ) 

paire,  est  un  nombre  algébrique  entier.  Les  h  valeurs  distinctes  qu'on  obtient 

en  donnant  au   numérateur  de  oj  toutes  les  valeurs  possibles  sont  racines  d'une 

équation   algébrique  entière  de  degré  h,  dont  les  coefficients  appartiennent  au 

corps  J.   Cette  équation  est  une  équation  abélienne  ;  ses  h  racines  a,,  a^i  •••) 

a,,  appartiennent    donc  à    un  corps   abélien  K^  qui  contient  J  et  dont  le  degré 

relatif  par  rapport  à  J  est  un  nombre  n  ^  h. 

On  sait  que  pour  qu'un  nombre  premier  idéal  p  d'un  corps  algébrique  K  soit 

du  premier  degré,  c'est-à-dire  pour   que  Nj(p)  soit  égal  à  un  nombre  premier 

naturel  p,  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  chaque  nombre  entier  oj  du  corps  K,  on 

ait  la  congruence 

(ij/'=  u         (  mod  p  ). 

Cela  étant,  si  ^  est  un  nombre  premier  réel  du  corps  J,  la  congruence  précédente 
n'est  sûrement  pas  vériliée  pour  to  ^  t,  et  par  suite  q  est  décomposable,  dans 
le  corps  K,  en  facteurs  premiers  tous  de  degré  supérieur  à  i. 

Soit  maintenant  v  un  nombre  premier  imaginaire  du  corps  J;  l'auteur  dé- 
montre la  congruence 

ff  (  V  w)  =  ff  (  i<)^^"'i         (modv). 
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Soit  p  un  fadeur   premier  du  nonibre  v    supposé  décomposé  dans  le   corps  K,^ 

el  SHiiposons  que  ce  ne  soit  pas  l'un  di-s  facteurs  |)remirrs  (en  nombre  limité) 

qui  entrent  dans  le  discriminant  de  l'équation  de  d'egré  h  dont  les  racines  sont  t,. 

a 
(7„,    ...,   a,.   Dans    la    dernière    coneruence    écrite,    donnons   à    ii  la    v;ilctir  —, 

[A 

a,  étant  un  entier   de   la   classe  A.;  alors  vu  est  de  la  forme     *■  >  a,   appartenant 

à  une  certaine  classe  A^.  Les  indices  i  el  A'  sont  égaux  ou  non,  suivant  que  v 
appartient,  par  rapport  à  |x,  à  un  exposant  égal  à  i   ou  plus   grand  que  i.  Dans 

tous  les  cas.  on  a,  en  désignant  \r,\v  0,  le  nombie  entier  7,  ou  -  (suivant  la 
parité  de  a), 

0,H=0;.'         (modlJ)  [/,  =  N(v)]. 

Si  V  appartient  à  un  exposant  plus  grand  que  i,  on  n'a  pas 

0^;  =  0,  (moiljj) 

et  le  facteur  prcmici-  p  n'i-sl  |ias  du  premier  degré.  Si  au  contraire  v  appartient 
à  l'exposant  i,  cette  congi  uence  est  vérifiée  et  l'on  en  déduit  facilement  qu'elle 
est  également  vérifiée  pour  tout  membre  entier  du  corps  K  ,  c'est-à-dire  que  p 
est  du  premier  degré. 

L*e  corps  K  jouit  donc  cflectivcment  de  toutes  les  propriétés  voulues,  et  l'on 
voit  lie  plus  que  son  degré  par  rapport  à  J  est  li. 

Hilbert  [Daçid).  —  Sur  le  principe  de  Ditichlel.  (63  (j'j). 

I^e  principe  de  Diriclilct  est  relui  par  lequel  cet  illustre  géomètre  a  cru  dé- 
montrer l'existence  d'une  ffinction  potentielle /(a;, jk )  définie  à  l'intérieur  et 
sur  le  contour  d'une  aire  donnée  et  prenant  sur  le  contour  une  succession  donnée 
de  valeurs.  Il  repose  sur  la  considération  de  la  fonction  _/(  j:,  y)  qui  lend  nii- 
nima  l'intégrale 

étendue  à  cette  aire.  Ce  principe  n'est  pas  rigoureux,  car  l'exisiciice  du  inini- 
muni  de  l'intégrale  n'est  pas  certaine. 

L'auteui'  pense  qu'on  peut  modifier  l'énoncé  du  principe  de  manière  à  le  rendre 
lig'iureux  sans  diminuer  son  caractère  intuitif.  1!  le  formule  de  la  manière  sui- 
vant e  : 

Tout  problème  régulier  du  calcul  de^  variations  admet  une  soiuiinn.  pourvu 
que  des  hypothèses  sufllsanimcnl  restrictives  aient  été  faites  sur  la  nature  des 
conditions  aux  limites  données  et  que  le  mot  solittion  ait  reçu  un  sens  suffi- 
samment précis. 

Il  indique  l'application  de  ce  principe  à  deux  exeni|iies,  celui  de  la  ligne  la 
plus  courte  tracée  sur  une  surface,  entre  deux  points  de  cette  surface,  el  celui 
de  la  fonction  potentielle  définie  rl.ins  une  aire  par  les  valeurs  données  sur  le 
contour.  Dans  les  deux  cas,  la  solution  du  problème  ne  dépend  que  d  une  inll- 
niié  dénombrabic  d'éléments  (la  ligne  est  connue  lorsqu'on  en  runnail  une 
inlinilé  déiKimbrable  de  points;  la  fonction,  lorsqu'on  connaît  ses  valeurs  pour 
le>  i>oints  tle  coordonnées  rationnelles  ).  On  détermine  successivemenl  chacun 
de  ces  éléments  par  des  considérations  de  limite. 
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Celle  incllnide  est  iniinifcstemeiU  siiscc[ililjlc  de  s'éleiidic  à  des  problèmes 
très  génériiux  de  la  iliéurie  des  surfaces  et  de  la  Physique  nialhémuliquc. 

Hensel  (A.).   —  Sur  les  invaiianls  qui  appailieiiiieiil   à   mi  cur|i> 
algébrique.  ((38-85). 

La  lln'oiic,  tltJNcloppée  dans  deux  Mémoires  précédenls  du  même  Journal 
(t.  CXXVII,  p.  5i-82,  el  t.  CXXVIII,  p.  i-3a).des  équalions  algébriques  dans  le 
domaine  d'un  nombre  premier /?  permel  de  généraliser  la  lliéorie  des  nouibre> 
idéaux  el  celle  des  unilés  de  Dirichlel  el  même  de  regarder  ces  deux  llicories 
comme  des  cas  parliculicrs  d'une  même  théorie  plus  générale.  Dans  le  présinl 
Mémoire  l'auleur  se  contente  de  l'appliquer  à  la  généralisai  ion  d'un  théorènn- 
élémentaire  qui  se  pré>enle  dans  la  théorie  des  unités  de  Dirirhld. 

1.  Si  f  ^x)  =  o  est  une  équation  irréductible  quelconque  à  coeflicienls  entiers 
de  degré  /!,  K(j7)  un  des  n  corps  conjugués  qu'elle  détermine  et  D  le  discri- 
minant d'une  h.ise  quelconque  de  ce  corps,  on  sait  que  le  discriminant  de  touti- 
aulic  base  ne  dilVére  de  D  que  par  un  f.icleur  carré  parfait.  Par  suite,  si  p  est  un 
nombre  premier  donné  et  si  p^  est  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  entre  dans  D, 
la  parité  de  o  est  bien  déleritiinée,  et,  de  plus.  (|uelle  que  suit  la  base  du  corps  K, 

,....,  D'  .  ,  , 

la  partie  priiniiive  L)„=:  —  est  toujours  reste  ou  non-reste  quadratique  de />. 

Au  Corps  \\{x)  sont  donc  attachés  deux   invariants   numériques,    le   rcs;c  i!r 

la  division  île  6  par  2  et  la  valeur  de  (  — - 

\  P 

La  déterminai  iun  de  ces  deux  invariants  a  été  laite  par  Stickeiberger  et  Vo- 
ronoï  dans  le  cas  particulier  où  p  n'entre  pas  dans  le  discriminanl  du  corps  K  ; 
mais  elle  présenie  de  très  grandes  difficultés  dans  le  cas  généial  si  l'on  ne  fait 
appel  qn"à  la  théorie  classique  des  nombres  idéaux.  L'auteur  eu  indique  la  solu- 
tion C0Mi[)léle. 

Si  d'abord  f{x)  se  décompose,  rlans  le  domaine  de  p,  en  h  facteurs  irréduc- 
tibles, au  discriminant  de  chacun  desquels  correspondent  un  exposant  5,  et  une 
partie  primitive  D^^  on  a 

// 

ô  ^  ^  6,         (  mod  2  ), 

/=  1 

h 

i)„'\      ri  /D',;'-' 


p 


wm 


Si  l'équation  y(j:)  est  irréductible  dans  le  domaine  dey/,  elle  admet  «  racines 
x^^  X.,.  ...,  ,r„,  développables  suivant  des  séries  de  puissances  entières  ou  frac- 
lioniiaircs  de  p.  Si  p  n'entr.-  pas  dans  le  discriminant  de  l'équation,  ces  racines 
procèdeni  suivant  les  puissances  entières  de />.  Sinon  yy  c^l  dit  un  nombre  de 
rami/ication  du  corps  K{x)\  chaque  racine  est  développaliie  Miivanl  les  puis- 
sances entières  d'un  certain  nombre  —,  qui  est  une  racine  e"'""  île  //,  où  e  dé>igne 
un  divi>cur  de  /;.  Les  coefficicnls   du    développcmeiil   sont   d-.-s   nonibies   entiers 

algéluiques  léduits   (miululcy/)   d'un   certain  corps   K(s)   de  degré  f=  -•    Le 

nombre  î  est  une  des  f  racines  conjuguées  d'une  équation  de  degré  /  irréductible 
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dans  le  domaine  àe  p, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  du  corps  rationnel  K(/>,  i)  et  dont 

le  premier  membre  est   un  des   facteurs  irréductibles  de  degré  /  de  la   fonc- 

f 
tion  sP'  —  s.  Les/  racines 

de  réqualiun  (i)  sont  égales  aux  puissances 

£,     £P,     £P%     ...,     eP^-'; 

l'équation  (i)  est  donc  abélienne. 

Le  nombre  tî  est  en  général  donné  par  une  équation  binôme 

.1/  (  t:  )=■!:■■+(—  I  )»/>  Y„  =  o, 

où  y„  est   un   nombre   non   divisible  par  p  du  corps    K(s).    II    y    a   exception 
lorsque  e  est  divisible  par/>;  dans  ce  cas  x  est  donné  par  une  équation 

4-(7t)  =  T.'  —  py^_,T.'-'  -+-  py^_^_T.'^--  — . .  .-h  {—iypyg=  o, 

où  les  Y;  sont  des  nombres  entiers  du  corps  K  (s),  y,,  n'étant  pas  divisible  par  p. 
Pour  former  un  des  discriminants  du  corps  K{x),  on  peut  considérer  l'équa- 
tion qui  admet  pour  racines  les  n  valeurs  de 

5  =  c  +  -ir 
et  l'on  trouve 

\ 


D(?)  =  D(er^Nj(-i)      2      NJ^'(ii)]i+..., 

les  termes  non  écrits  contenant  p  avec  un  exposant  supérieur  à  celui  qui  est 
relatif  au  terme  écrit.  On  peut  aussi  former  directement  le  discriminant  de 
K{x)  en  prenant  pour  base  les  n  nombres 

I,     £,     ...,     £■'"',     iT,     T^E,     ...,     ~t''~\     ...,     t:''~\     it^-'e,     ...,     tC'-'e'"', 

et  l'on  trouve 

^  g(f-n  ) 

D[K(a7)]  =  D(0''Nj(-i)      2      NJ.f(x)]^. 
Dans  le  cas  général,  si  Von  ordonne 

4-'  (  t:  )  =  e  -^-'  —{e-i)py,._,-'-''...±pf, 
suivant  les  puissances  de  t.,  on  trouve 

•yi.-!^)  =  c-_,-'-'  +  cj-"-t-... 

et  l'on  a,  lorsque  e  n'ai  pas  divisible  par  p, 

e  ^  e,        c-_j  =  e. 
Le  calcul  de  D[K(j;)]  donne  alors 
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où  l'on  a  posé 


On  a  donc 

ô=/(ë-i), 


(L.)  =  (i^V[ïiil^]. 


2.  Si  p  n'est  pas  un  nombre  de  ramification  du  corps  K(:r),  on  a 
e  =  i,        f  =  n.         ô  =  o,         D|,=  D(£). 


D„ 


Or  1  — •]  est  égal  à  + 1  et  à  —  i  suivant  que  /D(T)  est  rationnel  ou  non  dans 

\  /* 
le  domaine  de  /?,  c'est-à-dire  suivant  qu'il  conserve  ou  non  sa  valeur  par  une 

permutation  circulaire  des  racines  z,  s,,  ...,  î     ,;  on  a  donc 

^•)  =  (-."-. 

Si/(x)  est  décomposable  en  un  pro  luit  de  h  facteurs  irréductibles   dans  le 
domaine  de  p,  on  a 

^■)— >-■ 

Ces  formules  s'appliquent  même  si  p  est  égal  à  2,  à  condition  de  poser 

D  - 1  I»  —  1 


°'     ■■  =(-.)• 


3.  Supposons  maintenant  que/>  soit  un  nombre  de  ramifications  du  corps  \\{x)^ 
l'ordre  e  de  ramification  n'étant  pas  divisible  par/?.  En  désignant  par  la  nota- 

tion  ^     le  plus  petit  reste  (égul  à  -1-  i  ou  à  —  i)  de  la  division  de  y    2      par  /?, 
on  a 

i  eie  —  \) 

D  \  \y  )  .        (— i)     2      e'y"-'  ' 

5oU(_.)=(/-))^^=.(-,)<'-'))^-i^— ^^. 


On  a  alors 
I.  e  pair  : 


11°.  e  impair,  y  pair 


IP.  e  impair,  /impair 


ô  B=/        (mod  2  ), 

i  -      / 


p  I       ^        p 
6  H^  o         (  mod  2  ), 

(£=)=-,. 

\  P  J 

ô  =  o         (mod  2  ), 
e  —  \ 


^iY- 


SlM'.oM)!'     l'AiniK. 

Enfin  le  cas  général  se  résout  d'une  iiiiùiiére  analogue. 
I".  e  pair,  e  impair  : 

0  =  0         (  mod  2  ), 


V'.  e  pair,  e  pair 


e  impair,  e  impair 


";:  =  <-)  ' 


Cl  E^  f        (  mod -2), 

ni/>— 1. 

p)    ^    ^        ip^ 


0  =  0         (mod2), 


e  impair,  e  pair 


S  =  _/        (mod  2). 


//-A 


MiiimanoffiD.)  el  Hensel^K.).  —  Sur  la  relation  /  —  )  =  (— 0 

cl  la  loi  (le  réciprocilé.  (86-8-). 

Dans  une  lettre  à  M.  K.  Ilensel,  M.  D.  MirimanofT  démonli  c  la  loi  lie  r(''iipiM- 

cilé  de  L(  gendre  comme  conséquence  de  la  relation  /  —  \  =  ( — i)"   ''  (léinonlrce 

finns  le  ii"  2  du  Mémoire  précédent.  Dans  une  lettre  à  M.  D.  Miriiium'ill,  M.  K. 
Heiisel  étend  cet^e  démonstration  au  théorème  siippléinentairc  lelaiil'  ^u  nonilur 
premier  i. 

Poincaré  {H .).  —  Sur  les  invai-iaiils  ai-iiliint'lif|iic>    ('8i)-i5o). 

I.  Ce  .Mémoire  se  rapporte  à  de  nombreuses  catégories  de  fimctions,  les  fonc- 
tions luclisiennes,  les  fonctions  abéliennes,  les  fonctions  e'Iipliques  et  d'autres 
fonctions  qui  leur  sont  plus  ou  moins  apparentées;  elles  jouissent  de  propriétés 
ai  illimét.iques  analogues  aux  séries  infinies  introduiti^s  par  l.ejeune-Diriclilet  el 
qui  ont  servi  à  ce  géomètre  pour  déterminer  le  mmilire  fies  classes  des  formes 
quadratiques  d'un  déleiiiiinanl  donné. 

"2.  Iinariants  des  for  mes  linéaires.  —  Une  forme  linéaire 

ax  -{-  b}\ 

où  (i  et  b  sont  dans  un  rapport  imaginaire,  possède  des  invariants  arithmé- 
tiques :  ce  sont  des  fonctions  uniformes  des  deux  coefficients  qui  ne  changent 
pas  quand  on  remplace  la  forme  linéaire  par  sa  transformée  par  une  substitu- 
tion linéaire  quelconque  à  coefficients  entiers.  L'exemple  le  |)lu^  simple  est 
fourni  par  la  série  suivante,  absolument  convergente  pour  A' >  2, 

•p -V \ , 
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où  m  et  II  peuvent  prendre  tous  les  sy^tcnies  de  valeurs  entières  possibles, 
à  l'exception  du  système  m  =  o,  «  =  o.  Si  l'on  considère  les  fonctions  ellip- 
tiques de  ^Yeierslrass  obtenues  en  prenant 


j  (ij  ^  rt,         2  w'  =  6, 


*4-ô4h'  *6  = 


3.4.3  *       4-^-7  '^       lioo.à.-j 

Plus  généralement,  toute  fonction  uniforme  ■j{a,b)  satisfaisant  à  la  relation 
■■s(a,  b)  =  9(  an  ^  '^b.fa  +  ob), 
où  a,  jî,  y,  5  sont  des  entiers  quelconques,  tels  que 


est  un  invariant  iiritbnièlique ;  c'est  une  fonction  uniforme  de  g-,  et  g^. 

Si  '■?(«,  b)  est  une  fonction  homogène  de  degré  — A',  la  fonction  9(2,  i)  est 
une  fonction  thètafuchsienne  correspondant  au  groupe  fuchsien  particulier  qui 
engendre  les  fomtions  modulaires.  On  a  en  effet 


On   sait  que  certaines  fonctions  tliétafuclisiennes  peuvent   être   représentées 
par  des  séries  thèiafuchsicnnes  de  la  forme 


6(2)  =^^{^z-hù)--^H(^^-^,  1), 


où  W{x,y')  désigne  une  fonction  rationnelle  homogène  d'ordre  ~ik  satisfai- 
sant à  certaines  conililions. 

La  fonction  thètafuchsienne  *;(■=,  0  n'est  pas  représentable  par  une  série 
thètafnchsiennne.  Cependant,  si  l'on  considère  la  série  tlictafuchsienne  engendrée 
par  la  fonction  rationnelle 

\\{x,y)  = 


[x-ly] 


oii  le  nombre  imaginaire  ';  terni  vers  zéro,  par  exemple  de  manière  que  sa 
partie  imaginaire  soit  positive,  on  trouve,  comme  partie  principale,  à  un  fac- 
teur près  ne  dépendant  pas  de  z,  la  série 


(jui  conduit  à  l'invariant  arillimétique  nouveau 


a.^'^ 


jLà  {7.a^  Ib)' 


0.11  —  '^  h 


On  peut  de  même,  en  partant  d'une  fonction  \\{x,y)  un  peu  plus  compliquée 
cl  par  des  passages  à  la  limite,  arriver  à  l'invariant 

V l , 

^=ji  (  aa  -t-  |i^  )-^ 
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où  a  et  p  sont  premiers  entre  eux  et  qui   ne  diffère  de  *,;  que   par   le  facteur 

V      ' 

constant    >    — rr- 

Ainsi  donc  l'invariant  «t^j,  s'il  n'est  pas  représentable  par  une  série  ihcla- 
fuchsienne,  peut  néanmoins  être  regardé  comme  une  dégénérescence  d'une  telle 
série. 

3.  ftelations  avec  les  fonctions  fuchsiennes.  —  On  sait  qu'à  tout  groupe 
fuchsien  de  genre  zéro,  on  peut  faire  correspondre  une  fonction  fuchsienne  par- 
ticulière x{z),  telle  que  toute  fonction  tliètafuclisienne  de  z  soit  de  la  forme 

m-' 

X  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x.   Dans  le  cas  particulier  du   groupe 
modulaire  on  peut  prendre 


Outre  les  séries  thêtafuchsicnnes  l'auteur,  dans  son  Mémoire  fondamental  des 
Acta  mothematica  (t.  I).  a  considéré  des  fonctions  A(  ^  )  définies  dans  le  cas 
particulier  qui  nous  intéresse  par  la  formule 

,,    ^       l  dxY^' x'-{x  —  i)\  .^  ^     . 

dans   cette  formule  R(^)  est  une  fonction  rationnelle  où  le  dénominateur  est  de 

degré    au    moins   égal    au    numérateur   et    ne  contient   aucun    des  facteurs   x 

et  X  —  I  ;  F  (  ar  )  est  un  polynôme  de  degré  p  ;  les  entiers  "k,  >>,  et  p  sont  de  plus 

...  .      ,      ,        .         h    ih     h  ■       r  ■ 

les  valeurs  à  une  unité  près  par  excès  des  fractions  —,  -s-,  — >   exception  faite 

pour 

/t  =  6«  +  5, 
auquel  cas  on  a 


Les  fonctions  thêtafuchsiennes  de  première  espèce,  c'est-à-dire  qui  restent 
toujours  finies,  sont  de  la  forme 

«,    ,        /dx\''^'_F{x)__ 

où    F(:r)    est    un    polynôme  de  degré  p — 2,   les  entiers  >>,  >>,  et  p  ayant   les 
mêmes  significations  que  plus  haut. 

Si  l'on  donne  à  h  une  valeur  fixée  une  fois  pour  toutes,  on  voit  qu'il  existe 
entre  les  résidus  de  A(^)  exactement  autant  de  relations  linéaires  qu'il  y  a  de 
fonctions  ihètafuchsiennes  indépendantes  de  première  espèce,  a  savoir  p  —  i. 

La  dérivée  -; — -, —  est  une  fonction  thêtafuchsienne,  mais  la  réciproiiue  n  est 

pas  vraie.    Si   l'on   intègre   a/i  +  i    fois  par  rapport   à   ^  la  fonction  0(-),  on 
obtient  une  fonction  M(Â;)en  général  non  uniforme,  et  jouissant  de  la  propriété 
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suivante  : 

où  P(s)  est  un  polynôme  entier  en  ^  de  degré  2  h. 

Il  y  a  là  une  analogie  remarquable  avec  la  théorie  des  fonctions  abéliennes; 
les  fonctions  0  jouent  le  rôle  des  expressions  algébriques  à  intégrer,  les  fonc- 
tions M  jouent  le  rôle  des  intéi;rales  abéliennes,  les  polynômes  P  le  rôle  des 
périodes.  D'ailleurs,  on  retrouverait  les  intégrales  abéliennes  elles-mêmes  si 
l'on  prenait  A  =  o  et  si  Ton  remplaçait  le  groupe  modulaiie  par  certains 
groupes  fuchsiens  convenablement  choisis. 

Si  h  est  >  o,  on  distingue  parmi  les  fonctions  M  (s)  : 

1°  Les  intégrales  de  première  espèce,  qui  ne  deviennent  jamais  infinies  :  il  y 
en  a/) — i  indépendantes; 

2°  Les  intégrales  de  deuxième  espèce  qui  deviennent  infinies,  mais  n'ont 
d'autres  singularités  que  des  pôles;  il  y  en  a  également  p —  i  indépendantes, 
c'est-à-dire  dont  une  combinaison  linéaire  ne  se  réduit  pas  à  une  fonction  A(s) 
plus  une  intégrale  de  première  espère. 

Quant  aux  périodes  P,  le  nombre  de  leurs  coefficients  arbitraires  est  2/7  —  2, 
double  de  celui  des  intégrales  de  première  espèce. 

On  pourrait  encore  pousser  plus  loin  l'analogie  avec  la  théorie  des  intégrales 
abéliennes. 

On  peut  des  résultats  précédents  conclure  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  ridentité  de  deux  fonctions  thètafuchsiennes ;  c'est  : 

1»  Que  les  infinis  soient  les  mêmes  avec  les  mêmes  résidus; 

2°  Que  les  périodes  soient  les  mêmes. 

4.  /mariants  des  /ormes  quadratiques  définies.  —  Si  Ton  considère  deux 
formes  linéaires  simultanées  ax -^  by  et  a'x-\-b'y,  toute  fonction  uniforme 
des  quatre  coefficients  a,  b,  a',  b'  qui  reste  invariante  quand  les  deux  formes 
subissent  une  même  substitution  linéaire  à  coefficients  entiers  est  un  invariant 
arithmétique.  Si  elle  est  symétrique,  ce  sera  un  invariant  de  la  forme  quadra- 
tique {ax  +  by)  {a  X  -h  b' y  ).  En  particulier,  les  fonctions  uniformes  de  ^  =  v 

et  ^  =  r7  telles  qu  on  ait 


Y  — 


^^^^^^  =  F(.,.'), 


sont  la  généralisation  des  fonctions  fuchsiennes.  Considérons  une  fonction 
rationnelle  H(a,  6,  a',  6')  homogène  de  degré  — !\m  par  rapport  aux  quatre 
variables  a,  6,  a',  b' ;  la  série 

e((7,  6,  a',  6')  =  2H  (  aa  -I-  |i6,  7a  -f-  06,  aa'-i-  ^6',  y«'-^  5f^'). 

si  elle  est  convergente,  est  un  invariant  arithmétique.  La  fonction  Q{a,b,a',b') 
admet  pour  points  singuliers  essentiels  tous  les  points  satisfaisant  à  l'équation 

q[z.,{a  —  z,b),a  —z^b,  z^{a' —  z'^b'),  a' —  z'^b']  =  0, 

où  Q(a,  6,  a',  6' )  désigne  le  dénominateur  de  la  fonction  rationnelle  H,  et 
où  Zj  et  z'^  sont  deux  nombres  réels  quelconques.  En  général,  les  points  singu- 
liers essentiels  forment  des  espaces  lacunaires. 


(8  SECONDI-    l'AIMII-:. 

Si  la  fonction  B  est  un  invariant  de  la  forme  i|iiailratii[ne 
{ax  -J^  by){ax-r-  b'y), 
ré({uation  qui  donne  les  points  sitiifiiliers  essentiels  se  décompose,  et  l'on  ob- 
tient simplement  les  points  par  Ic^qui  N  l'un  des  rapports  t  '^>^  ir?  est  réel.  l)ans 
ce  cas,  la  série  0  représente  quatre  fonctions  différentes  suivant  les  signes  des 
parties  iinagin.-iires  de  -  et  de—-  bn  gênerai,  il  n  existe,  entre  quatre  fonc- 
tions 0  correspondant  à  i|uaLrc  fonctimis  rationnelles  H  pour  lesquelles  ni  a  la 
même  valeur,  aucune  relation  rationnelle  homogène  ideiil  ique,  comme  on  aurait 
pu  s'y  alteiidre  en  généralisant  un  théorème  relatif  aux  séries  Ihètafuchsiennes. 

On  peut  raltaclier  res  invariants  à  certaines  fonctions  apiiarenlécs  aux   fonc- 
tions ellipti(|ues.  Considérons  la  fonction 


'/./■^'•^')  =  y 


(  X  —  mu  —  nb  )i'  {x  —  />i(i  —  iib'  )'l 


où  p  et  q  sont  deux  entiers  po'silifs  dont  hi  somme  est  supérieure  à  2.  Si  7  =  i, 
on  a 

a;'  ^  -a'  ^  ^  ^'  ^  =  V  -/> 

dx      '  ôa  <>b         Mi^{x  —  ma  —  nb)'"^^ 


et  le  second  membre  est  une  fonclioii  elliptique.  Plus  généralement. 


âx' 


(>-'7jF,„r 


Le  produit 


J^x,  x'  )  ri'{x,  a.  b)  ri{x',  a',  b  ), 


où  -r {x,  a.  b)  est  la  fonction  de  \A'eierslra*s  ayant   pour  périodes  a  et  b,   reste 
lini  pour  toutes  les  vabnirs  des  vi]ri.il)U'>  |  sauf  si  Tu:!  des  rapports  jy^  'l''^''ent 

réel  ). 

(i     a'  .         .      .  .         .  , 

Enlm.  ([uand  les  rapports    ,  >  jr  -oiit    imaginaires   conjugues,   on    peut    donner 

dans  l'invariiint 


(  nta  -r-  itb  )'  (  ijui  —  nb  }■ 


à  l'exiio-anl  s  ilcs  valeurs  réelles  entières,  comme  l'a    fait   l»iriclilel,   ce  ([ui   est 

•1  ,       •   .  (I     a  , 

impo-sible  si    bs  r,i|)|ioi !•<       -,  —  sont   quelconques. 

.').  Belalions  avec  les  Jonction-i  abcUennes.  —  l']n  (■liaii;;ea'il   bs   notations  et 

désignant  yiAV 

ax"-  —  2b xy  -f-  cy- 

nuc  fii::i'-  i;i,tdr,i  tiquv;  délinie.  rinvariant  ini'céilent  de  l^cjeiine- Dirichlet  s'écrit 

U.s)^-^ T Z'^ 

j^  (ain- —    \biiiii  -T- cil    ) 

i}iai>  ou  p"iiri;.it  envisager  aii~si  bien  l.i  si  rie  plu>  générale 

il  •;  f  ani-  -h  i  bnin  —  en'  ). 
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«t  en  parliciilier 

P  (  ^ï  )  ;=  ^  qiiiii' -^-2  liDin -\- en' ^ 

•Cet  invarianl,  considéré  d'ailleurs  par  Dirichlet  lui-même,  aurait  pu  lui  servir 
tout  aussi  bien  que  J(*);  on  a  du  reste 

r(s)J(5)=    r"5-'[F(e"^)-i]rf^. 


L'invariant  F ((7)  se  retrouve  en  faisant  x  =  y  =  o  dans  la  fonction  abélienne 

QiX.y)  =  île' '"'v  +  w  r  )^n/H=-i--2 /'«//n-cn-. 

De  même  que  Lejeune-Dirichict  considère  la  manière  dont  se  comporte  3 (s), 
lorsque  s  tend  vers  1,  l'auteur  cherche  comment  se  comporte  F{f/),  lorsque 
q  tend  vers  i.  Si  l'on  pose  q  =  e~^ ,  il  montre,  par  des  considérations  ingé- 
nieuses tirées  de  la  théorie  de  la  propagation  de  la  chaleur,  que  la  fonction  H 
a  pour  valeur  principale 

Et 
•où 

'^  ""  Ë^  ^""^-^  ~  ^^■'"^'~ '*^-^~ '^''^  ^"^  ~  "^""^  "^  ""("^  ~ -^''~)'l' 

E  =:  2  \/ac  —  ù'  ; 
par  conséquent,  en  faisant 

X  =  y  =  0, 

■on  a  sensiblement,  pour  i  très  petit. 

L'auteur  monln-  cominenl  ce  résultiit  permettrait  de  retrouver  de  nombreux 
théorèmes  relatifs  aux  formes  quadratiques.  Il  part,  par  exemple,  de  la  formule 
due  à  Dirichlet, 


iL^g^ 


V 


p. 


où  P  désigne  une  forme  quadratique  à  indéterminées  entières.  Dans  le  premier 
membre,  la  sommation  est  étendue,  d"une  part,  à  toutes  les  formes  proprement 
primitives  de  déterminant 

—  P^P  pi'fiiiifi'  =  k''  +  j)i 

non  équivalentes,  d'autre  part,  à  tous  les  svstèmes  de  valeurs  entières  des  indé- 
terminées qui  ne  rendent  pas  la  forme  P  égale  à  un  entier  divisible  par  2  ou 
par/».  Dans  le  second  membre,  la  sommation  s'étend  à  tous  les  entiers  n  ei  n 
impairs  et  premiers  à  p.  En  faisant  tendre  q  vers  i,  on  arrive  à  la  formule  de 
Lejeune-Dirichlet, 


—  j=i  p  j  II 


•où  h  désigne  le  nombre  des  classes.  On  retrouve  d'une  manière  analogue  l'autre 
niill.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XXXIII.  (.\vril  1909.)  H.  j 
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formule  de  Lejeunc-Dirichlel, 

/i  =  A  —  B, 

A  désignaiil  le  nombre  des  restes  quadratiques  et  B  celui  des  non-restes  compris 

p 
entre  o  et  — 

2 

U.  Imariants  des  formes  quadraliqiies  indéfinies.  —  On  ne  peut  pas,  dans 
le  cas  des  formes  quadratiques  indéfinies,  construire  des  invariants  arithmé- 
tiques qui  soient  des  fonctions  continues  des  coefficients  de  la  forme.  Néan- 
moins, pour  un  déterminant  entier  déterminé  D,  on  peut  construire  encore  des 
invariants  aritlimétiques. 

Si  t  -\-  Il  ^/l)  est  la  plus  petite  solution  de  l'équation  de  Pell, 

x"-  —  D  y-  =  I , 

la  forme  quadratique  anf- ^  "î  bnin  -]- en"- =  V  {ni,n)  admet  la  substitution 
linéaire 

ni  =  {t  —  bu)  m  —  cun^        n'  —  auni  -{-  { t  -\-  bu)  n . 

Si  l'on  regarde  m  et  n  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans 
un  plan,  les  dillérents  couples  de  valeurs  entières  de  ni  et  de  /;  forment  les 
sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes;  les  points  {ni',  n)  sont  aussi  les 
sommets  de  ce  même  réseau  et  la  droite  joignant  l'origine  au  point  {m',  li  )  est 
la  transformée  liomograpliique  de  la  droite  joignant  l'origine  au  point  {ni,n). 
Les  droites  définies  par  l'équation  ani- -^  i  bmn  -\-  cn-=  o  partagent  le  plan  en 
qu<itre  régions  Sl^,  Si.,,  ^^3»  ^^4,  et  deux  droites  transformées  s(jnt  situées  dans  lu 
môme  région.  Soit  o)„  l'angle  limité  par  une  demi-droite  quelconque  OA,,  et  sa 
transformée  par  la  transformation  liomograpliique. 

La  série 

^[l'{ni,n)\, 

étendue  à  tous  les  points  du  réseau  intérieurs  à  w,,,  représente  un  invariant, 
dans  le  cas  où  elle  converge,  9  désignant  une  fonction  uniforme;  on  suppose 
essentiellement  que  les  coefficients  de  F(«i,  n)  sont  entiers.  Dans  ce  cas, 
d'ailleurs,  la  somme  de  la  série  est  indépendante  de  l'angle  w,,  clioisi. 

On  peut  obtenir  certaines  de  ces  séries  en  pariant  des  expressions  (non 
convergentes ) 

U{X.y,   A,  ;J.)  =  s  S,„„  (/""'- +  2 //«;«-!-(■«"- jî7">j>/"^ 

iiii  l'on  a 

£,„„=^-i-i         si         \  ni  -h  [xn^o, 

s,„„  —  —  I         si         A  ni  -h  \xn  <C  o. 
0  (  .r,  y  )  —  Il  (^,  r  ;  o,  i  )  —  II  (  x.  t  ;  au,  t  -h  bu) 


La  série 


est  convergente  et  représente  l'un  des  invariants  définis  plus  haut. 

Les  séries  H   sont  liées  aux  fonctions  elliptiques.  On  a,  en  efl'et,  dans  le  cas 
où  les  entiers  a,  |i,   a,  ;jl  sont  liés  par  la  relation 


i'iilcnlité 


Hix.y;"/.,  <x)~a:'\r?g""-'+-''''?^'''-'-n{xq-^"''-'*''^\yo''^^^^^^        )>,  [i) 
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la  série  du  second  membre  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs   entières   telles 
que  Im  -h  ]>-n  —  o.    Or,  cette  série  n'est  autre,  à  un  facteur  près  de  la  forme 

^-"o  y"o,  qu'une  série  thêta-elliptique  par  rapport  à  la  variable  log — r* 

Plus  généralement,  si  Aa  -+-  ijljî  est  quelconque,  7^  et  [j:  étant  toujours  entiers 
et  premiers  entre  eux,  la  même  différence  s'exprimera  encore  au  moyen  des 
fonctions  thêta-elliptiques. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  en  revenant  à  l'invariant 

Q{x,  y)  =  H{x,y,  o,  i)  —  H{x,y;  au,  t  -+-  bu), 
la  différence 

xq"e{xq-'',yq-')  —  e{x,y), 
ainsi  que  la  différence 

yq'=B{xq-';yq'''^)  —  e{x,y), 

s'expriment  par  les  séries  thêta-elliptiques.   Si 

a  =  c  =  I,        6  >  o, 

on  retrouve  les  fonctions  thêta-elliptiques  ordinaires. 

L'auteur  arrive  à  une  fonction  arithmétique  intéressante  en  donnant,  dans 
6(a7,  jk),  aux  variables  x  et  y  des  valeurs  égales  à  des  racines  p'^'^"  de  l'unité, 
p  étant  un  nombre  premier  donné,  c'est-à-dire  en  posant 

iiTZ  y  1  iTZ 

X  =  e  ''      =  -',        y  =  e  ''      =  si, 
où 

9/7t 

z  =  e~. 
Mais,  pour  arriver  à  des  résultats  intéressants,  il  faut  supposer,  non  plus  que 

t-i-  u  V  T> 
est  la  plus  petite  solution  de  l'équation  de  Pc!!, 

X- —  Dy-  =  1, 

mais  la  plus  petite  solution  telle  qu'on  ait 

^=1,         «f  =H  o         (modp). 

La  fonction  Q{x,y)  est,  dans  des  cas  étendus,  non  identiquement  nulle. 
Si  l'on  fait  subir  à  ni  et  n  une  transformation  linéaire,  en  posant 

«i  =  awi-i-  |i«',         n  = '^m' -h  0  n', 
am--Jr  2bmn  -f-  cn-=  a'  m'--^  2  b'  ni  n  -\-  c'  n-, 

ç  m  -f-  Ti  ra  =  V  m'  -f-  T,'  n  , 
la  fonction 

Q{x,y)  =  Q{a,b,c;\,r,) 

se  change  en  une  fonction 

6  (a',  b',  c-,  ;',  t,'). 
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Ces  deux  fonctions  sont  égales  si  l'on  a 

a^ÔH^i,         p^^Y^io         (motl/>); 

autrement  dit,  S{j:,y)  est  un  invariant  pour  le  sous-groupe  (  Kongruenz- 
gruppe)  du  groupe  de  transformations  linéaires  à  coefficients  entiers  défini 
par  les  congruences  précédentes. 

Si  l'on  désigne  par  F  (q)  l'invariant 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  entiers  (/??,/?)  corrcspomlant  n  de?  points 
situés  dans  l'angle  Wj  défini  par 

n  ^  o,         aum -}- {  t -h  bu) n  <i  0        (<7«<;o), 
on  a  entre  F(^)  et  0{x,y)  la  rcl;ition  suivante  : 

2i-F{g)  =   f     0  (  e-»'",  e'"-'-''")--  ) 


dz 


Klein  {-F-)-  —  Sur  la  résolution  des  équations  générales  du  cin- 
quième et  du  sixième  degré  (extrait  dune  lettre  à  M.  K.  Hensel). 
(i5i-i7/i). 

Dans  cet  article,  l'auteur  développe  une  théorie  de  la  résolution  de  l'équation 
générale  du  sixième  degré,  dont  il  avait  esquissé  les  grandes  lignes  dans  une  Note 
publiée  six  ans  auparavant  dans  les  Rendiconti  délia  Accadernia  dei  Lincei, 
t.  VIII.  Cette  théorie  est  la  généralisation  de  la  théorie  aujourd'hui  classique  de 
la  résolution  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré  développée  dans  les 
Vorlesungeii  iiber  das  Ikosaeder.  L'auieur  commence  par  rappeler  cette  théorie 
dans  ses  traits  essentiels  en  insistant  sur  certains  côtés  qui  ne  semblent  pas 
avoir  été  remarqués  cotnme  ils  le  méritaient. 

L'équation  icosaédrique  est  une  équation  du  soixantième  degré  déjicndant 
d'un  paramètre  X,  et  est  d'-  la  forme 


i-,i^p{x) 


c'est  une  généralisation  de  l'équation  binôme;  ses  6o  racines  se  déduisent  de 
l'une  d'entre  elles  par  les  6o  substitutions  linéaires  du  gioupe  de  l'icosaédre. 
Ce  groupe  est  isomorphe  holoédrique  au  groupe  des  substitutions  paires  de 
cinq  lettres.  Cette  propriété  permet  de  ramener  la  résolution  d'une  équation 
du  cinquième  degré,  à  celle  d'une  équation  icosaéilrique;  l'inconnue  x  de  cette 
équation  est  une  certaine  fonction  algébrique  des  cin((  racines  ^^  z._.  ...,  --  de 
l'équation  du  cinquième  degré  et  le  paramétre  X  est  une  fonction  rationnelle 
des  coefficients  de  cette  équation  et  de  la  racine  carrée  de  son  discriminant. 

Quant  à  l'expression  de  a;  au  moyen  des  z,  il  est  remarquable  qu'il  est  impos- 
sible de  prendre  pour  x  une  fonction  rationnelle  des  z,  des  coefficients  de 
l'équation  du  cinquième  degré  et  de  la  racine  carrée  de  son  discriminant:  il  est 
nécessaire  d'introduire  au  moins  une  irrationnelle  nouvelle,  accessoire  ;  cela  tient 
au  fi>nd,  comme  le  montre  l'auteur,  à  ce  que,  si  l'on  cherche  à  passer  du  groupe 
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des  substitutions  liocaires  de  i'icosaèdre  à  un  groupe  de  substitutions  linéaires 
et  homogènes  à  deux  variables  qui  lui  soit  isomorphe,  il  est  nécessaire  de  prendre 
au  moins  120  substitutions. 

Il  se  trouve  alors  qu'on  peut  prendre  pour  a:  une  fonction  rationnelle  de 
5,,  z^,  ...,  ^5,  des  coefficients  de  l'équation  du  cinquième  degré,  de  la  racine  carrée 
de  son  discriminant,  et  de  la  racine  carrée  d'une  certaine  expression  formée 
rationnellement  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  et  de  la  racine 
carrée  de  son  discriminant. 

On  arrive  à  trouver  x,  par  exemple,  par  le  procédé  suivant  : 
On  remarque  que,  lorsque  J7,,  x^_  sont  soumis  aux  120  substitutions  linéaires 
et  homogènes  du  groupe  de  l'icosaèdre,  les  coefficients  A,,,  A,,  Ao  de  la  forme 
quadratique 

sont  soumis  à  un  groupe  de  60  substitutions  linéaires  ternaires,  isomorphe  au 
groupe  des  substitutions  paires  de  cinq  lettres.  D'autre  part,  il  est  possible  de 
former  trois  fonctions  rationnelles  des  racines  z^,  z^,  ...,  z^  qui  soient  sou- 
mises exactement  aux  mêmes  substitutions  linéaires  que  les  A  quand  on  effectue 
sur  les  z  les  60  substitutions  paires,  lin  mettant  à  la  place  des  A  ces  trois 
fonctions  rationnelles  des  z,  on  obtient  une  équation 

invariante  quand  on  effectue  simultanément  sur  .r,  et  x^,  d'une  part,  sur  les  z, 
d'autre  part,  les  substitutions  respectivement  correspondantes  du  groupe  homo- 
gène de  l'icosaèdre  et  du  groupe  des  substitutions  paires  de  cinq  lettres.  En 
même  temps  que  cette  équation,  restent  invariantes  ses  racines;  en  particulier 
la  racine 


y/A; -h  A,  A, 


X., 

L'irrationalité  accessoire  est  ici 


VA;i+A,A„ 

et  elle  ne  peut  être  évitée,  de  quelque  manière  qu'on  procède. 

Une  généralisation  de  cette  méthode  consistera  à  ramener  la  résolution  d'une 
équation  donnée  à  celle  d'un  système  de  p  équations  à  p  inconnues  de  la  forme 

K,  (;i,  S„  ...,  ç    )  =  X,, 


les  F  étant  des  fonctions  bien  déterminées  de  leurs  arguments,  les  X  des  para- 
mètres et  les  différentes  solutions  du  système  se  déduisant  de  l'une  d'entre  elles 
par  les  substitutions  d'un  groupe  linéaire  (dont  les  F  sont,  d'ailleurs,  des  inva- 
riants absolus).  Dans  chaque  cas,  on  cherchera  à  donner  à  /<  la  moindre  valeur 
possible.  Le  groupe  de  substitutions  linéaires  considéré  devra  être  isomorphe 
au  groupe  de  l'équation  à  résoudre. 

Dans  le  cas  de  l'équation  générale  du  sixiémedegré.l'auteur  avait  développé  une 
méthode  de  résolution  fondée  sur  la  considération  d'un  groupe  de  substitutions, 
linéaires  à  trois  \  ariables,  ou  encore  d'un  groupe  de  substitutions  linéaires  homo- 
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gènes  qualernaires.  Mais  la  découverte,  en  1889,  d'un  groupe  de  substitutions 
linéaires  à  deux  variables,  le  groupe  de  Valenliner,  formé  de  36o  substitutions  et 
isomorphe  au  groupe  des  36o  substitutions  paires  de  six  lettres,  permet  d'indi- 
quer une  méthode  plus  simple.  Comme  on  ne  peut  pas  trouver  un  groupe  de 
substitutions  linéaires  et  homogènes  ternaires  isomorphe  au  groupe  de  ^alen- 
tiner  et  qui  ail  moins  de  3.36o  =  1080  substitutions,  ici  encore  les  deux  in- 
connues ^,,  ç,  ne  pourront  pas  être  des  fonctions  rationnelles  des  six  racines 
z■^,  ...,  z^.  des  coefficients  de  l'équation  du  sixième  degré  et  de  la  racine  carrée 
de  leur  déterminant.  II  sera  nécessaire  d'introduire  des  irrationnelles  accessoires, 
que  l'expérience  montre  être  des  racines  carrées  et  des  racines  cubiques. 

La  méthode,  calquée  sur  celle  qui  a  été  exposée  dans  le  cas  du  cinquième 
degré,  est  essentiellement  la  suivante  : 

On  remarque  que,  lorsque  x,,  x^,  x^  sont  soumis  aux  1080  substitutions  du 
groupe  de  Valentiner  homogène,  les  coefficients  de  la  forme  ternaire 

«inarj  -(-  ôa^^^_x\x^-\-.  .  . 

subissent  36o  substitutions  linéaires,  qui  correspondent  d'une  façon  univoquc 
aux  36o  substitutions  paires  de  six  lettres.  D'autre  part,  il  est  possible  de  former 
dix  fondions  rationnelles  de  z^,  z.,,  ...,  z^  qui,  par  chacune  des  substitutions 
paires  efTeciuées  sur  les  z,  subissent  exactement  la  même  substitution  linéaire 
que  les  a,  ^.  En  remplaçant  les  «,  ^  par  ces  dix  fonctions  rationnelles  des  -,  on 
obtient  une  équation 

a^j^x]  -h  3a,,oJ7';^2  +  -  ■  ■—  ° 

qui  est  invariante  lorsqu'on  effectue  simultanément  les  substitutions  paires  sur 
les  z  et  les  substitutions  correspondantes  du  groupe  de  Valentiner  sur  les  x. 
Si  l'on  considère  maintenant  celte  équation  comme  représentant  une  cubique 
en  coordonnées  homogènes  x^,  x^,  x^,  les  coordonnées  non  homogènes  d'un  des 
points  d'inflexion  de  cette  cubique  sont  également  invariantes.  Ces  coor- 
données sont  des  fonctions  rationnelles  des  x;  et  des  racines  carrées  et  cubiques, 
qui  s'introduisent  dans  la  recherche  des  points  d'inflexion  d'une  cubique.  Ces 
racines  carrées  et  cubiques,  qui  sont  les  irrationnelles  accessoires,  portent 
d'ailleurs  sur  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  l'équation  du  sixième 
degré  et  de  la  racine  carrée  de  son  discriminant. 

Le  groupe  de  Valentiner  admet  trois  invariants  absolus  F,  H,  4»,  respective- 
ment de  degrés  6,  12  et  3o  par  rapporta  .r,,  a;^,  x-^.  Les  équations  auxquelles  se 
ramène  la  résolution  de  l'équation  du  sixième  degré  sont  alors  de  la  forme 

<I>  H 

F  =  ^''       -F  =  '^' 

où  V  et  IV  sont  deux  paramètres  qui  se  calculent  rationnellement  au  mojen  des 
coefficients  de  l'équation  du  sixième  degré  et  des  autres  irrationalités  intro- 
duites. Une  fois  les  valeurs  de  —  et —^  calculées,  il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer 
z^,  z.^,  — ,  Zf^  au  moyen  de  ces  quantités. 

Quant  à  la  résolution   transcendante  du   système  des    deux   équations  en  — > 

—  >  M.  Lachtin  l'a  ramenée  en  principe  à    l'intégration   d'un   système   de  trois 

équations  aux  dérivées  partielles  simultanées  linéaires  du  deuxième  ordre,  à 
une  fonction  inconnue  de  deux  variables;  M.  Gordan  a  déterminé  complètement 
les  coefficients  des  équations  de  ce  système. 


i{  !■:  V  u  \i  D  i-:  s  p  u  u  L I  c  a  i'  i  u  n  s  .  5  > 

Frobenius  (O-)-  —  Sur  la  théorie  des  équations  linéaires.  (175- 
180). 

Soit 

un  système  de  /•  équations  linéaires  et  homogènes  indépendantes,  et  soit 

Xj=  b^.,        x.=  b,^^,         ...,         x„=  b^^        (a  =  I,  2,  . . .,  5  =  n  — /•) 
lin  système  complet  de  solutions  de  ces  équations.  Alors  les  équations 

sont  également  indépendantes. 
Les  deux  matrices 

(R)  a„3         (a  =  I,  ...,  /•;  Jl  =  I,  ....  «)> 

(S)  6„3         (2  =  K  ...,5;  ri  =  i.  ■••,«) 

sont  dites  adjointes;  elles  ont  toutes  les  deux  n  colonnes  et  ont  respectivement 

r  et  s  lignes,  avec 

r  +  s  =  H. 

Partageons  les  deux  matrices  R  et  S  en  matrices  partielles  en  séparant  les  /•' 
premières  colonnes  des  s'  dernières 

(/•'+  s'  =  n), 

<i"après  le  schéma 

R  =  A  '  B, 

S  =  C  '  D. 

L'auteur  énonce  et  démontre  le  théorème  suivant  : 
Si  ù  et  ■s  sont  les  rangs  des  matrices  A  et  D,  on  a  les  égalités 
0  —  G  =  r  —  s'  =  /•'  —  s. 

Mertens  {F.).  —  Dénionslralion  du  théorème,  que  chaque  classe 
de  (ormes  quadratiques  binaires  primitives  à  coefficients  entiers 
du  genre  principal  |)ent  s'obtenir  par  duplication.  (i(Si-i86). 

Ce  théorème  est  démontré  par  Gauss  à  l'aide  des  formes  quadratiques  ter- 
naires; l'auteur  en  donne  une  déinonslration  qui  ne  fait  appel  qu'à  la  théorie 
des  formes  binaires. 

Hunvitz  (A.).—  Sur  une  représentation  par  des  séries  infinies  du 
nombre  des  classes  des  formes  quadratiques  binaires.  (187-213). 

1,  2,   3.  Intégrales  doubles  projectiles.  —  Si,  dans  une  intégrale  double 
3=1    I  f{u,v)dudv 


•30 


SKCUM)!';  l'Ain  ii:. 


étendue  à  une  certaine  aiie  G  du  pliin   des  m,   r,  on  introduit  les  roordf)ti nées- 
homogènes  en  posant 


on  obtient 


.1  =   /    I  f{x.y.z){x  dy  dz  -h  y  dz  dx  -i-  z  dx  dy  ), 


où  la  fonction  f\x,  y,  z)  homogène  de  degré  —  3  est  égale  à 


Si  l'on  effectue  sur  les  coordonnées  une  transformation  homographique,  l'in- 
tégrale double  ne  change  pas  de  valeur  et  est  égale  à  la  nouvelle  intégrale 


ff 


F  (  X,  Y,  Z  )  (  X  rfV  rfZ  -:-  V  c/Z  d\  —  Z  rfX  d\). 

à  la  condition  de  poser 

F(X,  Y,  Z)  =  A/(  aX  -■-  ?Y  --  yZ,  a'X  H-  ^i' Y  -{-  y'Z,  a"X  -^  ^i"Y  -\-  -('L), 

où  A  est  le  déterminant  de  la  substitution 

a:  =  aX  -f-  pY  -HyZ, 
y  =  aX  -+-p'Y-nT'Z, 
^  =  a"X-^  |i"Y  +  Y"Z, 

qui  définit  le  changement  de  coordonnées. 
En  particulier,  l'intégrale  double  projeclive 


J  J    (a^ 


f/A 


i.r-^v-)- 


(  f/A  =  X  dy  dz  -.-  y  dz  dx  ~  z  dx  dy  ) 


est   égale  à  la  mesure  de  l'aire  li  du  plan  des  («,  v)  qui  correspond  à  l'aire  F 
du  plan  des  {x,  t,  •;)  par  la  transformation 


^^i^^  i^iJ' 


a.x 


iy 


g.,  a;  4-  fio.y  —  •■;■,  z 

3.x  —  St  -i-  V- 


les  coefficients  3,,  |î,,  •',,  3.,,  [i.,,  7..  étant  choisis  sous  Tunique  condition  que  le 
déterminant 

«     ?      T 

^1     /i     Vi 

a,     ?,    Y. 

soit  égal  à    i.    L'intégrale  J  est  appelée  la  mesure  de  l'aire  F  par  rapport  à 

la  forme  linéaire 

^x  -:-  py  -i-  yz. 

Si  Ton  prend  pour  aire  F  l'aire  intérieure  à  la  conique 

P{x,y,z)  =  a,,x=-H«:;:K'-raM-'-^'-*«r.-^y-:-  JOr^xz-h  ■2a.,.,yz  =  o. 


on  trouve 
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D  élaiit  le  discriminant  de  F(^,  y,  z)  et  <ï»(a,  ^,  7)  la  forme  adjointe 


<Ï>(X.    -i.  V)    =r 


r/,,  rt,„  a,.,  a 

«.,,  «^j  «.,3  p 

«.il  «32  «33  T 

a  fl        Y  a 


Si  F  est  le  triangle  ayant  pour  sommet  les  trois  points 
la    mesure  de  l'aire  de  ce  triangle  par  rapport  à  la  forme  linéaire 


(=''2^«^-  ?.}',!+  v-o)  (2-f,—  ?ri-r-  r-=i)  (a.2^-,-f-  '^yi-^  v-:) 


•5.  Peprésentation  du  nombre  des  classes  par  une  série  infinie. —  Soient  /•,  5 
deux  entiers  premiers  entre  eux  ;  le  point 


est  situé  sur  la  conique 


y  =  'S, 


xz—y. 


On  appelle  corde  élémentaire  de  cette  conique  la  corde  qui  joint  deux  points 
(/•,  s),  (;•,,  s^)  tels  qu'on  ait 

/•Sj  —  5/'|  =  rr  I. 

Un  triangle  inscrit  à  la  conique  et  dont  les  trois  côtés  sont  des  cordes  élé- 
mentaires est  dit  triangle  élémentaire.  On  obtient  tous  les  triangles  élémen- 
taires en  considérant  chaque  solution  de  Téquation 

/■5,  —  sr^  =  I 
et  en  prenant  les  trois  points 

(/■,  5),         ('•,,«,),        (/•  +  /•,,  s -t- 5,  ): 

chaque  triangle  élémentaire  est  ainsi  obtenu  six  fois. 

Tous  les  triangles  élémentaires  remplissent,  sans  former  de  lacune  et  sans 
empiéter  les  uns  sur  les  autres,  l'aire  totale  intérieure  à  la  conique 

xz  —  •)--=  o. 

Par  suite,  l'aire  de  la  conique  est  la  somme  des  aires  des  triangles  élémen- 
taires, ces   aires   étant    toutes    prises    par   rapport   à    une    forme  linéaire    ([uel- 

conque 

(xx  +  py  -i-  '{z. 
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où  l'on  supposera 

4  3(Y  —  ^-  >  o,        a  >  <),         Y  >  o 

On  obtient  ainsi  la  formule 

y 


247: 


Cette  formule  peut  être  interprétée  de  la  manière  suivante  : 
Si  l'on  pose 

a  =:  a,         ?  =  2  è,         Y  =  c,         D  =  ac  —  b-, 

cliaque  terine  du  premier  membre  est  île  la  forme 


a"  c'  (  rt'-t-  •>  b'  -r  c'  ) 

en   désignant   par  a'  ir-h  2  b'  ttv  -^  c\'-  la   forme  quadratique  qui   résulte   de  la 

/  /•       i   ', 
forme  au--h  ^buv  -^  cv-  par  la  substitution  )  de  déterminant  i.  Toutes 

\  /•,      Si  / 

ces  formes  constituent,  une  classe   de   formes  quadratiques  définies  positives  de 
déterminant  D  et  chaque  forme  entre  2/.  fois,  A  ayant  le?  valeurs  suivantes  : 

2  si  la  classe  contient  une  forme  (a,  0,  a); 

3  si  la  classe  contient  une  forme  (a,  !,a,  a); 
1   dans  les  autres  cas. 

La  formule  s'écrit  dcjuc 

'  =  V 


2  D  \  I  ) 


A'        ^^    ac  {(t  -T-  jb  -i-  c  ) 


la  somme  du  second  membre  étant  étendue  à  toutes  les  formes  de  la  classe. 
On  en  déduit  la  formule 


ac  (  a  -r-  -ib  -\-  c  ) 


où  la  somme  du  second  membre  est  maintenant  étendue  à  toutes  les  formes  de 
déterminant  D(a>o,  c>o),  et  où  /t  désigne  le  nombre  des  classes.  Il  faut 
néanmoins  convenir  de  compter  une  demi-fois  les  classes  pour  lesquelles  A  ==  2, 
un  tiers  de  fois  celles  pour  lesquelles  A  =  3. 

5.  Autres  représentations  du  nombre  des  classes.  —  On  peut  trouver  pour 
représenter  h  des  séries  plus  lapidemcnt  converi;entes  que  celle  qui  vient  d'être 
indiquée.  Soit  comme  tout  à  l'heure  V(x,y,  z)  une  forme  quadratique  de  x, 
y,  z,  de  déterminant  D  positif;  c'est  le  premier  membre  de  l'équation  d'une 
conique,  et  les  points  intérieurs  a  cette  conique  sont  donnés  par 

iH^,  y,  -=)  >o. 

L'intégrale  double 


'-/X 


{ax  -t-  .SjK-i-  yz)-i^+-^ 
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où  ;x  désigne  uo   nombre  réel  plus  grand  que  — i,  a  pour  valeur 
xD;*-»  I 


a  -T-  I    a>;^  (  a,  ^3,  V  )  y  <1>J  (  a,  ^,  7  ) 

Celte  même  inlégiale  étendue  au  triangle  de  sommets  {a:^,y„,  J„),  (or,,  r,,  -s,), 
(a;,,  j2»  ^5)»  lorsque  [j.  est  un  nombre  entier  non  négatif,  peut  être  regardée 
comme  le  produit  de  deux  facteurs.  Si  l'on  pose 

»27      ^       fn 


(i; 


T, 


le  premier  facteur  est  égal  à 


l">         '  l^ 


•^0     J^o     ~'o 
J7,    y,     z., 


ICD- 


t»)l'Mli-i)- 


et  le  second  facteur  s'obtient  en  développant  [V{a:.y,  •S)]'^  suivant  les  puis- 
sances de  /(,,  t^,  t..  et  remplaçant,  dans  chaque  terme  du  développement,  le 
produit 

t,t,t,        pal         (/^_^./_^/^^.,^; 

Si  l'on  convient  de  designer  par  la   nolalion  [  G  (  <(,,  ^p  <„)]  ce  que  devient  la 
fonction  rationnelle  entière  G  de  <„,  /,,  t,.  quand  on  remplace  chaque  terme 

et  si  l'on  suppose  que  la  conique 

V{x,y,  z)  =  o 

se  réduise  à  la  cunujtie  xz — y-^  l'intégrale  .1,^^,  étendue  au  triangle  élémenlaire 
défini  par  une  solution  de  l'équation 


rs,  —  sr,  =  I. 


est  égale  à 


où  l'on  a  posé 


/'■"'  =  a/•--^-  "i^rs  -f-75-.         /'''  =  a/-J-t-  '^i\s,-h  fs], 
De  là  on  déduit,  par  le  même  raisonnement  qu'au  n"  4,  la  formule 
-  *      A^  abc  L\  f/^  bc  ca  j     | 


6o  SECOND l<:   l'AiniK. 

où 

a  =  \.         b  =  A-h  AB-i-  C,        c  =  C, 

ft  011  hi  sommiilion  est  étendue  à  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  A,  B,  C 
satisfaisant  aux  conditions 

A  >  o,         C  >  o,         AC  —  B-  =  D. 

En  sommant  par  rapport  aux   entiers  a,  b,  c,  cest-à-dire  par  rapport  à  tous 
les  systèmes  d'entiers  positifs  satisfaisant  à  la  condition 

■2[ab  ~-  bc  -i-  ca)  —  a-  —  ^-  —  t-  =  4 D, 
et  en  convenant  de  poser 


la  formule  précédente  se  cliange  dans  la  suivante  : 

y{  ').  —  ;x„  )'.  {[X  —  tx  )  1  (  a  —  a,  )  1  , 
— ; — "1 i ' —    :■>•  —  !-ini  \^  —  Î-^M  \^  —  'M  • 
^.^                            a„I  jj.,  :  ;x,.  I  '  '    '  '  ■" 

l\  irtiuger  (  Jf  .).  —  Sur  une  série  de  Diriclilel.  (214-219). 

En  désignant  par  I x  la  détermination  du  log  de  x  dont  le  coefficient  de  i  est 

compris  entre  —  —  et  ?:,  la  série 

-I-  » 

<I>(  j7,  5)  =  y  _{lx  -^  ikT.i)-" 

définit,  lorsque  la  partie  réelle  de  s  est  supérieure  à  i,  une  fonction  uniforme 
de  X  dans  le  plan  muni  d"nne  coupure  joignant  le  point  o  au  point  i.  Lorsque 
\x\  est  supérieur  à  1,  celte  fonction  est  développable  en  une  série  procédant 
suivant  les  puissances  croissantes  de  — > 


r  U  )  ^ 


1 

cette  dernière  formule  prouve  que,  pour  |a:|>i,  *^(^,  s)   peut  être  regardée 

comme  une  fonction  entière  de  la  variable  complexe  s.   On    peut  définir  aussi 

cette  fonction  pour  toutes  les  valeurs  de  x  du  plan  muni  de  la  coupure  (o,  i). 

On  a,  en  effet, 

r"  dx 

^(x.s)  =  <i}{a.  s)  +  s   I      «I> ( ;r,  s -i- I ) — » 

et  chacun  des  termes  du  second  membre  est  une  fonction  holomorphe  des  dans 
le  demi-plan  ponr  lequel  la  pailie  réelle  de  s  est  positive.  On  pourra  ainsi  de 
proche  en  proche  définir  «^(a7,  s)  dans  tout  le  plan  de  la  variable  .s  et  obtenir 
de  cette  manière  une  fonction  entière  par  rapport  à  s,  et  uniforme  par  rapport 
à  X  dans  le  plan  de  la  variable  x  muni  de  la  coupure  (o,  i). 
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De  même  la  séi-ie 

■où  la  somme  du  secoiul  membre  est  él.endiic  à  toutes  les  valeurs  enlièrcs  de  /,', 
excepte  o.  définit,  lorsque  l;i  partie  réelle  de  s  est  plus  si'ant'c  iiuc  i,  une  fonc- 
tion uniforme  de  x  dans  le  plan  muni  de  la  coupure  (o,  — x  )  ;  considérée 
comme  fonction  de  5,  c'est  une  fonction  qui  peut  être  prolongée  dans  tout  le 
plan  et  est  entière;  on  a  d'ailleurs 

Cette  fonction  est  reliée  à  la  fonction  "-{s)  par  les  deux  relations 

<I>j(l,  5)   =  2(2t)-'  ces  —  :if5), 

d'où  résulte  l'écjuation  bien  connue  de  Hicmann.  On  peut  en  déduire  la  for- 
mule 

où  l'intégrale  est  étendue  à  un  contour  fermé  partant  de  o.  tournant  dans  le 
sens  direct  autour  de  i  et  revenant  à  o. 

Dans  tout  l'article  on  donne  à  u~^  la  valeur  e  ''". 

Minkoivshi  ( Herinanji).   —    Le   domaine   de   disconliiuiité   po«r 
l'équivalence  arilliniéli(|iie.  (2'20-2j4)- 

Ce  Mémoire  s'occupe  du  problème  suivant  : 

On  considère  toutes  les  formes  quadratiques  à  n  variables  et  Ion  convient 
d'appeler  équivalentes  deux  formes  telles  qu'on  puisse  passer  de  lune  à  l'autre 
par   une  substitution   linéaire   à  coefficients  entiers,   de   déterminant    égal   à  i. 

„                1         1           ■■■■...."("—II,.           .            ,       n  {  11  —  i  )  .„ 

Trouver  dans  la  multiplicité  A,  a  dimensions,  des  coeffi- 

2  1 

cients  a,,,;  des  formes,  un  doujaine  B  tel  que  chaque  classe  de  formes  quadra- 
tiques positives  soit  représentée  par  un  point  de  B  et  aussi,  dans  le  ras  où  ce 
point  est  intérieur  à  B,  par  un  seul. 

§  1,  2,  3.  Etant  données  tleux  formes  quadratiques  positives 

/=  -««•2^/,-2'a.       g  =  -b^yi.?-,.       ifi^f'  ^=ï,  2,  ....  «), 

on  dit  que  la  forme  /  est  plus  haute  que  la  forme  g.  ou  la  Idiuie  <.'  plus  basse 
que  la  forme  /,  si,  pour  un  indice  /  compris  entre  i  et  /;,  on  a 

«11=  ^in         0,2=  ô.o,         ...,         or;.,j_,=  ^_,,/.,,        fiii>b,i. 

Dans  chaque  classe  il  existe  une  forme  g  telle  qu'il  n'y  en  ail  pas  dans  la 
classe  de  plus  basse  que  g.  Cette  forme  g  est  appelée  la  plus  basse  forme  de  la 
classe.  Parmi  toutes  les  formes  les  plus  basses  possibles,  il  y  en  a  une  et  une 
seule  pour  laquelle  on  a 

i',,>o,         ^^3>  o,         ...,         ^„_i„>o 


6?. 
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!5   'i.  Lauteur  appelle  forme  quadratique  réduite  une  forme  Zaï^^X/^Xi.  satis- 
faisant aux  inégalités 


(0 


et  telle  de   plus   que,   pour  chaque   valeur   de   /   et    chaque    système   d'entiers 
s,^'',  S;^",  ...,s„^'\  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble,  on  ait 


(2) 


f(s:\' 


Si  l'on  considère  en  particulier  des  foi-mes  positives,  on  voit  que  dans  chaque 
classe  il  y  a  une  forme  réduite  au  moins,  à  savoir  la  forme  la  plus  basse  de 
la  classe.  Si  aucune  des  inégalités  (i)  et  (i)  ne  se  réduit  à  une  égalité,  la 
forme  réduite  ne  peut  se  transformer  en  une  autre  forme  réduite  que  par  la 
substitution  identique  ou  la  substitution 

a^':  =  —  X,. 


On  appelle  espace  réduit  le  lieu  B  des  points  a,,;  qui  satisfont  aux  inéga- 
lités (i  )  et  (2). 

§  5.  Les  inégalités  (  >)  sont  en  nombre  infini;  l'auteur  montre  qu'on  peut  en 
conserver  seulement  un  nombre  fini  qui  entraine  toutes  les  autres  comme 
conséquence.  Dans  la  démonstration  de  ce  théorème,  l'auteur  introduit 
n  constantes 

3 


).,= 


>^.= 


>.. 


qui    vont  en   décroissant    et    qui    jouissent  do  la    piopricté   que,   pour   chaque 
valeur  de  m  et  pour  toute  forme  réduite,  on  a 


U_  = 


/>„,«,,  a.,... .  .a„ 


Il  résulli',  du  fait  que  les  inégalités  (  i  )  et  celles  des  inégalités  (2)  qu'on 
conserve  sont  en  nombre  fini,  la  conséquence  que  l'espace  réduit  B  est  une 
pyramide  convexe  ayant  pour  sommet  le  point /=  o  et  limitée  par  un  nombre 
fini  de  pians. 

§  G,  7.  Si  l'on  prend  sur  les  dilTércntes  arêtes  de  l'espace  réduit  un  poini, 
ces  points  représentent  un  certain  nombre  de  formes  déterminées  «Pi,  es,,  ...,ï^. 
Toute  forme  réduite  peut  (d'une  ou  d'une  infinité  de  manières)  être  représentée 
par  l'expression 

/=  c,c5i-;-c,9.,-+-...+  c^o^, 

où  les  c  sont  des  constantes  positives  ou  nulles,  et  réciproquement. 

§  8.  L'auteur  appelle  surface  du  déterminant  la  surface  définie  par  l'équation 
D  (/)  =1,  où  D  désigne  le  déterminant  de  la  forme  quadratique/.  Si,  en  un 
point  de  celte  surface  correspondant  à  une  forme  positive,  on  construit  le  plan 
tangent,  la  surface  est,  dans  tout  le  domaine  des  formes  positives,  du  même 
cùlé  que  l'origine  par  rapport  à  ce  plan  tangent. 
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.^  9.  Si  l'on  (h'sigiie  pnr  M{/)  lo  minimum  de  la  valeur  de  /,  lorsqu'on 
donne  aux  variables  des  valeurs  enlicres  non  toutes  nulles,  ee  minimum  est  un 
invariant  de  la  cla«so  de  /',  et  l'on  a 

I>(/)^A„[  M  (/)]". 

Par  suite,  le  rapport  ne  dépasse  pas  une  limite  fixe  qui    ne   dépend 

que  de  n.  Que  peut-on  savoir  de  cette  limite? 

Sa  connaissance  est  liée  à  celle  des  formes  extrêmes  :  ce  sont  les  formes  pour 

lesquelles  le  rapport  ~—  •        n'augmente  pas  si  l'on  fait  varier  infiniment  peu 

les  coefficients  de  la  forme.  Ces  formes  extrètnes  jouissent  d'une  propriété 
géométrique  remarquable.  Imaginons,  en  effet,  qn'on  mette  la  forme  quadra- 
tique positive  y  sous  la  forme 

et  regardons  S,,  ?2'  •••i?„  ''omme  les  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace  à 
n  dimensions.  Aux  valeurs  enlières  des  a-  correspondent  les  sommets  d'un  ré- 
seau de  parallélépipèdes  dont  chacun  a  pour  volume  y'D  (./).  Les  sphères  ayant 
ces  sommets  pour  centres  et  pour  rayon  commun 


ne  se  pénètrent  pas  et  sont  tout  au  plus  tangentes.  Il  résulte  de  là,  en  parti- 
culier, que  si  y,,  est  le  volume  dune  sphère  de  rayon  i  dans  l'espace  à  n  di- 
mensions, on  a 


T„[^VM{/)]"<VD(/)-. 


mais  il  en  résulte,  en  outre,  en  laissant  .M  (/)  fixe  et  faisant  varier  les  coeffi- 
cients de  /,  qu'on  a  une  forme  extrême  lorsque  le  rapport  de  l'espace  rempli 
par  les  sphères  ù  l'espace  total  passe  par  un  maximum. 

§  10,  11.  L'auteur  s'occupe  alors  de  la  détermination  des  formes  extrêmes, 
qui  est  très  simplifiée  par  la  propriété  de  ces  formes  d'clrc  représentées,  une 
fois  ramenées  à  une  forme  réduite,  par  des  points  situés  sur  les  arêtes  de 
l'espace  réduit  H.  Dans  les  cas  //  =  2,  3,  il  y  a  une  seule  classe  de  formes  ex- 
trêmes, celle  (|ui  contitMit  la  forme 

:>  "ZxJ  -V-  i'Z  .r,,  x^  : 

dans  le  cas  n  =  \.  il  y  a,  en  outre,  une  deuxième  classe  de  formes  extrêmes, 
à  savoir 

2i:.r:  -F-  2{x^-i-  X^_-i-  X-^)X,,. 

Le  cas  de  n  r^  ô  a  été  traité  par  Ivorkine  et  Zolotareiï,  et  le  cas  de  n  =  (i  par 
l'auteur  lui-même  (même  .(ournal,   t.  CI). 

§  l'i,  13.  L'auteur  s'occupe  ensuite  de  la  détermination  du  volume  de  l'espace 
réduit  jusqu'à  la  surface 

L)(/)  =  D; 
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n  -t-  1 

ce  volume  est  fini  eL  égal  à  v„D  -  ,  v,^  désignant  le  volume  qui  correspond  à 
D  =  1.  Pour  arriver  à  la  détermination  de  v»,,,  l'auteur  se  sert  d'une  analyse 
analogue  à  celle  dont  s'est  servi  Diriclilet  pour  obtenir  le  nombre  des  classes 
dans  la  théorie  des  formes  binaires.  Il  considère  d'abord  l'expression 

1      1 

«!.(/)  =  s[D(/)p^«v : __, 

où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  premiers  entre 
eux  J7,,  x^,  ■ .  -,  .z^,,,  qui  satisfont  aux  inégalités 

£  ^  /(  Xp  57.,  ....  a:,,  )<  G  ; 

£,  5,  G  sont  des  constantes  telles  que 

s  <  T'  G  >  /•,  E  <i. 

2  — 

A  l'aide  de  cette  fonction  <!'(/)  des  — coefficients  a,,,,,  il  forme  l'inlé- 

grale  multiple 

J(r:)  =  l^p  .  .  f<\y{f)  da,,cla,,.  ..da„„, 

étendue  à  toutes  les  formes  quadratiques  positives  réduites  satisfaisant  aux 
conditions 

D(/)SD,         a„^Ô, 

D  et  S  étant  deux  nombres  donnés,  le  second  inférieur  ou  égal  à  c. 
Cela  étant,  si  l'on  fait  varier  c,  z  et  G,  de  manière  à  avoir 

limî  =  o,         lirn  -      =  o,         litn  G~'  =  o, 


l'intégrale  J(o)  tend  vers  une  limite  égale  à 

7„  désignant  le  volume   de   la   sphère  de  rayon   i   dans  l'espace   à  n  dimensions 

et  S„  la  somme  de  la  série 

I  I 

2"    ^   3"   ~ 

§  14.  Ce  théorème  permet  d'clablir  une  formule  de  récurrence  pour  le  calcul 

de  v„,  à  savoir 

n  Y  n 

2      S„  n  -r-1 

formule  qui  conduit  finalement  à  la  valeur  suivante  de  t'„, 

.  ra)rG)-r(r) 

V..  =  — ^ -^ —     '.  ■  s., s,. .  .s... 


i/ 
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§  15.  La  formule  précédente  permet  de  démontrer  que  dans  l'espace  à  n  di- 
mensions il  existe  des  distributions  de  sphères  égales  entre  elles,  n'empiétant 
pas  les  unes  sur  les  autres,  ayant  leurs  centres  aux  sommets  d'un  réseau  de 
parallélépipèdes  et  telles  que  l'espace  occupé  par  les  sphères  soit  avec  l'espace 

total  dans  un   rapport  supérieur  à  - — -  S„.    Pour  les  distributions  qui   corres- 
pondent  aux  formes  extrêmes 

/  =  (x, -I-  37; -(-...-+-  ^„)-H-  a;j  +  x^+. .. -H  xl, 
ce  rapport  est 


sensiblement  inférieur  au  précédent,  dès  que  7i  est  un  peu  grand. 

§  16.  Le  volume  v„  est  susceptible  d'une  interprétation  arithmétique. 
Considérons,  en  effet,  les  formes  positives  à  coefficients  entiers  el  soil  H(D) 
le  nombre  (fini)  des  classes  de  formes  de  déterminant  D.  On  a  la  formule 
remarquable 

,.      H(i)  +  H(2)-f-   ..+  H(D) 
v„=  Il  m ; • 

D'une  manière  plus  précise,  le  nombre  total 

n(i)--...+  H(D) 

des  classes  de  formes  de  déterminant  inférieur  ou  égal  à  D  est  compris,  si  n 
est  égal  à  2,  entre  les  deux   limites 

3 
t'jDïi  w.D  logD; 

si  n  est  supérieur  à  2,  entre  les  deux  limites 

n  ^  1  n  H- 1       1 

^'„  D    i    ^  0),,  D~         «, 

où  (i)„  désigne  un  nombre  positif  ne  dépendant  que  de  n. 

Picard  (Emile).  —  Sur  quelques  questions  se  lallachanl  à  la 
connexion  linéaire  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de 
deux  variables  indépendantes.  (2'-5-286). 

L  L'auteur  part  d'une  surface  de  degré  /n 

(i)  /{^,y,=)  =  '^, 

placée  arbitrairement  par  rapport  aux  axes  et  n'ayant  qu'une  ligne  double  avec 
points  triples,  le  genre  d'une  section  plane  arbitraire  de  la  surface  étant  dési- 
gné par  p.  Soit 

-"  Q  (  .r,  .Kl  -  )  dx 


r 
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une  iiUéi;rale  abclienne  arbitraire  de  seconde  espèce  de  la  courbe  entre  x  et  ^, 
définie  par  l'équation  (  i  ),  où  Q  est  un  polynôme  en  x,  y,  z,  s'annulant  sur  la 
courbe  double  de  la  surface.  Les  périodes  de  celte  intégrale,  regardées  comme 
fonctions  de  V,  satisfont  à  une  équation  difTérentielle  linéaire  E  d'ordre  "xp.  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  surface  ait  une  connexirm  linéaire 
égale  à  /' +  i  (c'est-à-dire  possède  /•  intégrales  distinctes  de  diderentielles 
totales  de  seconde  espèce  )  est  que  l'équation  E  admette,  comme  solutions, 
/■  polynômes  en  y  linéairement  indépendants,  qui  sont  des  périodes  distinctes 

Après  avoir  rappelé  ces  résultats,  l'auteur  considère  la  forme  bilinéaire  que 
laisse  invariante  le  groupe  de  l'équation  E;  cette  forme  est  à  coefficients  entiers 
et  de  déterminant  égal  à  i  ;  elle  est  la  somme  de  deux  formes  bilinéaires,  l'une 
à  2r  variables,  l'autre  à  2  {ip  —  r):  il  en  l'ésiille  que  r  est  pair. 

L'auteur  tire  de  là  celte  autre  conséquence  que  le  nombre  7",,  des  intégrales 
de  différentielles  totales  de  première  espèce  est  inférieur  ou  égal  à  -•  En  effet, 
M.  Castelnuovo  a  démontré  la  formule 


IL  M.  Enriques  a  considéré,  dans  un  Mémoire  classique,  les  adjointes  d'ordre 
supérieur  ou  égal  à  ni  —  3;  l'ensemble  des  adjointes  d'ordre  h^m  —  3  découpe  sur 
un  plan  arbitraire  un  système  linéaire  de  courbes  qui  font  évidemment  partie 
des  adjointes  d'ordre  h  de  la  section  plane  de  la  surface  donnée;  mais  il  se  peut 
que  ce  système  linéaii-e  ne  forme  pas  l'ensemble  des  adjointes  et  qu'il  y  ait  un 
défaut  w,,  ;  on  a  certainement,  à  partir  d'une  certaine  valeur  /, 

W;,  =  o  ; 
de  plus,  la  somme 


/— 1 


(1) 


7H  — 3 


représente  la  différence  />„  —  /j„  entre  le  genre  géométrique/»,  et  le  genre  nu- 
mérique /j„  de  la  surface. 

Ces  résultats   rappelés,  l'auteur  considère  les  p  —  w,,,  3  intégrales  distinctes 
de  première  espèce 


r- 


.f~. 


dx^i 


où  Q,,,  polynôme  de  degré  m  —  3,  correspond  à  une  adjointe  de  la  surface.  Ces 
intégrales  ont,  au  plus,  2/j  —  r  périodes  distinctes;  or,  comme  d'après  un 
lemme  que  l'auteur  démontre  au  préalable  ce  nombre  doit  être  au  moins 
double  du  nombre  des  intégrales,  on  a 

Cette  inégalité,  rapprochée  de  l'égalité 

'■  =  2(/^..— /^,  ), 

due  à  M.  Castelnuovo,  montre  que  oj,„_,  est  égal  à  /*„  —  /j„  et  que,  par  suite, 
tous  les  défauts  w,„_^,  '^m-p  •••  sont  nuls. 
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Schlesinger  iLiidwig).  —  Sur  les  solutions  de  certaines  équa- 
tions différentielles  linéaires  considérées  comme  fonction  des 
points  singuliers.  (287-294). 

Après  avoir  rappelé  les  résultats  fondamentaux  de  ses  recherclies  précédentes 
sur  les  S3stènie5  d'équations  dilTérenlieiles  linéaires  de  la  forme 


S =2^^  2^     <■'■=- "). 


vV  =  l 


où  les  T  substiuitions  fondamentales  A,,  . . .,  A^.  du  groupe  de  monodromie  sont 
données,  et  où  la  matrice  intégrale  (>'.^)  est  i-egurdée  comme  une  fonction, 
non- seulement  de  x,  mais  encore  des  5  points  singuliers  a^  a^,  ...,  a^  ;  l'au- 
teur examine  le  cas  où  les  substitutions  fondamentales  sont  indépendantes  des 
a^,  a„,  ...,a^.  Dans  ce  cas-là,  les  coefficients  A|'^',  considérés  comme  fonctions 
des  a,,  o.;.  ....  a^  satisfont  à  certaines  relations,  nécessaires  et  suffisantes,  que 
l'auteur  établit. 

Steinitz  [  E .).  —  Sur  l'attraction  des  livperboloïJes.  (295-3i6). 

On  connaît  les  deux  théorèmes  cla^^siques  de  Cliasles  sur  l'attraction  des 
ellipsoïdes.  Si  l'espace  compris  entre  deux  ellipsoïdes  homotiiétiques  et  concen- 
triques est  imaginé  i-empli  d'une  matière  homogène,  les  points  placés  à  l'inté- 
rieur du  plus  petit  ellipsoïde  et  supposés  attirés  suivant  la  loi  de  Newton  ne 
subissent  aucune  attraction.  De  plus,  dans  le  cas  où  les  deux  ellipsoïdes  sont 
infiniment  voisins,  les  surfaces  de  niveau,  dans  l'espace  extérieur  aux  deux 
ellipsoïdes,  sont  les  ellipsoïdes  homofocaux.  L'auteur  se  propose  d'étendre  ces 
théorèmes  à  toutes  les  surfaces  du  second  degré. 

Si  l'on  considère  un  segment  de  droite  AB  recouvert  d'une  masse  homogène 
de  densité  k,  les  surfaces  de  niveau  sont  les  ellipsoïdes  de  révolution  de  foyers 
A  et  B  ;  si  le  point  B  s'éloigne  à  l'infini,  les  surfaces  de  niveau  deviennent  des 
paraboloïdes  de  révolution  de  foyer  A  et  d'axe  AB  ;  enfin,  si  le  point  B  part  de 
l'infini  dans  l'autre  sens  pour  revenir  à  distance  finie,  c'est-à-dire  si  les  deux 
segments  infinis  limités  par  A  et  B  sont  recouverts,  le  premier  d'une  masse 
homogène  de  densité  A",  le  second  d'une  masse  homogène  de  densité  —  A",  les 
surfaces  de  niveau  sont  les  hyperboloïdes  de  révolution  de  foyers  A  et  B. 

Cela  suggère  une  première  généralisation  des  théorèmes  de  Chasles.  Imaginons 
deux  hyperboloïdes  à  deux  nappes  homothétiques  et  concentriques,  et  supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  leur  axe  transverse  commun  soit  horizontal  et  orienté 
de  gauche  à  droite.  Si  l'on  imagine  l'espace  compris  entre  les  deux  nappes  de 
droite  rempli  d'une  masse  matérielle  homogène  de  densité  A,  l'espace  compris 
entre  les  deux  nappes  de  gauche  d'une  masse  matérielle  homogène  de  densité  —  A", 
l'auteur  démontre,  de  la  même  manière  que  pour  le  premier  théorème  de 
Chasles,  que  tout  point  situé  dans  une  des  deux  régions  latérales,  c'est-à-dire 
à  droite  des  nappes  de  droite  ou  à  gauche  des  nappes  de  gauche,  ne  subit  ni 
attraction  ni  répulsion.  Il  imagine  ensuite  que  les  deux  hyperboloïdes  se  rap- 
prochent indéfiniment,  ce  qui  revient  à  considérer  un  seul  hyperboloïde  dont  la 
surface  serait  recouverte  d'une  masse  de  densité  proportionnelle  en  chaque  point 
à  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  en  ce  point,  positive  sur  la  nappe  de 
droite,    négative   sur    la    nappe    de  gauche.   Alors,   en  se  servant  du  théorème 
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d'Ivory,  l'auteur  démontre  que  les  surfaces  de  niveau,  enlie  les  deux 
nappes,  sont  les  liyperboloïdes  à  deux  nappes  homofocaux  à  rhypeiboloïde 
considéré. 

On  peut  retrouver  ecs  résultats  et  les  généraliser  de  la  manière  suivante. 
Considérons  une  famille  de  surfaces  du  second  degré  à  centre,  de  même  espèce 
(ellipsoïdes  ou  liyperboloïdes  à  une  nappe  ou  hyperboloïdes  à  deux  nappes; 
dans  ce  dernier  cas,  nous  ne  considérerons  qu'une  des  deux  nappes).  Soit 


l'équation  générale  de  ces  surfaces.  Imaginons  que  l'une  d'entre  elles,  par 
exemple  la  surface  F„  correspondant  à  t  =  o,  soit  recouverle  d'une  masse 
matérielle  dont  la  densité  soit,  en  chaque  point,  proportionnelle  à  la  dislance 
du  centre  au  plan  tangent  en  ce  point.  Si  Ton  établit  entre  les  points  de  F,,  et 
ceux  de  F^  une  correspondance  par  les  formules 


on  imaginera  la  surface  F,  également  recouverle  dune  masse  matérielle  de 
manière  que  les  masses  qui  recouvrent  deux  portions  correspondantes  de  F„  et 
de  F,  soient  égales.  Dans  ces  conditions,  deux  surfaces  F^  et  F^  déterminent 
dans  l'espace  trois  régions  :  une  région  moyenne  et  deux  régions  latérales. 

Le  potentiel  du  système  F^  —  F^  est  constant  dans  chacune  des  régions 
latérales  ;  dans  la  région  moyenne,  au  contraire,  les  surf  aces  de  niveau  sont 
les  surfaces  homofocales  aux  surfaces  F^  et  F^. 

Dans  le  cas  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  le  théorème  est  vrai,  même 
si  F^  et  Fj  sont  deux  nappes  d'espèce  différente;  lorsque  ce  sont  les  deux  nappes 
d'un  même  hyperboloïde,  on  retrouve  le  premier  théorème. 

Dans  le  cas  des  ellipsoïdes,  en  faisant  augmenter  b  indéfiniment,  on  reirouve 
les  théorèmes  de  Chasles. 

Les  démonstrations  des  théorèmes  énoncés  ont  exigé  l'emploi  il'intégrales 
définies  étendues  à  l'infini;  l'auteur,  dans  les  derniers  numéros  de  son  article, 
démontre  que  ces  intégrales  ont  un  sens. 


JOURNAL  FUR  DIE  RELNE  UAD  ANGEWANDTE  MATHEMATJK; 
Tome  CXXX;   1905. 

Jung  {Heinrîch).  —  Certaines  fonctions  tliêta  spéciales  de  quatre 
variables.  (i-25). 

Ce  Mémoire  se  rattache  à  un  Mémoire  précédent  du  même  auteur  publié 
dans  le  même  Journal  (t.  CXXVI,  p.  i-5i),  lequel  généralisait  lui-même  cer- 
tains résultats  obtenus  par  F.  Schotlky  dans  un  important  Mémoire  sur  les 
fonctions  caractéristiques  des  aires  symétiiques  planes  (même  Journal,  t  CVI, 
p.  199-268). 
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Considérons  un  corps  algébrique  de  genre  2 

K[p.  v'{p  —  ei)...{p  —  e^)]  =  K(p,  q) 

ol  adjoignons  à  ce  corps  la  racine  carrée  z  d'une  fonction  rationnelle  H{p,  q); 
l'auteur  suppose  celte  fonction  d'ordre  10,  admettant  un  pôle  donné  "^  d'ordre  10, 
six  zéros  donnés  -,,  ...,  -5  d'ordre  i  et  deux  autres  zéros  Oj,  p,  du  second 
ordre.  Le  corps  algébrique  ainsi  obtenu 

Iv(v''h)  =  K(s) 

est  de  genre  6.  Il  admet  six  intégrales  de  première  espèce  indépendantes:  deux 
/;■)  et  t(-\  qui  sont  des  intégrales  de  première  espèce  du  corps  K{p,q)  de 
genre  2,  et  quatre  qui  sont  de  la  forme 


r 


R  (  p.  q  )  dp 


Les  fonctions  tlièta  de  deux  variables  qui  appartiennent  au  corps  K(/>,  q  ) 
sont  désignées  par  la  notation  Sr(t;  |  T)  ou  2r.  Les  fonctions  qu'on  en  déduit  en 
doublant  les  périodes  sont  désignées  par  6.  Quant  aux  fonctions  thêta  de  six 
variables  qui  appartiennent  au  corps  K(5),  certaines  d'entre  elles  peuvent  être 
représentées  par  des  sommes  de  produits  d'une  fonction  'li  par  une  fonction 
thêta  de  quatre  variables,  désignée  par  la  lettre  9. 

Ce  sont  ces  fonctions  thêta  de  quatre  variables  qu'étudie  l'auteur;  il  suppose 
que  dans  ces  fonctions  9  on  remplace  les  quatre  arguments  par  les  quatre 
intégrales  de  première  espèce  de  la  forme 


/ 


W^p.q)  dp 


supposées  prises  entre  deux  points  -  et  -'  de  la  surface  de  Riemann  du 
corps  lv(s);  il  désigne  par  t^^\  < -'  et  f'^'),  t'"--  les  valeurs  de  fC  et  ^t-)  corres- 
pondant à  ces  deux  points  -::  et  ■;:'. 

Les  fonctions  -f ,  paires  et  impaires,  sont  au  nombre  de  4'  =  256.  Chacune  admet 
une  caractéristique 

■  [Xj,    u.^,     1X3,    [l^~ 


où  les  a  et  les  v  sont  égaux  à  o  ou  \.  L'auteur  décompose  relie  caractéristique 
en  deux  parties  : 

\''„  -'il         '     \  ''3.  '^/ 

Parmi  les  caractéristiques  A",  il  y  en  a  six  impaires  auxquelles  l'auteur  donne 
les  indices  i.  2.  ...,  6et  dix  paires  auxquelles  il  donne  les  indices  128,  124,  . . ., 
456;  les  caractéristiques  d'indices  128  et  4^6  par  exemple  sont  égales. 

Les  caractéristiques  A,  sont  de  la  forme  w^Tj  (  x,  ^  =  o,  i,  2,  3)  en   posant 


o     0/ 


o      \ 
o     o 


:> 


»J     =   0>,  OJ,, 
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Cela  étant,  les  64  fonctions  9  sont  déterminées  par  leurs  ciiraclérisliqiies.  les- 
quelles sont  (le  la  forme 

chacune  d'elles  appartient   à  l'une  des  périodes  <j)^.   Parmi  ces    /5')   fondions. 
120  sont  impaires  et  i36  sont  paires. 

L'auteur   exprime  ces  fonctions   9  au    moyen   des  fonctions  '1/  cl  de  certains 
cléments  simples  L(^,  t')  définis  jiar  la  formule 

L(it,  r)  =  L[^.'),  ro),  ;(■-),  i'W]  ^  "'^L'  '      J. 


\P  —  ^■,.  V  P  —  «■-.. 


S:  est  l'une  des  fonctions  thêta  impaires  qui  appartiennent  au  corps  Kl/»,  q)', 
■X  est  l'un  des  indices  i,  2,  ..-,6,  convenablement  choisi;  a  est  une  constanic 
qu'on  peut  choisir  de  manière  que  L  soit  indépendant  du  choix  de  la  fonction 
impaire  2;. 

Bornons-nous    à    indiquer   les   résultats   relatifs   aux   fonclinns   f    ([ui    uppîir- 
tiennent  à  la  période  o. 

a.  Les  fondions  impaires  sont  de  la  forme  »_.  ,^.  où  \  prend  les  valeurs  o,  i,  3,  .^ 
et  a  les  valeurs  1,  ?,...,  6.  (^n  a 


où  s„  désigne  la  somme  des  valeurs  de  l'intégrale  t,  f-'^  et  <'->  pour  les  trois 
points  1:^,  p,,  p.,,  cette  intégrale  étant  prise  à  partir  de  -^,.  (Hiant  à  C,^  c'est 
une  constante. 

b.  Les  fonctions  paires  sont  données  par  la  formule 

C       K 

où  s^o.,  désigne  la  somme  des  valeurs  de  t  pour  les  cinq  points  r.,^,  -j,  -.,,  o,,  p^. 
Quant  à  C^o  ,  c'est  une  constante;  E  est  un  facteur  transcendant  d  l'on  a  posé 

L^..,=  L(i  -  tJL{t-t.)L{t-  /.,), 

K?.-;=  L{t'—  tj  L{t'—  t,)  L{f—  t.,).  • 

c.  Les  zéros  des  fonctions  paires   sont  désignés  par  c_. ^j.,  et  sont  donnés  par 
la  formule 

où  l'on  a  posé 

A'  =  lim --• 

i  =  r  L(t-  t') 

d.  Enfin  les  constantes  C^^,  C^a.,  sont  données  par  les  formules  suivantes, 

(,^   ^ ^;in(a!5)„ 

(a?)o(«T)o(«2)o(ae)„(a!;)/ 
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où  /i„  est  une  constante  indépendante  des  indices  a,  p,  y  et  où  l'on  a   posé 

En  général,  les  fonctions  thêta  de  quatre  variables  dépendent  de  lo  modules; 
mais  ici  il  n'y  en  a  que  neuf,  à  savoir  les  six  zéros  t,,  ...,  TTg  de  H(/?,  q)  et 
les  trois  modules  des  fonctions  thêta  de  deux  variables  (désignées  par  la 
lettre  'h).  11  en  résulte  qu'il  doit  y  avoir  une  équation  entre  les  zéros  des  fonc- 
tions o,  équation  qui  n'existe  pas  dans  le  eus  général.  L'auteur  indique  com- 
ment on  pourrait  former  cette  équation  en  partant  de  l'hypothèse  que  les 
arguments,  étant  remplacés  par  des  intégrales  de  première  espèce,  ne  sont  pas 
absolument  indépendants. 

Schlesinger  {Ludivig).  —  Sur  la  ihéoiie  des  équations  différen- 
tielles linéaires  raltacliée  ;iii  problème  de  Rieniann  (troisième 
Mémoire).  (26-46). 

Ce  Mémoire  est  la  suite  de  deux  Mémoires  précédents  (même  Journal, 
t.  CXXIII,  p.  i38-i73;  t.  CXXIV,  p.  292-319).  L'objet  général  de  ces  Mémoires 
est  l'étude  de  ce  que  l'auteur  appelle  le  problème  de  Riemann,  qu'on  peut  for- 
muler de  la  manière  suivante  : 

Étant  donnés,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  x,  -  points  a,, 
«.,  ...,  a^  (ju'on  suppose  joints  au  point  00  par  z  coupures:  étant  données 
d'autre  part  z  matrices  d'ordre  n,  A,,  A^,  ...,  A^,  auxquelles  on  adjoint  la 
matrice 

A,+i=  A7'A;'...  A^'; 

trouver  n  fonctions  y,,  y„,  •  ■  -i  JK„  uniformes  au  voisinage  de  tout  point  x 
différent  de  a,,  ...,  a^,  x  {et  n'admettant  comme  points  singuliers,  en 
dehors  de  ces  î -i- i  points,  que  des  pôles),  non  indéterminées  au  voisinage 
de  «,.  ...,  a^,  X  et  subissant,  lorsque  x  tourne  dans  le  sens  direct  autour 
de  a.,,  la  substitution  X.,. 

Tous  les  systèmes  de  fonctions  satisfaisant  à  ces  conditions,  les  points  o,, 
rt„,  ...,  rt,  et  les  substitutions  A,,  ...,  A^  étant  supposés  fixés,  sont  dits  appar- 
tenir à  la  même  espèce  (Art).  Le  système  de  fonctions  est  dit  appartenir  à  la 
classe  principale  de  cette  espèce  si  les  fonctions  jk,  n'admettent  aucun  point 
singulier  autre  que  a,,  . . .,  a^,  ce. 

L'auteur,  dans  son  premier  Mémoire,  avait  démontré  l'existence  des  systèmes 
de  fonctions  d'une  espèce  donnée  dans  le  cas  où  les  racines  des  équations  fon- 
damentales relatives  aux  substitutions  A,,  A„,  ..  ,  A^^,  sont  toutes  de  module 
égal  à  l'unité,  il  s'était  appuyé  sur  la  théorie  des  fonctions  zêtafuchsiennes  de 
Poincaré. 

Dans  ce  nouveau  Mémoire  l'auieur  ne  fait  aucune  hypothèse  sur  les  substitu- 
tions A[,  A„,  ...,  A^_,  et  donne  une  démonstration  toute  différente  de  la  pre- 
mière et  s'appliquant  à  ce  cas  plus  général.  Il  appelle  matrice  de  l'espèce 
donnée  une  matrice  (y,.,)  dont  la  -/.'•='""  colonne  est  formée  d'un  système  de 
n  fonctions  de  l'espèce  donnée,  le  déterminant  {yi^)  n'étant  pas  identiquement 
nul.   Si  (jj'j"',  ui'^\ ,  wJI''  sont  les   racines  de   l'équation   fondamentale  relative 
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à  A,,  eL  si  l'on  pose 


2  r.  \'  —  I  27:  y  —  1 

les  quantités  r-"'  ne  sont  définies  qu'à  des  entiers  près.  Choisissons  ces  quan- 
tités d'une  manière  déterminée,  sous  la  seule  condition,  toujours  possible  à 
réaliser, 

<7-t-l     n 

X  =  1  •/.  =  1 

II  est  alors  possible  de  trouver  une  matrice  (  z-.^)  de  l'espèce  donnée  et  de  la 
classe  principale,  telle  que,  pour  chaque  système  de  fonctions  servant  à  former 
cette  matrice,  les  exposants  correspondant  aux  points  singuliers  a-^  soient 
r^}',  r'^-\  ...,  r[,^',  le  déterminant  |  5,^  |  ne  s'annulant  pour  aucun  point  différent 
de  a,,  ....  a^,  x.  Cette  matrice  est  déterminée,  sauf  qu'on  peut  encore  la  mul- 
tiplier à  droite  par  une  matrice  constante  quelconque  de  déterminant  différent 
de  zéro;  on  achèvera  de  la  déterminer  en  ajoutant  la  condition  que  pour  x  =^  a:,) 
elle  se  réduit  à  la  matrice  unité.  Cette  matrice  satisfait  à  un  sjstème  d'équa- 
tions ditTérentielles  linéaires  de  la  forme 


^')  è=I]"^2 


oii  les  coefficients  .\x^  sont  constants. 

Lorsque,  dans  l'équation  différentielle  (i),  on  se  donne  ap  a,,  ...,  a^,  ainsi 
que  les  formes  canoniques  (a|.^'')  des  matrices  {A\';')  pour  chacun  des  s  +  i  points 
singuliers  a^,   ...,  a^.,  x  en  posant 

les  coefficients  >1,J'  dépendent  encore  de  constantes  arbitraires  6,,  ...  dont  le 
nombre  N  est  au  plus  égal  à  n-s  —  (5  -H  i)  «-f-  i.  Les  substitutions  Aj,  A^,  . . ., 
A^,  A^^j  que  subissent  les  matrices  intégrales  de  (1)  pour  chaque  point  singu- 
lier sont  déterminées  quant  à  leurs  formes  canoniques,  mais  dépendent  encore 
de  N  constantes  arbitraires  Pj,  ....  Les  jj  sont  des  fonctions  transcendantes  en- 
tières des  b;  mais,  de  plus,  à  deux  systèmes  différents  de  valeurs  des  b  corres- 
pondent deux  systèmes  différents  de  valeurs  des  'i. 

Cela  étant,  la  démonstration  de  la  possibilité  du  problème  de  Riemann  revient, 
les  points  a;,  . . . ,  a^  et  les  substitutions  A,,  ...,  A^  étant  donnés,  à  la  démon- 
stration de  l'existence  de  coefficients  A'-';,'  tels  que  les  substitutions  correspon- 
dant à  l'équation  différentielle  correspondante  (i)  soient  précisément  les  sub- 
stitutions données  Aj,  ...,  A^,  A^^,.  L'auteur  donne  cette  démonstration  dans 
le  cas  particulier  où  les  diviseurs  élémentaires  de  ces  s  -+- 1  substitutions  sont 
tous  simples  et  distincts.  Dans  ce  cas,  les  formes  canoniques  des  <j  -t- i  matrices 
inconnues  (-4/^)  sont  faciles  à  déterminer  (une  fois  fixées  les  déterminations 
des  quantités  r"  satisfaisant  à  la  relation  Zr ''  =0);  elles  ne  dépendent  que 
des  formes  canoniques  des  matrices  A,,  ...,  A^^p  Les  quantités  A'-'.;^^  dépendent 
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iilors  de  N  constantes  arbitraires;  l'auteur  montre,  en  s'appuyant  sur  la  më- 
Ihode  de  continuité  de  Poincaré,  qu'on  peut  disposer  de  ces  constantes  de  ma- 
nière que  les  substitutions  relatives  aux  17  +  1  points  singuliers  soient  précisé- 
ment les  substitutions  données. 

Cette  démonstration  a  l'inconvénient  de  ne  donner  aucun  moyen  pour  le 
calcul  eflectif  des  quantités  ^jj^' :  les  séries  zétafuchsiennes  de  Poincaré  permet- 
taient ce  calcul,  mais  dans  le  cas  seulement  où  les  substitutions  Aj,  ...,  A„, 
A^^i  satisfont  aux  conditions  de  convergence  de  ces  séries  zèlaluclisiennes. 

Ce  que  l'auteur  a  précédemment  démontré  sur  la  manière  dont  les  fonctions^, 
dépendent  de  a^.   ...,  a^  s'étend  au  cas  général  traité  dans  le  présent  Mémoire. 

Lerch  {M.).  —  (Quelques  développemeuls  en  séries  de  la  fonction 
gainma  incomplète.  (47-65). 

Il  s"agit  di-  la  fonction 

Q(a,w)=  /      x''-^e--^dx        (co>o). 

On  obtient  d'abord  un  certain  nombre  de  développements  en  partant  du  dé- 
veloppement de  la  fonction 


développement  convergent  pour  |  ^  [  <  i,  où  l'on  a  posé 

V 

W.A^>)  =  e-^'  y  (-1)" 


^  .       .  _.  /  V  —  I  \  w 


a  —  I 
a  =  i 
On  a,  quel  que  soit  v, 

—  (I) 

On  obtient  ainsi  les  formules 


'0(— a,  w)    =      ^   y'v(w) 


a  (  a  -t-  I  )  (  rt  +  2  ) . . .  (  a  -t-  V  )  ■ 
v  =  o 

V  =  00 

j"  0  (  1  —  «,  w  )  —  —  7    <I',,  (  w  )  - — 
^a  (a 


V  I 


(  a  4-  1  )  (  o  -+-  2  ) . . .  (  a  -t-  V  ) 

V  —  1 

valables  lorsque  la  partie  réelle  de  a  est  plus  grande  que  1  ;  puis  la  formule 

r(«) 


"-^I^-.c^)"'; 


v  =  l 


valable  qiian  I  la  partie  réelle  de  a  est  positive. 

On  arrive  à  un  autre  genre  de  séries  en  partant  de  la  fonction  de  la  variable 
réelle  ?, 

^-1       r  (  a  -H  c  -+-  itn  -+-  ili,  ) 


>'-(?) 


(  c  -+-  itn  +  itl  )  w'-'+'H'— ;) 
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où  w  est  réel  et  positif,  ainsi  que  t;  c  est  un  nombre  réel  et  positif  tel  (juc  hi 
partie  réelle  de  a -h  c  soit  positive.  On  ol)tient 


„  ,         ,          t    \~\  r  (i  —  c  —  nti  )           \  {  a) 
Q(a,i)=  —   > : ■ 


e    '    —  I 


"  =  o  «l(a -i- «)  \e  '  —1/       '"  =  ' 

la  dernière  série  du  second  membre,  en  faisant  par  exemple 

c  =  t  =  1, 

est  inférieure  à  io~^-"'  et  peut  par  suite  être  négligée.  En   faisant  tendre  c  vers 
zéro,  on  arrive  à  la  nouvelle  formule 

t    -c-i  V(  a  -  -  :t/i  )  ~-  V   ,(~n(i) 


Q(fl,  i)=  lYia)-^j^V{a)^—^ 


(-")" 


-"^qia.e    '     ). 


"  =  0/11  (a -H  n)\e  '   '"^"^  —i) 
On  obtient  enfin  un  dernier  genre  de  séries  qui  se  rattachent  à  la  série 


*  (  j:;  )  = 


(OJ  -h  JT  -i-  /(  )' 


OÙ  II  est  réel  et  positif.  On  arrive  ainsi  à  la  formule 

Q(i  —  s.  ?<(!))=    7    (  j  P(  /?j  +  I,  f<  )  S  (s  —  m  ). 

m  =  0 

OÙ  l'on  a  posé 

b     a)  =   >     ; — — , 

A^   (  W  -r-  «  )"  U" 


-£"' 


P  (  771  -I-  I ,  i<  )  =   /      e  -^  X'"  dx  ; 

pour  u  =  I    on  retrouve  une  formule  due  à   Hermite.  On  obtient  également  l;« 
formule  analogue 

go 

Q(i  — S.  Mw)  =  ^  (—!)"■/    ^^^"^1  lJ(m;-f-i,  m)  S,(s-^  m), 
où  l'on  a  posé 

00 

S,(a)  =  y  ,   g~'""""' 


p  (  m  ■+  1 ,  J<  )  =    /      e' Jc""  rfj7  =  ( —  1  )"'  m  !  e" 

'^  0 

pour  £i  =  I  on  retrouve  une  formule  due  à  Mellin. 


y(  —  ;/  'i  '' 
■ — — ^   " 

_v  =  0 
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On  ol)lient  enfin  un  développement  semi-convergent  par  la  formule  suivante  : 

u^'  '     '       ^  {inu-h  zy        2z'         z-       ^       ^       '       (av)!  ^    '    '' 

m  =  0  v  =  l,2, ... 

OÙ  l'on  a  posé 

2  V  — 

G{z,s).=  ^ 


i\  s(  x  -^  s).  .  .(  s  -{-  X i\ 


l'erreur  commise  clans  le  calcul  de  la  dernière  série  du  second  menibre  est  infé- 
rieure au  premier  terme  négligé.  Le  nombre  s  est  supposé  réel  et  positif.  La 
première  série  du  second  membre  est  liée  à  des  séries  étudiées  par  Malmsten. 
Lipschilz  et  l'auteur. 

Schur  (J.).  —  Sur  la  lliéorie  des  malrices  échangealjles.  (Ç>G--Ç)). 

{}n  système  de  matrices  linéairement  indépendantes  de  degré  n  définit  un 
groupe,  au  sens  de  Frobenius,  lorsque  les  produits  de  deux  quelconques  d'entre 
elles  se  déduisent  linéairement  des  matrices  données.  Le  groupe  est  dit  com- 
mutatif  lorsque  les  malrices  sont  échangeables  entre  elles.  L'ordre  du  groupe 
est  le  nombre  des  matrices  linéairement  indépendantes. 

L'auteur  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

L  L'ordre  d'un  groupe  commutatif  de  matrices  de  degré  n  est  au  phi  a 
égal  a     -r     "^''  ^"  désignant  par     -r     la  partie  entière  de  -j-- 

\L  Si  un  groupe  commutatif  G  de  matrices  de  degré  /i  >  3  est  d'ordre 
—     -f- 1 .  j7  pjeut  être  défini  par  la  matrice  unité  et  \   —\  matrices  telles  que 
tous  leurs  produits  mutuels  soient  nuls. 

IIL  D'une  manière  plus  précise,  si  n  est  pair  et  égal  à  im.  on  peut  tou- 
jours supposer,  en  transformant  au  besoin  le  groupe  par  une  matrice  P  de 

déterminant  différent  de  zéro,  que  le  groupe  G  d'ordre    —    =  m-,  qui,  avec 

la  matrice  unité,  définit  le  groupe  G,  est  formé  de  toutes  les  matrices  (a^,) 
dont  les  m  premières  lignes  et  les  m  dernières  colonnes  sont  formées  d'élé- 
ments tous  nuls. 

Si  n  est  impair  et  égal  à  2  m  -;-i,  on  peut  supposer  que  le  groupe  G  est 
formé  soit  de  toutes  les  matrices  (a„).  )  dont  les  m  premières  lignes  et  les 
m  -f- 1  dernières  colonnes  sont  formées  d'éléments  tous  nuls,  soit  de  toutes 
les  matrices  (a,>)  dont  les  7?i  h- :  premières  lignes  et  les  m  dernières  co- 
lonnes sont  formées  d'éléments  tous  nuls. 

Dans  le  cas  n  =  3,  il  faut  ajouter  le  cas  où  le  groupe  G  serait  formé  de 
toutes  les  matrices  de  la  forme 


a    0 

6     a    o , 
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Wallenberg  (Georg).   —  Sur  la  théorie  des  é(|ualion,s  clifTéren- 
tielles  de  Pviccali  du  second  ordre.  (77-B8). 

L'auteur  appelle  équation  différentielle  de  Riccati  du  second  ordre  toute 
équation  ciitTérentielle  dont  l'intégrale  générale  est  une  fraction  linéaire  par 
rapport  aux  deux  constantes  d'intégration.  Sa  forme  générale  est 

(B)      (.)•  -~a^)y"—  2j''-+  {b^+  b,y)y  +  d,,+  d,y  +  d..y-+  d.,y^  =  o. 

Ces  équations  ont  fait  l'objet  de  recherches  antérieures  de  Vessiot  et  de  l'au- 
teur lui-même. 


I.  Si  l'on  connaît  trois  intégrales  particulières  j',,  y^,  y^  de  l'équation  (B), 
l'intégrale  générale  est  donnée  par  deux  quadratures. 

Si  l'on  connaît  quatre  intégrales  particulières  jKj,  jKj,  y^,  J'4,  l'intégrale  géné- 
rale s'obtient  sans  quadrature. 

Si  l'on  connaît  cinq  intégrales  particulières  j',,  jv%,  jKj,  yi,  y^,  l'intégrale  gé- 
nérale est  donnée  par  la  relation 

Ciir —ri)   c^iy —y-.)  y—y^ 

7.(^4— ri)   r2(r4-.r.)  y^—y^ 

j'i— ri        y-.— y 2    y^—y?. 

où  Cj  et  Co  sont  des  constantes  arbitraires,  y,  et  y,  des  constantes  numériques. 

II.  Si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  y  =  t,  de  l'équation  différen- 
tielle (B),  le  premier  membre  de  (  B)  prend,  par  multiplication  avec  le  fac- 
teur ).(jK  — T, ),  où  A  ne  dépend  que  de  ^,  la  forme 


ce  qui  fournit  une  intégrale  première  — '  =  Cj,  où  Rj  et  H,  désignent  les  pre- 

miers   membres    de   deux   équations    de   Riccati    du   premier   ordre    admettant 
l'intégrale  commune  y  =  r,. 

Réciproquement,  pour  que  réijuation 

„  Ri  _  „  r'+  «io+«nr +  «nr'  _  ^ 


'y 


«sir  -*-  «a^r- 


définisse  une  intégrale  première  de  l'équation  (B),  il  faut  et  il  suffit  : 

1°  Que  les  équations  Rj  =  o,  R3  =  0  admettent  une  intégrale  commune,  racine 
de  l'équation 


(î'.ii— an)r  +  (^'a^— ai2)r'=  «î 


Qu'on  ait 


où  A,  est  le  discriminant  de  l'équation  du  second  degré  précédente. 

Enfin  l'auteur  indique  les  conditions   nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les 
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deux  équations 

R,  Ho 

définissent  deux   intégrales  premières  indépendantes  de  l'équation  (B). 
L'auteur  examine  ensuite  deux  cas  particuliers  : 

a,  =  1, 

a[2=    «32=   0. 

Stdckel  [Paul).   —  Sur  les   lignes  géodésiques  d'une   classe    de 
surfaces  dont  le  ds-  est  du  lype  de  Liouville.  (89-1  12  ). 

On. sait  que  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  dont  le  ds"  peut  se  metlre 
sous  la  forme 

ds''=[V{u)  —  \{v)]  {du-+dv-) 

peuvent  être  obtenues  par  des  quadratures.  Elles  sont  données  par  les  formules 

V  dv 


r     U  du  r 

J     v'U  —  a  J     V 

r       du  r       dv       _ 

J   \,u  —  x  J   ^7^^~ 


t  —  -, 


où  a,  p,  T  sont  des  constantes,  et  t  est  l'arc  de  la  courbe. 

L'auteur  se  propose  d'étudier,  pour  des  fonctions  U  et  V  satisfaisant  à  cer- 
taines conditions,  la  forme  non  de  la  courbe  géodésique  elle-même,  mais  de  son 
image  G  sur  le  plan  des  {u,v)  lorsqu'on  fait  la  représentation  conforme  de  la 
surface  sur  ce  plan. 

Il  cherche  pour  cela  à  appliquer  un  théorème  de  Staude,  généralisé  par  l'au- 
teur lui-même  (même  Journal,  t.  CXWIU,  p.  222-242).  Ce  théorème  permet, 
étant  données  les  équations 

es  (  «  )  du  r  "  '\i[  V)  dv 


r" cp ( » )  du r' 

Ja      \{u-a){\~u)f{u)       Ji^      vX^TZ 


b)  {M  —  V )  h{v ) 
■/  { Il )  du  r''  w (  i^ )  dv 


J„      v'("-a)  (A-  «)g-(u)      4,      v'(  t'  —  6  )  (  B  -  V  )  A-  (  r 


d'exprimer  u  et  v  en  fonctions  continues  et  doublement  périodiques  de  x  et  y, 
lorsque  les  fonctions  ç,  '^,  /,  ok  /,  g,  h,  k  satisfont  à  certaines  conditions  dans 
les  intervalles  (  a,  A  )  et  {b,  B).  Les  deux  couples  de  périodes  s'obtiennent  en 
prenant  les  doubles  des  valeurs  de  ;r  et  jk  pour  u  =  A,  v  =  b  d'une  part,  pour 
M  =  «,  t'  =  B  d'autre  jiart. 

Pour  que  ce  théorème  puisse  s'appliquer  à  l'élude  du  problème  que  se  pro- 
pose l'auteur,  il  est  nécessaire  de  faire  des  restrictions  importantes  sur  les  fonc- 
tions U  et  V  et  aussi  sur  le  domaine  du  plan  des  {u,  v)  dans  lequel  on  veut 
étudier  les  courbes  G. 

On  peut  jiar  exemple  supposer  que  la  courbe 

L{u)  —\{v)  =0 
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csi  ce  que  l'auteur  appelle  une  ovale,  c'est-à-dire  est  une  courbe  fermée  coupée, 
par  toute  parallèle  à  l'un  des  deux  axes  qui  la  rencontrent,  en  deux  points  et 
deux  points  seulement.  Si  a  désigne  alors  une  constante  assujettie  à  rester  dans 
un  intervalle  déterminé,  à  cette  constante  correspond  un  rectangle  K^  inscrit 
dans  l'ovale  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées  {a,b),  (a,\i),  (A, 6), 
(A,  B),  où  a  et  A  sont  les  deux  racines  de  l'équation 

L"  (  a  j  —  a  =  o 
et  ^  et  B  sont  les  deux  racines  de  l'équation 

y  (v)  —  a  =  o. 

Cela  étant,  si  l'on  se  donne  un  point  (  m„,  t'y )  intérieur  à  l'ovale,  ainsi  qu'une 
droite  A  de  coefficient  angulaire />„  passant  par  ce  point,  il  existe  une  ligne  G 
passant  par  {u„,v„)  et  admettant  pour  tangente  en  ce  point  la  droite  A;  à 
cette  ligne  G  correspondent  une  constante  a  et  un  rectangle  R„  inscrit  dans 
l'ovale.  La  ligne  G  reste  tout  "entière  intérieure  au  rectangle;  mais  sa  forme  est 
différente  suivant  la  nature  du  rapport  q  des  périodes 


du  r        fA 


sa  -  V 


Si  q  est  rationnel,  la  ligne  G  est  fermée;  au  contraire,  si  q  est  irrationnel, 
la  courbe  G  passe  une  inflnité  de  fois  aussi  près  qu'on  veut  de  tout  point  du 
rectangle. 

Si  on  laisse  fixe  le  point  (w„,  v^)  et  qu'on  fasse  varier  /7q,  le  rapport  q  est 
une  fonction  coritinue  du  nombre 

a  = —^  1 

à  moins  qu'il  ne  se  réduise  à  une  constante.  Dans  ce  dernier  cas,  toutes  les 
lignes  G  passant  par  (w,,,  Vg)  sont  de  même  nature;  sinon,  il  y  en  a  une  infinité 
qui  sont  fermées  et  une  infinité  qui  remplissent  tout  le  rectangle. 

Kiioblaucli  {>/•).  —  l-^a  connexion  des  formules  fondamentales  de 
la  théorie  des  surfaces.  (ii3-i43). 

I.  Il  existe  entre  les  formules  fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces,  celles 
de  Gauss,  de  Weingarten,  de  liodrigues,  par  exemple,  des  liens  étroits  qui  sont 
Souvent  méconnus.  Un  des  moj'ens  les  plus  simples  de  rendre  évidente  l'unité 
de  toute  la  géométrie  différentielle  est  de  fonder  les  formules  fondamentales  de 
la  théorie  des  surfaces  sur  la  théorie  d'un  système  simultané  de  deux  formes 
différentielles  quadratiques  ou,  plus  généralement,  d'une  forme  quadratique  et 
d'une  forme  bilinéaire.  Même  dans  les  parties  de  la  théorie  des  suifaccs  où  une 
seule  forme  différentielle  entre  en  jeu,  comme  dans  l'étude  de  la  déformation, 
l'introduction  d'une  nouvelle  forme  auxiliaire  peut  souvent  rendre  des  services. 
L'auteur  se  propose  d'étudier,  de  ce  point  de  vue,  les  formules  de  Gauss  et  de 
Weingarten,  ainsi  que  les  trois  formules  fondamentales  qui  s'en  déduisent. 

n.  Considérons,  en  même  temps  que  la  forme  différentielle  quadratique  A  qui 
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lionne  le  f/5-  de  la  surface,  une  forme  linéaire  t)Ro=  '"1  <"/"]+  m^du^.  On  peut 
mettre  simultanément  les  deux  formes  quadratiques  A  et  A  =  OHJ  sous  la 
forme 

A  =  OIL^  +  Oli?, 

A   =  LDW:.. 

L'invariant  L,  se  réduit,  si  OlLo  est  la  différentielle  do  d'une  fonction  de  m,,  m,» 
au  paramètre  différentiel  du  premier  ordre  de  Beltrami  de  la  fonction  9. 

Soit  maintenant  p„  une  forme  différentielle  linéaire  quelconque;  on  peut 
Joujours  l'exprimer  linéairement  en  fonction  des  formes  OÏL,  et  OIL^  : 

p^  =  t:,  Oft,  +  -;  OFL;  =  /?,  rfw,  +  /?2  du.^  ; 

>i  Pi,  =  d~.  l'auteur  désigne  — j  et  t.^  par  les  notations  S?iy,  Sr^s. 
Le-covariant  bilinéaire  de  p^ 

p  =  5  (/^j  dui-h  p.  diin)  —  d{pi  ôui-hp^  ou^) 

peut  de  même  s'exprimer  au  moyen  de  OIlj,  DTl„  et  des  formes  c^Tl,.  JIL,  qui 
ti'en  déduisent  en  changeant  rf  en  6;  soit 

On  trouve 

P 

oii  les  quantités  ijl^  ,^o  sont  les  coefficients  analogues  aux  •7:^0,  qui  s'introduisent 
<i,ins  le  calcul  du  covariant  bilinéaire  de  la  forme  OR,. 
Si  l'on  pose  pour  abi'éger 


'iii  a,  pour  une  fonction  9  quelconque,  la  relation 

-^2 -^ I  r  —  -^  1 -^2  V  —  S  1 -^  1 V  —  S^: -^2 ?• 

IL  L'équation  OFl,,  =  o  ou  01^2=0  définit  sur  la  surface  une  courbe  c  (et 
même  une  infinité),  l'équation  01ti=o  une  courbe  c'  orthogonale  à  c.  Alors 
S;,tp  ou  0C5  n'est  pas  autre  chose  que  l'accroissement  infiniment  petit  de  la  fonc- 
tion 9  relatif  à  un  déplacement  le  long  de  la  courbée,  divisé  par  l'élément  d'arc 
de  cette  courbe;  0»  joue  un  rôle  analogue  relativement  à  c'.  L'auteur  introduit 

les  neuf  quantités 

X  =  &x,         B  =  Qy,  C  =&z, 

\'=:&'X,  B'=0'jK,  C  =  Sz 

<.t  les  cosinus  directeurs  \,  Y,  Z  de  la  normale  à  la  surface. 
Les  formules  de  Gauss 

'I   I  ôx   _  ^^ 

2    \  du^  ~     '  ' 

2    1  ou., 
2       Ou. 


O'X                    \ 

1 1 

)    ÔX 

du\              { 

I 

\ôu, 

ff-X              \ 

1   1 2 

1  Ox 

Ou^  Ou.,        ( 

)cnr, 

0-x 
oui 

p2 

1  ôx 

\  ou, 
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peuvent  êlre  modifiées  en  introduisant  les  quantités  0A,  0A',  B' A,  B'A'.  Con- 
sidérons les  deux  formes  diflérentielles  bilinéaires 

B  =  L  du^  cui  -I-  M  (  du^  ou.,  -4-  du^  o«<,  )  +  N  du.  Zit^  ; 

'^z=x,  ces  deux  formes  ne  dillérent  que  par  le  facteur 

X  =  v/i-  l'x, 

où  A^x  est  le  paramétre  diirérenliel  du  premier  ordre  de  x.   L",iuteur  considcre 
plus  généi-alement  le  covariant  de  CliristolTel  de  la  forme  p„ 

àp,        v"  ^  '^''  ,    , 

"     ■  "M,  ou,  ; 


^-irû-1  :  ", 


ce  covariant  se  réduit  à  <I>  si  p„  =  do.  Ou  peut  mettre  p  sous  la  (urmc 


P=2-„30ii„;)rLj 


a,  ;■> 
et  le  calcul  donne 

+  (Sr,  Tr,+  g:  ^1  )  oiuôrï,  +  (SjTi,-  g-^^,  )  or^ïïîT, . 

De  même  B  se  met  sous  la  forme 

B  =  /lOlCiÔîT,-}-  f(OrL,ÏÏir,-h  Orc.ÔÎL,)  -\-n'D]L.,T)K,. 
On  déduit  de  là,  en  faisant  p„  =  dx,  les  formules 

0A  =      g^X'-hnX,         0'A  =_  o-^A'+^X, 
0A'  =  — o-,  A  M- ^X,  0'A'=      g„\^n\. 

m.  En  calculant  dX  par  des  méthodes  analogues  à  celles  des  nuim  lus  précé- 
dents, on  trouve  les  formules  de  Weingarten 

0X=  — «A  — ^A',         0'X  =— ^A  — «A'. 

IV.  En  écrivant  les  conditions  d'intégraljilité  des  formules  de  Gauss-Wcin- 
garten,  on  obtient  tr(jis  nouvelles  équations  fondamentales.  L'auteur  y  arrive 
en  introduisant  la  forme  quadratique 


r  =  y  c,j  du^  du,  =  <1>  —  V^i  -  A'  -f  B 
et  le  covariant  de  Weini;arten 
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où  l'on  cl  posé  

T  =  v^EG  —  F', 


ik 


Si  l'on  exprime  W„(r)  en  fonction  linéaire  de  DIL,  et  Oli.,  les  coefficients 
seront  évidemment  nuls.  On  arrive  ainsi  à  trois  équations 

%'  II—  %t  +  2tg^_—  {n  —  n')gi=  o, 

Qn'  —  €)'  t  -\-  2tgi —  («' —  n  )j§'2=  O) 

nn'—r-=e'g^+eg,-g\  —  gi. 

Le. second  membre  de  la  troisième  équation  dépend  en  apparence  de  la  forme 
linéaire  0\L^,  mais  en  réalité  il  n'en  dépend  pas  :  c'est  la  courbure  totale  de  la 
surface. 

Wiernsberger  {Paul).  —  Sur  les  polygones  réguliers  et  les  radi- 
caux carrés  superposés,  [i^^-ioi). 

Les  côtés  des  polygones  réguliers  de  rayon  i,  admettant  un  nombre  de  côtés 
qui  est  une  puissance  de  2,  s'expriment  par  des  radicaux  carrés  superposés  por- 
tant sur  le  nombre  2  et  séparés  par  les  signes  +  ou  — .  Si  le  nombre  des  côtés 
n'est  pas  une  puissance  de  2,  on  obtient  une  expression  formée  d'une  infinité  de 
radicaux  carrés  superposés,  les  signes  -4-  et  —  se  succédant  périodiquement,  au 
moins  à  partir  d'un  certain  rang.  Ce  qui  précède  conduit  l'auteur  à  de  nouveaux 
développements  infinis  convergents  pour  le  sinus  et  le  cosinus. 

Si  X  est  un  nombre  réel  compris  entre  o  et  i,  il  peut  toujours  être  développé 
suivant  une  série  de  la  forme 

^"^\  "^■'^'i'^'^^i  +•••+''^1-1^  +•••' 
où  les  Tij  sont  égaux  à  ±1.  En  posant  alors 

"^h—   ^1^3'  ••'/.' 


sin-a;=:  -V^  +  EiVs-h., 


^hV^ 


v^-^y^ 


£;.V/2+.... 


StaliL  [Hermann). —  Les  fonctions  abéliennes  de  trois  variables. 
(153-196). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  d'exposer  d'une  manière  élémentaire  les  recherches 
de  Schottky  sur  les  fonctions  abéliennes  de  trois  variables.  Alors  que  Riemann 
et  Weber  partent  de  la  courbe  générale  du  quatrième  degré  de  genre  3  et  ar- 
rivent à  la  solution  du  problème  de  l'inversion  par  les  fonctions  thêta,  Schottky 
part  des  relations  entre  les  fonctions  thêta  et  en  déduit  les  équations  différen- 
tielles algébriques  du  problème  de  l'inversion  :  il  est  ainsi  conduit,  non   à  une 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2=  série,  t.  XXXIIL  (Juin  1909.)  R.ti 
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courbe  tlii  qualriéiiie  degré,  mais  à  vine  courbe  du  sixième  degré  à  sept  points 
doubles.  L'uuleur,  dans  son  exposition,  commence  par  traiter  le  problème  algé- 
brique, puis  passe  au  problème  transcendant  de  l'inversion. 

I.  Si  l'on  désigne  par  (a),  (ji),  (y),  (o),  (y.),  (X),  (p.)  un  système  fonda- 
mental de  sept  caractéristiques  impaires,  satisfaisant  à  la  relation 

(apYÔxXp.)  =  0, 

on  peut,  par  composition,  en  déduire  les  21  autres  caractéristiques  impaires 
sous  la  forme  (a^),  («y),  •.-,  (^JJ-),  et  les  35  caractéristiques  paires  autres 
que  (0)  sous  la  forme  (  «py  ),  •  • .,  (x)i[A). 

A  chacune  des  sept  caractéristiques  fondamentales  (a)  on  fait  correspondre 
un  point  (a„,  éjj,  Cjj  ).  On  a  ainsi  sept  points  qui  dépendent,  en  choisissant  conve- 
nablement le  triangle  de  référence,  de  3/>  —  3  =  6  arbitraires  qui  sont  les  mo- 
dules de  Riemann.  A  ces  points  l'auteur  fait  correspondre  certaines  constantes 
/aPY'  Sa  l*^'  sont  respectivement,  au  signe  près,  le  déterminant  des  coordonnées 
des  points  (a),  (p),  (y)  et  le'déterminant  des  carrés  et  des  doubles  produits 
des  coordonnées  des  six  points  autres  que  (a). 

L'auteur  introduit  ensuite  21  fonctions  F(,h  du  premier  degré  en  x,  y,  z,  dont 
chacune  s'annule  pour  deux  des  sept  points  fondamentaux,  et  21  fonctions  G„. 
du  second  degré,  dont  chacune  s'annule  pour  cinq  des  sept  points  fondamen- 
taux. Il  s'introduit  de  même  28  fonctions  H  du  troisième  degré  :  d'abord 
21  fonctions 

qui,  égalées  à  zéro,  représentent  des  cubiques  passant  par  les  sept  points  fonda- 
mentaux et  admettant  pour  points  doubles  les  deux  points  d'intersection  p^o, 
q^^  de  la  droite  l'aB=  o  et  de  la  conic(ue  G(jg=  o;  ensuite  sept  fonctions  H^^qui, 
égalées  à  zéro,  représentent  des  cubiques  passant  par  les  sept  points  fondamen- 
taux et  admettant  pour  point  double  le  point  (a).  11  existe  entre  ces  différentes 
fonctions  de  nombreuses  relations  entières  dont  les  coefficients  dépendent  des 
constantes /„R,  g^^  et  que  l'auleur  établit. 

La  considération  des  fonctions  H^^  conduit  à  trois  nouvelles  fonctions  \,  Y,  Z, 
du  troisième  degré,  qui  satisfont  à  la  relation 


et  telles  qu'on  ait 


a;X  -)-j'Y  +  zZ  =  o 
H^  =  a„  X  H-  b^  Y  -+-  c„  Z, 


les  constantes  a^^g,  b^a,  c^o  dépendant  des  autres  constantes  introduites. 

Le  déterminant  fonctionnel  de  X,  Y,  Z  fournit  une  fonction  L  du  sixième  degré 
qui,  égalée  à  zéro,  représente  une  courbe  du  sixième  degré  jouissant  des  pro- 
priétés suivantes  : 

a.  Elle  admet  les  sept  points  fondamentaux  comme  points  doubles; 

b.  Au  point  (a)  ses  deux  branches  touchent  les  deux  branches  de  courbe  de 
la  cubique  H^  =  o; 

c.  Elle  passe  par  les  21  couples  de  points /)„o,  q^o- 

C'est  celte  courbe  L  =  o,  de  genre  3.  qui  va  servir  pour  édifier  la  théorie  des 
fonctions  abéliennes  de  trois  variables.  Si  l'on  regarde  le  point  (  x^  y,  z  )  comme 
appartenant  à  cette  courbe,   il   existe  entre  les  fonctions  algébriques  F^»,  G^o, 
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U^,  H^o  (le  nouvelles  relations.  L'auteur  introduit  une  fonction  R  du  septième 
degré 

indépendante  des  indices  a,  p,  ...,  [x;  on  a  en  particulier 

L'équation  L  =  o  entraîne  entre  X,  Y,  Z   une  relation  algébrique  entière  du 
quatrième  degré 

M(X,  Y,  Z)  =0. 

On.  a  ainsi  deux  courbes  qui  admettent  l'une  dans  l'autre  une  transformation 
birationnelle.  L'équation  M  ^  o  peut  s'écrire  de  bien  des  manières  sous  une 
forme  irrationnelle  simple,  le  premier  membre  de  la  nouvelle  équation  étant 
une  somme  de  trois  radicaux  carrés  portant  sur  le  produit  de  deux  fonctions  H, 
c'est-à-dire  de  deux  fonctions  du  premier  degré  en  X,  Y,  Z.  Il  en  résulte  que 
dans  le  plan  (X,  Y,  Z)  les  droites  H^=  o,  Hjjo=  o  représentent  les  28  tangentes 
doubles  de  la   courbe  M  =  o. 

L'intégrale  de  première  espèce  la  plus  générale  attachée  à  la   courbe  L  =  o 
ou  à  la  courbe  M  =  o  est  de  la  forme 


=/- 


(Xdx-hY  dy-hZdz) 
R 


en  désignant  par  H  une  adjointe  quelconque  à  L  =  o,  du  troisième  degré  en  x, 
y,  z  (ou  une  fonction  du  premier  degré  en  X,  Y,  Z). 

L'auteur  introduit  maintenant  de  nouvelles  fonctions  entières  dépendant  non 
plus  seulement  des  coordonnées  {x,y,  z)  d'un  point  arbitraire,  mais  encore 
des  coordonnées  (;,  r,,  ^)  d'un  autre  point  arbitraire.  En  désignant  par  une 
grande  lettre  accentuée  ce  que  devient  une  fonction  quand  on  y  remplace  x, 
y,  z  par  E,  t,,  Ç,  il  pose 

P  =  |X  +  t,Y-4-î;Z,        V  =  xX' +  yT -h  zZ\ 

dP'  ()]?'  ÔV  /^ÔP  dP       ^dP\ 

^  Cç  â-i\  d^  \    dx  dy  oz  / 

Si  l'on  prend  le  point  {\,  r,,  Ç)  sur  la  courbe  L  =  o.  on  a 

/)logX'  r)logY'        _rylogZ' 


„,/     (l\os,\'            rMogY  rHogZ -x 

>'S'=  P'[x 1 \-y p hz — -S^-   . 


La  courbe  L  =  o  a  en  commun  avec  : 

F  =  o,  18  points  :   le  point  ç,    les    sept  points  doubles  (a),  ...,   (|jl)  et  trois 

autres  points  s,,  s,,  £3; 
F'  =  o,  6  points  :  ;,  Ç,,  Ç.,  . . .,  %,^; 
S'=:o,  6  points  :  s,,  £01  ^aî  ?îi  ?"-  %l'> 
Q  =  0,  12  points  :  ?,  £,,  e^,  £3;  Ç„  ...,  Çj;  %\,  II,  ÇJ. 

Enfin  l'auteur  introduit  35  fonctions  '^^\^  définies  par  les  formules 
^,V=  ^'P'"""^".-- ^^"»"P"^+ ^^^'^«^'^V 
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y  étant  un  certain  coefficient  numérique 

et  4'x  étant  le  déterminant 

\x     ?    aj. 

Si  (?,  "0,  î^)  est  toujours  un  point  de  la  courbe  L  =  o,  la  courbe  'l'^/u,  =  o  est 
du  dixième  degré  et  a  en  commun,  avec  L  =  o,  60  points,  à  savoir  24  en  (a), 
(P).  (T)>  (S);  24  en  (x),  (X),  (ia);  puis  les  points  \,  e,,  Sj,  £3,  Ç,,  ...,  Ç^;  enfin 
trois  autres  points  ^fi^,  ç?/'',  ^^'l'. 

II.  L'auteur  remplace  dans  les  fonctions  thêta  les  trois  variables  par  les  va- 
leurs des  trois  intégrales  normales  de  première  espèce  prises  entre  les  points  % 
et  a;;  il  désigne  par  la  notation  £r((a))  la  fonction  de  x,  y,  z,  %,  t,,  Ç  qu'on 
obtient  ainsi. 

Chacune  des  64  fonctions  thêta  a  pour  indice  l'un  des  symboles 

[a],      ...,     M,     [ajî],     ...,     [Ajx],     [«[Jy],      •■.,     [vAjj.]     et     [o]. 

On  fait  correspondre  aux  sept  fonctions  impaires  de  caractéristiques  [a], 
[p]  ou  [[l]   les  sept  fonctions 

par  suite  la  fonction  •'^„((w)),  considérée  comme  fonction  de  x,  s'annule  pour 
les  trois  points 

La  fonction  £fo(«)  admet  pour  zéros  les  points  ;p  ;2,  %l;  la  fonction  ^^x{u) 
les  trois  points  i, p^i,  q^xi  et  enfin  la  fonction  Sr^-     les  trois  points  '^'■^■'^,  E*'i^,  if-^. 

Les  quotients  des  fonctions  thêta  s'expriment  algébriquement  d'une  manière 
très  simple;  on  a  en  effet  les  formules 

o,  ,,    ,v      =— n ?=="  (m  =  oo,  ...,[1,  ap,  ...,}.[x), 


2?o({"))       ^0  q.v/rr'v/h,h^H|^h;h-;,h[, 

Les  constantes  c„  et  c,^  sont  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions  2f„  et 
^xXn  pour 

Mj  =  Mj  =  «3  =  0. 

Quant  aux  constantes  l^,  elles  sont  définies  par  les  formules 
[.a„.((«))]  X'rfg-+Y'^-V+ZV/r- 

L         m  \\       '/Jx=ç  R'  "•      "* 

Les  quotients  des  fonctions  thêta  sont  ainsi  représentés,  si  l'on  suppose  que 
les  arguments  sont  remplacés  par  les  trois  intégrales  normales  de  première 
espèce  prises  entre  ;  et  x.  Si  l'on  suppose  au  contraire  que  chaque  argument  U,, 
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est  remplacé  par  une  somme  de  quatre  termes  dont  cliacun  est  la  /i'*""  intégrale 
normale  de  première  espèce  prise  entre  un  point  fixe  a,  et  un  point  variable  Xi 
({  =  0,1,3,3),  on  obtient  d'autres  représentations.  A  part  un  facteur  E  qui 
est  le  même  pour  toutes  les  fonctions  tbèta,  on  obtient  des  fonctions  algé- 
briques de  Xi),  a?!,  X.,,  Xj  exprimées  à  l'aide  des  fonctions  H,  F,  R  et  de  certaines 
constantes  r„,  r„,,  F  ^    ;  on  a  en  particulier,  au  signe  prés, 


L'auteur  établit  ensuite  un  certain  nombre  des  relations  entre  les  fonctions 
thêta  pour  arriver  à  la  détermination  des  quantités  c,,,  c.^^^  ,  /.^,  l^-^  au  mojen 
des  modules  (a„,6„,  c,  ). 

Ces  expressions  sont  indiquées  complètement  et  dépendent  de  deux  facteurs 
de  proportionnalité  /•  et  p. 

Fueter  {Rudolf).  —  La  ihéorie  des  rayons  de  nombres.   (197- 
237). 

On  connaît  le  théorème,  désigné  quelquefois  sous  le  nom  de  rêve  de  jeunesse 
(  Jugendtraum  ),  de  Kronecker  : 

Toute  équation  algébrique  qui,  dans  le  domaine  de  rationalité d' un  corps 
quadratique  imaginaire,  admet  un  groupe  abélien,  peut  être  résolue  au 
moyen  de  racines  de  l  unité  et  de  racines  des  équations  de  la  multiplica- 
tion complexe. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  général,  à  la  démons- 
tration duquel  le  présent  article  apporte  une  contribution  et  qui  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Étant  donné  un  corps  de  Galois  le,  il  existe  un  système  de  fonctions  four- 
nissant les  racines  de  toutes  les  équations  abéliennes  dans  le  domaine  de 
rationalité  A.  lorsqu'on  donne  à  l'argument  de  chacune  de  ces  fonctions  des 
valeurs  appartenant  à  un  domaine  bien  déterminé,  correspondant  à  la 
fonction  considérée  et  appartenant  à  k. 

La  théorie  des  fonctions,  l'Algèbre  et  la  théorie  des  nombres  ont  toutes  les 
trois  un  rôle  à  jouer  dans  la  démonstration  de  ce  théorème.  Dans  le  présent 
Mémoire,  l'auteur  se  place  uniquement  au  point  de  vue  de  la  théorie  des 
nombres,  La  première  Partie  seule  du  Mémoire  est  d'ailleurs  publiée  dans  ce 
Volume. 

Chapitre  premier  :  Simplification.  —  L'auteur  démontre  d'abord  que  toute 
équation  algébrique  qui  possède  un  groupe  abélien  dans  un  corps  de  Galois  A' 
de  degré  m  considéré  comme  domaine  de  rationalité  peut  être  ramenée  à  un 
système  d'équations  dont  chacun  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

a.  Ses  coefficients  sont  des  nombres  rationnels; 

b.  Son  degré  est  la  puissance  d'un  nombre  premier; 

c.  Son  groupe  est  cyclique  en  A. 

Chapitre  II  :  Le  rayon  de  nombres.  —  On  appelle  rayon  de  nombres 
(Zalilstrahl  )  un  système  de  nombres  tels  que  le  produit  et  le  quotient  de  deux 
nombres  quelconques  du  système  appartiennent  encore  au  système. 
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Considérons  en  piarticnlier  le  cas  où  tous  les  nombres  du  rayon  appartiennent 
à  un  corps  iilj^ébriijue  donné.  On  appelle  alors  idéal  du  rayon  l'ensemble  des 
nombres  du  rayon  qui  appartiennent  à  un  idéal  du  corps;  l'idéal  est  dïl  prin- 
cipal s'il  peut  s'obtenir  en  multipliant  tous  les  nombres  entiers  du  rayon  par 
un  nombre  entier  détermini:  appartenant  au  rayon. 

Après  avoir  défini  le  produit  de  deux  idéaux  du  rayon,  l'auteur  appelle  équi- 
valents deux  idéaux  tels  que  leur  quotient  soit  un  idéal  principal  du  rayon. 
Tous  les  idéaux  équivalents  entre  eux  forment  une  classe  d'idéaux  du  rayon. 

Un  rayon  de  congruence  (Kongruenzstrabl  )  est  formé  par  l'ensemble  des 
nombres  du  corps  congrus  à  l'unité  suivant  un  module  donné.  Ce  module  s'ap- 
pelle le  guide  (Fiihrer)  du  rayon.  Le  nombie  des  classes  d'un  tel  rayon  est  fini 
et  égal  à  un  multiple  du  nombre  des  classes  du  corps. 

Les  rayons  de  congruence  jouent  un  grand  rôle  dans  les  théories  exposées  dans 
la  suite  du  Mémoire. 

Chapitre  III  :  Les  nombres  premiers  du  discriminant  relatif.  —  Dans  ce 
Chapitre,  l'auteur  étudie  la  décomposition  dans  le  corps  K,  supposé  cyclique 
par  rapport  à  /:,  des  nombres  premiers  idéaux  de  /.,  et  spécialement  de  ceux 
qui  entrent  dans  le  discriminant  de  K  pris  par  rapport  à  A.  Le  degré  n  de  K  est 
supposé  un  nombre  premier  /  ou  une  puissance  Z""  d'un  nombre  premier.  Les 
idéaux  premiers  de  A  qui  sont  premiers  avec  /  et  qui  appartiennent  au  discri- 
minant relatif  de  Iv  satisfont  à  des  congruences  remarquables. 

Soit  p  un  de  ces  idéaux  premiers  de  A;  il  est,  dans  K,  une  puissance  d'un 
idéal  premier  p,  et  l'exposant  n^  de  cette  puissance  est  un  diviseur  de  n.  Si  la 
norme  de  p  est  pf,  p  étant  un  nombre  premier  naturel,  l'auteur  démontre  la 
congruence  fondamentale 

p^  — 1=0         (mod^ij). 

L'auteur  démontre  un  théorème  encore  plus  précis.  Dans  le  corps  k  l'idéal 
premier  p  admet  un  groupe  de  décomposition  (Zerlegungsgruppe)  qu'on  peut 
obtenir  en  composant  le  groupe  d'inertie  (Tragheitsgruppe)  de  p  avec  les  puis- 
sances d'une  substitution  z  de  degré  /.  Soit  de  plus  S  la  substitution  qui  en- 
gendre le  groupe  cyclique  de  K  par  rapport  à  k;  on  a  alors  une  relation  de  la 
forme 

^S  =  S'z, 

X  étant  un  nombre  rationnel  entier.  Soit  n'  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
X  —  I  et  de  n,  a  un  diviseur  de  /  tel  que  .r"  —  i  soit  premier  avec  /,  ou  a  égal 
à  I.  On  a  les  congruences 

I -(-/)" -f-yo-"-!-. .  .-t-/?/-"  s  o        (modn")  ) 

\  {n' n"  =  «j). 
p  —  ï^so        (modn'  )  ) 

L'auteur  étudie  aussi  le  cas  où  p  est  un  diviseur  de  /. 

Dans  le  cas  particulier  où  A  est  un  corps  imaginaire  quadratique,  le  théo- 
rème général  est  exprimé  par  la  congruence 

p-(j)^o        (n,), 

où  d  désigne  le  discriminant  du  corps  quadratique  et  (  -  ]  le  symbole  de 
Legendre. 
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Dans  la  démonstration  du  théorème  général,  le  rayon  de  congrucnce  admet- 
tant pour  guide  p' joue  un  rôle  important.  On  appelle  rayon  des  classes  (Klas- 
senstralil)  le  rayon  de  congruence  dont  le  i;uide  est  formé  par  tous  les  idéaux 
premiers  qui  entrent  dans  le  discriminant  relatif.  D'une  manière  générale,  le 
plus  grand  rayon  de  congruence  possible  admettant  un  guide  donné  s'appelle 
étoile  de  nombres  {Zahlstern). 

Chapitre  IV  :  Le  rayon  des  classes  et  rétoile.  —  L'auteur  démontre  un  théo- 
rème qui  donne  la  raison  de  la  dénomination  rayon  des  classes  employée  pour 
le  rayon  dont  le  guide  est  le  produit  des  idéaux  premiers  du  discriminant 
relatif. 

Si  l'on  forme  dans  le  corps  /.  le  rayon  dont  le  guide  /  contient  tous  les  idéaux 
premiers  diiïérents  de  A"  qui  entrent  dans  le  discriminant  relatif  de  K,  il  y  a 
dans- ce  rayon  exactement  n  classes,  dont  le  groupe  abélien  est  isomorphe  au 
groupe  cycli([ue  de  K  par  rapport  à  /.'. 

Si  de  plus  on  forme  dans  le  corps  K  le  rayon  correspondant  dont  le  guide 
contient  les  différents  idéaux  premiers  de  F^  qui  entrent  dans  le  discriminant 
relatif  de  K,  les  n  classes  de  k  dont  il  est  question  plus  haut  deviennent,  dans 
le  rayon  de  K,  des  classes  principales. 

Jolies  (St.).  —  Nouvelles  démonstrations  de  quelques  théorèmes 
de  la  théorie  des  complexes  linéaires.  (238-242). 

On  sait  qu'un  réseau  de  complexes  linéaires  détermine  dans  l'espace  une  trans- 
formation i)ar  polaires  réciproques,  la  surface  du  second  degré  directrice  étant 
le  lieu  des  axes  des  complexes  linéaires  dégénérescents  du  réseau  donné.  On 
sait  aussi  que  le  réseau  en  involution  avec  le  réseau  donné,  c'est-à-dire  formé 
des  complexes  linéaires  en  involution  avec  tous  les  complexes  linéaires  du  ré- 
seau donné,  détermine  la  même  quadrique,  les  axes  des  complexes  dégénéres- 
cents de  ce  nouveau  réseau  constituant  l'autre  famil'e  de  génératrices  de  la 
quadrique. 

L'auteur  démontre  ces  théorèmes  en  partant  de  la  remarque  qu'une  con- 
gruence rectiligne  linéaire  détermine  une  involution  des  droites  de  l'espace. 
Les  droites  de  la  congruence  et  deux  droites  conjuguées  de  cette  involution 
appartiennent  à  un  même  complexe  linéaire.  De  là  l'auteur  arrive  aux  théo- 
rèmes connus  sur  deux  complexes  linéaires  en  involution  et  sur  les  complexes 
en  involntioin  d'un  faisceau  de  complexes  linéaires,  pour  arriver  enfin  aux  théo- 
rèmes énoncés  plus  haut  sur  les  réseaux  de  complexes  linéaires. 

Picard  {E .).   —  De  l'intégration  de  l'équation  Am  =  e"  sur  une 
surface  de  Riemann  fermée.  (243-258). 

L'auteur  a  démontré  en  1898  (Jotirn.  de  Math.,  4"  série,  t.  IX)  le  théorème 
suivant  : 

Étant  donnée  une  sur/ace  de  Riemann  à  m  feuillets,  il  existe  une  inté- 
grale et  une  seule  de  l'équation 

^u  =  ke"        (  A-  >  o  ) 
jouissant  des  propriétés  suivantes  :  elle  est  uniforme   et  continue  sur   la 
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surface,  sauf  en  des  points  donnés  0,,  Oj,  . . .,  0„el  aux  m  points  à  l'infini 
sur  chaque  feuillet.  On  suppose  qu'on  ait  dans  le  voisinage  de  O, 

u  =  p,-  Iogr;+ V,, 

V;  étant  continu  en  0,  et  r-  désignant  la  distance  de  {x,  y)  à  O,.  Pour  le 
point  à  l'infini  sur  le  feuillet  de  rang  h,  imaginons  qu'on  le  ramène  à  dis- 
tance finie  par  une  inversion;  en  l'appelant  alors  O^,  on  aura 

u=  aJogr^+V^, 
V,,  étant  continu  en  O'h,  et  ri  désignant  la  distance  du  transformé  de  (ar,  t) 

Les  constantes  a.  et  ^  sont  données,  et  l'on  suppose  que 

P,  > — 2        (i  =1,2,  ...,n  ), 
«;,>       2         ( /i  =  I,  2,  . . ., /n), 

a,+  a2  +  ...+  a^+  P,+  iîo  +  ...+  p„<o. 

Dans  le  présent  article  l'auteur  expose  une  démonstration,  sinaplifiée  et  com- 
plétée, du  ihéorème  précédent,  telle  qu'il  l'a  donnée  dans  son  cours  du  se- 
mestre d'été  igoo.  Il  se  borne  d'ailleurs  au  cas  m  =  i,  la  surface  de  Riemann 
se  réduisant  au  plan  simple. 

I.  Si  p  est  supérieur  à  —  2,  l'équation 

A«  =  e" 

admet  des  intégrales  continues  autour  d'un  point  donné  O  et  au  point  O  lui- 
même  et  de  la  forme 

M  =  P  log  r -I- V  ; 

on  le  voit  facilement  par  la  méthode  des  approximations  successives;  au  point  0 

les  dérivées  ——et  —  sont  de  la  forme  rP"^'M,  où  M  reste  fini  pour  le  point  O. 
ôx       Oy 

Pour  le  point  à  l'infini  les  résultats  sont  les  mêmes  si  a  est  supérieur  à  2. 

II.  L'application  du  théorème  de  Green  donne  entre  a  et  les  p  l'inégalité 
nécessaire 

a  +  p,+...-(-  P„<o, 
en  supposant 

a>2,         P;>— 2. 

III.  Il  ne  peut  y  avoir  deux  intégrales  jouissant  des  propriétés  indiquées; 
l'auteur  le  démontre  encore  en  se  servant  du  théorème  de  Green. 

IV  et  V.  Après  avoir  établi  deux  lemmes,  l'auteur  arrive  à  la  démonstration 
de  l'existence  de  la  solution.  Il  se  sert  du  procédé  alterné  de  Schwarz.  En  dé- 
signant par  G  et  G'  deux  cercles  concentriques  de  rayons  R  et  R'  (R>R') 
contenant  à  leur  intérieur  les  n  points  O,,  O^,  ...,  0„,  supposés  différents  de 
leur  centre,  l'auteur  considère  l'intégrale  m,  de  l'équation  donnée  prenant  sur  G 
une  valeur  constante  H  et  ayant  les  singularités  données  en  O,,  0,,  . . .,  0„,  puis 
l'intégrale  v,  continue  en  dehors  de  G',  sauf  à  l'infini  où  elle  a  la  singularité 

voulue  et  prenant  sur  G'  les  mêmes  valeurs  que  u^.  Si  -  est  assez  petit  et  si  H 
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est  suffisamment  petit  en  valeur  relalive,  on  a,  sur  C,   /', >  it^  :  c'est  là  un  des 
points  importants  de  la  démonslralion. 

En  continuant  l'application  du  procédé  alterné,  on  arrive  immédiatement  au 
résultat  cherché. 

Kœnigsberger  {Léo).  —  Stir  le  ihéorème  d'Eisenslein  relatif  au 
caractère  des  coefficients  des  développements  en  série  des  fonc- 
tions algébriques.  (209-269). 

L'auteur  développe  des  théorèmes  généraux  dont  les  théorèmes,  énoncés  par 
Eisenstein  dans  les  yJ/o/?a/56e/7'c/t^e  de  l'Académie  de  Berlin  de  l'année  i852,  ne 
sont  que  des  cas  particuliers. 

Il  considère  l'équation  algébrique  entière  en  y 

/(^,r)  =  <Po(^)r''+  ■f,(a;)jK"-'  +  .. .+  t?„(a;)  =  0, 
les  coefficients  étant  holomorphes  au  voisinage  d'une  valeur  Ç  de  la  variable  x 

<Po(a:)  =  a„  + ai(  a;  —  ?) +  aj(  a:  —  ?)=  +  ..., 
?,  (^)  =  *o  + 61(^  —  0 +  ^(-2^-0'  +  -- -, 


cp„(a;)  =«„+«,  (a:  — O  +  /Î2(a7  —  ?)-  +  .... 

Cela  étant,  il  considère,  au  voisinage  de  a:  =  ?,  une  des  branches  de  la  fonc- 
tion y  Ae  X  définie  par  l'équation  donnée.  Elle  est  repi'ésentée  par  un  dévelop- 
pement de  la  forme 

1         '  1 

p-t-l  p-t-2 


dans  le  second  membre  t,  est  racine  d'une  équation  algébrique  entière  dont  les 
coefficients  sont  entiers  par  rapport  à  |  et  aux  coefficients  des  séries  tp  ;  ti',  est 
racine  d'une  équation  algébrique  entière  dont  les  coefficients  sont  entiers  par 
rapport  aux  quantités  précédentes  et  t^;  Vj  est  racine  d'une  équation  algébrique 
entière  dont  les  coefficients  sont  entiers  par  rapport  aux  mêmes  quantités,  t, 
et  Ti',  ;  et  ainsi  de  suite;  enfin  X',  Yp^,,  Yf+.'  •••  ^^"^^  des  quantités  entières  par 
rapport  aux  coefficients  des  t»  et  aux  quantités  t^,  t)',,   ...,  Ti^. 

Jolies  i^Stanislaus).  —  Sur  la  théorie  synthétique  des  cubiques 
gauches  A'^  et  de  la  congruence  C3  de  leurs  droites  d'osculation. 
Cubiques  gauches  et  surfaces  réglées  biquadratiques  autocon- 
juguées  par  rapport  à  k^.  (2^0-280). 

On  sait  qu'une  cubique  gauche  A'  détermine  une  corrélation  2  dans  l'espace; 
à  un  point  correspond  le  plan,  passant  par  ce  point,  déterminé  par  les  points 
de  contact  des  trois  plans  osculaleurs  à  A'  menés  par  le  point  donné;  le  point 
est  dit  le  foyer  du  plan.  A  toute  bisécante  de  A'  correspond  la  droite  d'inter- 
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section  des  plans  osculateurs  à  k^  aux  deux  points  d'intersection  de  la  bisécante 
et  de  k^;  l'auteur  nomme  biplanaire  une  telle  droite  d'intersection  et  distingue 
les  sécantes  et  les  biplanaires  proprement  dites,  qui  correspondent  à  deux  points 
réels  de  A^  et  les  sécantes  et  biplanaires  improprement  dites  qui  correspondent 
à  deux  points  imaginaires  conjugués  de  A'^. 

Cremona  a  démontré  que,  si  le  point  P  est  le  foyer  du  plan  t:  dans  la  corré- 
lation S,  la  polaire  harmonique  de  P  par  rapport  au  triangle  formé  par  les 
points  d'intersection  de  tc  et  de  A'  coïncide  avec  la  biplanaire  de  A'  située 
dans  it.  De  plus,  il  a  démontré,  avec  Joachimsthal,  qu'une  bisécante  proprement 
dite  ne  peut  rencontrer  qu'une  biplanaire  improprement  dite.  L'auteur  donne  de 
ces  deux  théorèmes  des  démonstrations  purement  synthétiques. 

L'auteur  utilise  la  congruence  de  troisième  ordre  et  de  troisième  classe  des 
droites  d'osculation  de  la  cubique;  ce  sont  les  droites  menées  par  un  point 
de  A-^  et  situées  dans  le  plan  osculatcur  à  A'  en  ce  point.  Ces  droites  se  corres- 
pondent deux  par  deux  de  manière  que  leurs  points  et  les  plans  qui  les  con- 
tiennent soient  conjuguée  par  rapport  à  la  cubique;  les  droites  qui  joignent 
deux  points  conjugués  sont  des  bisécantes  et  les  droites  d'intersection  de  deux 
plans  conjugués  des  biplanaires. 

A  toute  bisécante  P,  P^  de  A'  correspond  une  surface  réglée  du  deuxième 
ordre  R,  formée  des  bisécantes  de  A'  qui  joignent  deux  points  de  A'  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  de  la  bisécante  PjP, 
avec  la  cubique.  Les  droites  d'osculation  de  A^  qui  rencontrent  PiP^  engendrent 
une  surface  réglée  du  quatrième  ordre,  R',  admettant  pour  points  triples  tous 
les  points  de  P,P2  et  pour  plans  tangents  triples  les  plans  passant  par  la  bipla- 
naire conjuguée  de  P,P2.  Cette  surface  réglée  est  autoconjuguée  par  rapport 
à  A"'.  Les  génératrices  de  cette  surface  réglée  coupent  chacune  Rj  en  deux  points, 
l'un  appartenant  à  A^,  et  l'autre  appartenant  à  une  certaine  cubique  AJ;  les 
points  de  AJ  sont  deux  à  deux  conjugués  par  rapport  à  A"'  et  réciproquement. 
La  surface  R*  est  également  autoconjuguée  par  rapport  à  Aj. 

Steinitz  [Ernsl).  —  Sur  un  [jolyèdre  reuiai-quable  à  un  seul  colé. 

(281-307). 

L'auteur  considère  un  octaèdre  régulier  de  centre  O  et  dont  les  sommets 
sont  X^,  X_;  Y^,  Y_;  Z^,  Z_.  Les  droites  X^X-,  Y^Y_,  Z^Z_  sont  les  diago- 
nales qui  se  coupent  en  O.  Il  prend  les  quatre  faces  positives,  c'est-à-dire  pour 
lesquelles  le  produit  des  signes  correspondant  aux  trois  sommets  est  positif, 
soit 

a=X^Y_Z_,         !i  =  X_Y^Z_,         Y  =  X_Y_Z^,         6  =  X^Y^Z^, 

et  aussi  les  quatre  carrés 

\  =  Y_Z_Y^Z^,         T,  =  Z_X_Z^X^,         !;  =  X_Y_X^Y^. 

Ces  sept  polygones  forment  les  faces  d'un  heptaèdre  remarquable,  qui  n'a 
qu^un  côté.  L'auteur  se  propose  d'étudier  les  différentes  représentations  pos- 
sibles de  la  surface  de  cet  heptaèdre  sur  la  surface  indéfinie  d'un  plan,  de  ma- 
nière qu'à  un  point  de  cette  surface  corresponde  un  point  et  un  seul  du  plan, 
sauf  pour  les  points  des  diagonales  (autres  que  les  sommets)  auxquels  corres- 
pondront deux  points  du  plan  et  pour  le  point  O  auquel  correspondront  trois 
points  du   plan    (suivant  qu'il   est   regarde    comme   appartenant   à  l'une   ou  à 


KKVUIÎ    Dits    PUBI.ir.ATIOiNS.  91 

l'autre  des  trois  faces  \,  r,,  î;).  Celte  représentation  doit  de  plus  être  continue 
(au  sens  de  VAnalysis  situs). 

Une  première  représentation  s'obtient,  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  de  la 
Géomclrie  projeclive,  en  considérant  les  sept  régions  dans  lesquelles  le  plan 
est  partagé  par  les  côtés  prolongés  d'un  quadrilatère  com[)let.  Si  l'on  désigne 
par  a,  b,  c,  cl  ces  quatre  côtés  et  si  l'on  pose,  pour  leurs  points  d'intersection, 

(a,  d)  =  X_,  (6,  c)  =  X^, 
(6,  rf)  =  Y_,  (c,  «)  =  Y^, 
(c,  d)  =  Z_,         {a,  b)  =  Z_^, 

le  plan  est  partagé  en  quatre  triangles  et  sept  quadrilatères  qui  portent  respec- 
tivement les  mêmes  désignalions  que  les  sept  faces  de  l'heptaèdre.  Plus  généra- 
lement, tout  heptaèdre  hoinographique  à  l'heptaèdre  donné  sera  représentable 
de  celle  manière  sur  le  plan  et  réciproquement  un  heptaèdre,  ne  se  réduisant 
pas  à  une  figure  plane  et  ayant  toutes  ses  faces  convexes,  est  représentable  sur 
le  plan  ainsi  divisé;  il  résulte  de  l'heptaèdre  d<jnné  par  une  transtormation  ho- 
mographique. 

Dans  la  représenlation  qui  vient  d'èlre  indiquée  d'un  heptaèdre  à  un  seul 
côté  sur  un  plan,  il  reste  des  éléments  arbitraires,  car  chaque  face  de  l'hep- 
taèdre est  représentée,  seulement  dans  son  ensemble,  sur  un  des  sept  polygones 
de  subdivision  du  plan.  On  peut,  d'une  manière  et  d'une  seule,  achever  la  dé- 
termination de  la  représentation  de  manière  que  les  points  de  chaque  face  de 
l'heptaèdre  correspondent  aux  points  du  polygone  correspondant  du  plan  par 
une  transformation  homographique,  et  que  de  plus  les  points  de  chaque  arête 
correspondent  aux  points  du  segment  corrrespondant  du  plan  par  une  seule  et 
même  transformation  homographique,  que  l'arête  soit  considérée  comme  appar- 
tenant à  l'une  ou  à  l'autre  des  faces  auxquelles  elle  appartient.  D'ailleurs  une 
représentation  de  l'heptaèdre  sur  un  plan  jouissant  des  propriétés  précédentes 
ne  peut  s'obtenir  qu'en  divisant  le  plan  par  les  côtés  indéfinis  d'un  quadrila- 
tère complet. 

X  l'heptaèdre  primitif  on  peut  faire  correspondre  un  cubo-octaèdre  à  i4  faces 
jouissant  de  la  propriété  suivante  :  à  chaque  face  de  l'heptaèdre  correspondent 
deux  faces  du  cubo-octaèdre  qui  lui  sont  congruentes,  chacune  d'elles  se  rap- 
portant à  un  des  côtés  de  la  face  de  l'heptaèdre,  de  telle  sorte  qu'à  tout  dépla- 
cement continu  sur  la  surface  de  l'heptaèdre  ramenant  au  point  de  départ,  et 
sur  le  même  côté  de  la  face  initiale,  correspond  sur  le  cubo-octaèdre  un  dé- 
placement continu  ramenant  au  point  de  départ.  L'auteur  indique  la  manière 
la  plus  générale  de  faire  correspontire  à  un  heptaèdre,  considéré  comme  surface 
double,  un  polyèdre  à  l(^  faces  respectivement  congruentes  aux  faces  correspon- 
dantes de  l'heptaèdre. 

Enfin  l'auteur  recherche  s'il  est  possible  de  trouver  un  heptaèdre  à  un  seul 
côté  représentable  sur  un  plan  avec  congruence  des  faces  correspondantes. 
Dans  le  cas  de  la  Géométrie  euclidienne,  il  suffit  de  prendre  pour  l'un  des 
côtés  du  quadrilatèi-e  complet  la  droite  de  l'infini,  le  seul  triangle  restant  à  dis- 
tance finie  ayant  ses  angles  aigus;  dans  ce  cas  les  sommets  X^,  Y_^,  Z_^  de  l'hep- 
taèdre sont  seuls  à  dislance  finie,  les  autres  étant  rejetés  à  l'infini  ;  l'heptaèdre 
est  encore  caractérisé  par  la  condition  que  le  tétraèdre  formé  par  les  faces  né- 
gatives de  l'octaèdre  qui  lui  donne  naissance  ail  une  de  ses  faces  à  l'infini  et 
que  les  trois  autres  soient  rectangulaires  deux  à  deux.  Dans  le  cas  de  la  Géo- 
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métrie  elliptique,  on   a  un  résultat  analogue;  le  tétraèdre  dont  il   vient  d'être 
parlé  doit  être  tel  que  deux  quelconques  de  ses  sommets  soient  à  une  distance 

égale  à  — >  en  supposant  que  tt  soit  la  longueur  de  la  droite  complète. 


ATTI  DELLA  R.  ACGADEiMIA  DELLE  SCIENZE  Dl  TORIXO  (»). 
Torino,  G.  Glausen  ;  in-S". 

Tome   XXXVI,    1900-1901. 


Panelti  {M.)  [T2«].  —  Sur  le  calcul  des  vibrations  transversales 
d'une  poutre  élastique  ébranlée.  (6-26). 

Severi  {F.)  [N4  2i].  —  Sur  les  coniques  touchant  et  rencontrant 
une  ou  plusieurs  courbes  gauches.  ['j^-Ç)?»). 

Pieri  {M.)  [N].  —  Sur   les  principes   qui  régissent  la  géométrie 
des  droites.  (335-35o). 

L'auteur  fait  ici  pour  la  géométrie  des  rayons  ce  qu'il  a  fait  ailleurs  {voir 
ces  Atti,  t.  XXX,  XXXI  et  XXXII;  Rivista  di  Matematica,  t.  VI,  et  Mémoires 
de  Turin,  2°  série,  I.  XLVIII)  pour  la  géométrie  projective  ordinaire.  Il  établit 
les  notions  et  les  propriétés  fondamentales  par  lesquelles  on  peut  développer 
cette  géométrie  sans  d'autre  secours.  Les  notions  élémentaires  sont  celles  de 
rayon  et  d'incidence  entre  rayons.  Les  postulata  sont  au  nombre  de  seize,  dont 
onze  tout  pariiculièreinenl  propres  à  cette  géométrie  et  cinq  sont  les  postulata 
segmentaires  qui  portent  les  numéros  XIV-XVIII  dans  le  Mémoire  :  I  principi 
délia  Geometria  di  Posizione  ecc  (Mém.  de  Turin,  2-  série,  t.  XLVIII,  1898). 

Fano  {G.)  [N2  ^  g\  —  Sur  certaines  congruences  particulières  de 
droites  du  troisième  ordre.  (366-38o). 

Ovidio  {E.  d')  [V9].  —  Commémoration  de  Gh.  Hermite.  (419- 
424). 

Palatini  [F.)  et  Giambclli  {Z.)  [N4  2  ret.  Qo].  —  Produit  de  deux 
conditions  caractéristiques  relatives  aux  plans  d'un  hyperespace. 

(459-480). 

Severini  {C.)  [t)  i]-  —  Sur  la  représentation  analjlicjue  des  fonc- 
tions réelles  d'une  variable  réelle.  (480-488). 

(  '  )  Voir  Bulletin,  t.  XXX,,  p.  168. 
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Garhasso  (A.)  [T-j^i].  —  Sur  la  valeur  maximum  T,ne  tle  Max- 
well. (489-499). 

Scorza  (G.)  [M,  2].  —  Addition  à  la  Note  sur  les  correspondances 
{Pip)  dans  les  courbes  de  genre />.  (6io-6i5). 

Extrait  d'une  lettre  à  M.  C.  Segre. 

Dans  sa  Note  sur  les  correspondances  {p,  p)  existant  sur  les  courbes  de 
geni'e  p  à  modules  généraux  (voir  ces  Atti,  t.  XXXV,  1899-1900,  p.  443)»  l'au- 
teur avait  laissé  de  côté  la  question  des  correspondances  spéciales  (5,  5)  de 
valence  i,  existant  sur  les  courbes  de  genre  5.  Ce  cas  est  traité  ici,  et  l'auteur 
trouve,  que  ces  correspondances,  qui  ne  proviennent  pas  des  séries  g[^  spéciales 
(incomplètes),  sont  oo^ 

Segre  (C.)  [P/\c].  —  Une  observation  relative  à  la  réductibilité 
des  transformations  crémoniennes  et  des  systèmes  linéaires  de 
courbes  planes  au  moyen  de  transformations  quadratiques.  (64o- 
65i). 

Conclusion   :    il    n'est  pas  démontré    que    toute  transformation   crémonienne 
puisse  se  résoudre  en  un  produit  de  transformations  quadratiques. 
Voir  ci-dessous  la  Note  de  M.  Castelnuovo  (ce  Tome,  p.  861). 

Picard  {E.)  [M,  i/].  —  Sur  les  systèmes  linéaires  de  genre  zéro. 
(684-685). 

Extrait  d'une  lettre  à  M.  Segre. 

Un  système  complet  de  genre  zéro  est  régulier. 

Ovidio  [E .  d')  [O2].  —  Sur  certaines  successions  de  moyennes 
arithmétiques,  géométriques  et  harmoniques. 

Étude  de  dix  types  de  successions.  Applications  géométriques  pour  le  cas  de 
nombres  réels  et  pour  celui  de  nombres  complexes. 

Vaccaro  (A.)  [Hi].  —  Intégration  de  systèmes  d'équations  diffé- 
rentielles. (noS-^ao). 

Sur  la  méthode  des  approximations  successives. 

Bellatalla  (A.)  [Q2].  —  Sur  les  variétés  rationnelles  normales 
composées  d'un  nombre  00  d'espaces  linéaires.  (8o3-833). 

Étant  n  l'ordre  d'une  variété  composée  d'un  nombre  ce  d'espaces  S,,  l'espace 
qui  la  renferme  est  un  S^^,,  et  la  variété  est  représentée  par  le  symbole 
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l'oiir  toute  valeur  de  i  et  de  n,  on  a  plusieurs  espècea,  projeclivement  iden- 
tiques, de  ces  variétés,  caractérisées  par  les  valeurs  de  certains  nombres  entiers, 
qui  représentent  les  ordres  des  variétés  ruininia. 

Daniele  {E.)  \K^b\  —  Sur  la  déformation  infiniment  petite  des 
surfaces  du  deuxième  degré.  (83^-86o). 

Application  de  la  théorie  des  déformations  infiniment  petites  d'une  surface 
flexible  et  inextensible,  traitée  par  l'auteur  dans  les  Mémoires  de  Turin,  t.  L, 
1900.  Il  a  démontré  dans  ce  Mémoire  que,  lorsqu'on  connaît  les  flexions  infini- 
ment petites,  on  peut  déterminer  les  déformations  plus  générales  par  des  qua- 
dratures, et  le  problème  des  flexions  a  été  résolu  par  M.  Vollerra  (  Bendiconti 
dei  Lincei,  i885).  Ici  l'auteur,  après  avoir  traité  ce  cas,  s'occupe  des  déforma- 
tions où  les  points  ne  se  déplacent  que  suivant  la  normale  à  la  surface,  et  qui 
ont  aussi  été  traitées  dans  le  Mémoire  cité  du  Tome  L  {extensions  pures).  Deux 
cas  particuliers  d'extension  pure  d'une  sphère  conduisent  respectivement  à  la 
surface  minima  d'Enneper  et  à  une  transformation  involutive  de  Hazzidakis 
{J.  de  C relie,  t.  88). 

CastelnuoK'O  (G.)  [P4  réf.  J4y  ]•  —  ^-'Cs  transformations  généra- 
trices du  groupe  crémonien  dans  le  plan.  (86i-8^4)- 

Extrait  d'une  lettre  à  M.  le  professeur  C.  Segie. 

Il  est  vrai  que,  dans  certains  cas,  certaines  transformations  quadratiques 
employées  par  Nœther  dans  son  procédé  de  réduction  ne  peuvent  pas  être 
employées  pour  abaisser  l'ordre  d'un  système  linéaire  de  courbes  plaues  (comme 
M.  Segre  l'a  remarqué  dans  sa  Note  de  ce  même  Tome,  p.  645),  mais  dans  ce 
cas  on  peut  se  servir  des  transformations  de  Jonquières.  Et  comme  l'auteur 
démontre  que  toute  transformation  de  Jonquières  peut  se  regarder  comme  le 
produit  dun  nombre  fini  de  transformations  quadratiques,  il  réussit  à  établir 
rigoureusement  l'équivalence  de  toute  transformation  crémonienne  avec  le 
produit  d'un  nombre  fini  de  transformations  quadratiques. 

Jadanza  {N.)  [U  10].  —  Sur  le  calcul  de  la  convergence  des  mé- 
ridiens. (887-890). 

Perazzo  (£/^.)[Q2  réf.  N,  ly'].  —  Sur  une  forme  cubique  à  neuf 
droites  doubles,  de  l'espace  de  cinq  dimensions,  et  sur  les  com- 
plexes cubiques  correspondants  de  droites  de  l'espace  ordinaire 

(89,-916). 

Dans  un  S^,  les  plans  qui  s'appuient  à  trois  droites  données  (n'étant  pas  dans 
un  même  hyperespace)  et  à  un  plan  général  forment  un  système  doublement 
infini  L,.  L'auteur  étudie  la  forme  F  déterminée  par  ce  système,  qui  est  du 
troisième  ordre  et  de  la  troisième  classe,  et  puis  applique  les  propriétés  de  cette 
forme  à  l'étude  de  certains  complexes  cubiques  de  S3. 

Kantor  (-S.)  [Q2  réf.  K^a],  —  Les  nombres  rationnels  en  Géo- 
métrie. (916-923). 
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M.  Busche  {Math.  Ann.,  t.  XLI,  p.  591)  a  démontré  analyliquemenl  uo  ihéo- 
rème  consiiluanl  une  généralisation  dans  S^  des  propriétés  harmoniques  du 
quadrilatère.  L'auteur  donne  de  ce  théorème  une  démonstration  géométrique, 
et  puis  une  généralisation,  qui  conduit  à  la  construction  des  nombres  ration- 
nels comme  rapports  anharmoniqucs. 

Burali-Forti  [C .)  [M,  3/,  M3  2e  cf.  B  12c].  —  Sur  certains  points 
singuliers  des  courbes  planes  et  gauches.  (qSS-qSS). 

Par  la  méthode  des  vecteurs,  en  considérant  un  point  P(<),  fonction  d'une 
variable  t,  et  le  développement  de  Taj'lor  relatif,  l'auteur  étudie  les  singularités 
des  courbes,  en  prenant  aussi  en  considération  la  courbure  des  courbes  planes, 
et  la  courbure  et  la  torsion  des  courbes  gauches.  Il  trouve  pour  les  courbes 
gauches  cinquante  types  de  singularités,  et  dix  pour  les  courbes  planes. 

Volta  (L.)  [U].  —  Epliémérides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Turin  et  pour  1902.  (947-963). 

Balbi  {V.)  [U].  —  Ephémérides  des  planètes  principales,  calculées 
pour  l'horizon  de  Turin  en  leiîips  tno_)en  de  l'Europe  centrale, 
pour  1902.  (965). 

Tome  XXXVII,  1901-1902. 

Enriques  (F.)  [Mo  i  réf.  M,  2].  —  Sur  les  fondements  de  la  Géo- 
métrie sur  les  surfaces  algébriques.  (19-40). 

Les  principes  généraux  de  cette  géométrie  ont  été  posés  par  l'auteur  dans  deux 
Mémoires  :  Bicerche  di  geometria  sulle  superficie  algebriche  {Mém.  de  Turin, 
2'  série,  t.  XLIV,  1898  )  et  Inlroduzione  alla  geometria  sulle  superficie  alge- 
briche {Mém.  des  XL,  3'  série,  t.  X).  Du  premier  de  ces  Mémoires  il  a  été 
donné  un  compte  rendu  dans  ce  Bulletin  {l.  XXXIj,  p.  i3i).  Un  travail  ayant 
relation  avec  ce  sujet  est  aussi  le  Mémoire  de  Gaslelnuovo  et  Enriques  :  Sopra 
alcune  questioni  fondamentali  nella  teoria  délie  superficie  algebriche 
{Annali  di  Materna tica,  3°  série,  t.  VI). 

Ici  l'auteur  reprend  l'étude  de  ces  principes,  en  y  introduisant  des  modifica- 
tions, principalement  en  vue  d'un  but  didactique.  La  difficulté  principale  dans 
ces  recherches  étant  le  fait  qu'un  point  peut  se  transformer  en  une  courbe, 
l'auteur  réussit  à  la  vaincre,  en  étudiant  d'abord  les  propriétés  des  systèmes 
linéaires  qui  sont  invariantes  pour  toute  transformation  ne  produisant  pas  de 
courbes  exceptionnelles,  et  puis,  de  ces  propriétés  invariantes  relatives,  il  peut 
passer  à  d'autres  qui  possèdent  une  invariance  sans  restriction. 

Morera  (G.)  [D3  réf.  D5].  —  Sur  la  définition  de  fonction  d'une 
variable  complexe  (99-102). 

Une  variable 

w  =  u-i-  iVy 
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uniforme,  continue  et  finie  dans  un  champ  connexe  T,  est  une  fonction  de 

z  ^  X  =  iy, 
lorsqu'on  a 


Ç^ 


w  dz  =  o 

sur  le  contour  de  toute  portion  de  T  simplement  connexe. 

La  difficulté  qu'on  pourrait  élever  contre  celte  définition  est  que,  . ,  <v,  étant 
deux  fonctions  de  z,  il  ne  s'ensuit  pas  de  là  que  leur  produit  ww,  le  soit  aussi. 
L'auteur  démontre  celte  proposition. 

Balbi  {V .)  [U].   —    Ephémérides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Turin  et  pour  igoS.  (aoS-aig). 

Burali-Forti  {C.)  [05  réf.  B  12c].   —   Les   formules   de   Frenet 
pour  les  surfaces.  (233-246). 

L'auteur  trouve  par  le  calcul  vectoriel  des  formules  analogues  à  celles  de 
Frenet. 

P  étant  un  point  fonction  de  deux  variables  numériques  q,  q' ,  ce  qui  fait 
que  P  est  un  point  d'une  surface,  s  étant  l'arc  d'une  courbe 

f{q,q)  =0 

tracée  sur  la  surface,  s'  celui  d'une  autre  des  ces  courbes  à  angle  droit  avec  la 
première,  on  a 

rr  dP  „,  dP 

OS  OS 

T,  T'  étant  des  vecteurs-unité  tangents  aux  deux  lignes.  Soit  U  le  vecteur- 
unité  qui  est  le  produit  extérieur  de  U,  Ll',  produit  qu'on  indique  par  |UU'. 
En  posant 

~   ds    ds      ^  ~  ds'   as'     ' 

r)-  P  I  ()2  P  I 

5C,=  14  U,  i)i;,'=ll   u, 

os^  I  os^  I 

^  ~  ds-    as     '  J  ~      ds'^  ds'     ' 

ces  expressions  sont  respectivement  la   torsion  géodésique,   la  courbure  nor- 
male et  la  courbure  géodésique  des  courbes  s,  s'  en  P. 
Les  formules  analogues  à  celles  de  Frenet  sont 

os 
et  trois  autres  pour  les  dérivées  par  rapport  à  s'.  Ces  formules  peuvent  s'em- 
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ployer  avec  avantage  dans  l'étude  des  surfaces,  au  lieu  des  conditions  d'immo- 
bilité employées  par  M.  Cesaro  dans  ses  Leçons  de  géométrie  intrinsèque. 

L'auteur  définit  aussi  le  paramètre  diilerentiel  comme  vecteur,  u  étant  un 
nombre  fonction  du  point  P,  on  appelle  paramètre  différentiel  de  u  sur  la  sur- 
face le  vecteur  Vm,  parallèle  au  plan  tangent  en  P,  et  tel  que 

du  =  Vu  I  dP. 
Il  montre  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  pour  l'étude  des  surfaces. 

Finzi  (A.)  [R8].  —  Sur  les  variétés  à  trois  dimensions  dont  les 
géodéslques  admettent  des  caractéristiques  indépendantes.  (3oo- 
3oi). 

Soit  V  une  variété  ayant  constants  les  coefficients  de  rotation  relatifs  aux 
congruences  principales;  soit 

ds-=  2  T  dt- 
l'élément  linéaire,  où 

!..  n 

T  =  -  \   a  .x'  x' . 
vs 

Alors  T  est  l'expression  de  la  force  vive  d\in  système  dont  le  mouvement  est 
à  caractéristiques  indépendantes,  suivant  une  dénomination  de  M.  Volterra; 
ces  Atti,  t.  XXXIII  (voir  Bulletin,  t.  XXV.,  p.  234). 

TaiiUirrl  (^.)  [Q2  réf.  N/,  2].  —  Sur  certaines  simples  infinités 
d'espaces,  et  sur  un  théorème  de  M.  Castelnuovo.  (322-33o). 

Nombre  des  espaces  contenant  ie  plus  grand  nombre  d'espaces  générateurs 
d'une  variété  x'. 

Burali-Forti{C .)[K  i/a réf.  B  1 1  c\. —  Engrenages  plans.  (393-4 1 3) . 

Tantuiri  (yJ .)  [Q2  réf.  N,  2].  —  Comment  quelques  nombres, 
relatifs  à  des  infinités  elliptiques  d'espaces,  se  déduisent  des 
nombres  analogues  relatifs  à  des  infinités  rationnelles  (4  i3-42o). 

Ovazza  {E .)  [S 5  réf.  Tiaz^  —  Contribution  à  la  théorie  des 
ressorts  pneumatiques.  (42i-43i). 

Laiira  (£'.)[S2c].  —  Sur  le  mouvement,  parallèlement  à  un  plan, 
d'un  fluide  où  il  j  a  n  tourbillons  élémentaires.  (469-476). 

Fano  (G.)  [No^a].  —  Sur  les  congruences  de  droites,  du  troi- 
sième ordre,  composées  de  tangentes  principales  d'une  surface. 

(5oi-5i9). 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2   série,  t.  XXVHI.  (Juillet  1909.)  R.7 
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Ces  congruences  sont  représentables  sur  le  plan  et  renfermées  dans  des  com- 
plexes tétraédraux. 

On  n'a  que  les  deux  cas  suivants  : 

1°  La  congruence  des  tangentes  aux  courbes  asymptotiques  du  second  sys- 
tème sur  une  surface  réglée  cubique; 

2"  Celle  des  tangentes  aux  courbes  asymptotiques  de  l'un  ou  de  l'autre  sys- 
tème sur  une  surface  cubique  non  réglée  à  trois  points  doubles  biplanaires. 


/Jaggi  (V.)  [Uio].  —  Sur  la  manière  d'éliminer  l'erreur  prove- 
nant de  l'inégalité  des  dian: 
à  lunette  mobile.  (545-552) 


nant  de  l'inégalité  des  diamètres  des  colliers  dans  les  niveaux 


Severi  [F.)  [M28].  —  Le  genre  arithmétique  et  le  genre  linéaire 
en  relation  avec  les  réseaux  de  courbes  tracées  sur  une  surface 
algébrique.  (025-643). 

Étant  donné  sur  la  surface  F  un  réseau  dépourvu  de  points  de  base  et  de 
courbes  fondamentales,  p  étant  le  genre  et  /  le  nombre  des  courbes  du  réseau 
douées  d'un  point  de  rebroussement,  l'expression 

ne  change  pas  en  changeant  le  réseau  sur  F.  Elle  est  appelée  par  l'auteur  le 
genre  arithmétique  de  la  surface,  et  elle  est  invariante  pour  toute  transforma- 
tion birationnelle. 

-  étant  le  genre  de  la  jacobienne  du  réseau,  a  le  nombre  de  ses  points  de 
base  ordinaires,  e  le  nombre  de  courbes  exceptionnelles  de  F,  le  nombre 

P^')  =-  —  9/j-t-T-l-9H-e 
est  un  invariant  absolu  que  l'auteur  appelle  le  genre  linéaire  de  F. 

Fubini  (G.)  [H  lod].  —  Sur  les  fonctions  harmoniques  admettant 
un  groupe  discontinu.  (644-654)- 

Existence  et  construction  d'une  fonction  harmonique  ayant  des  singularités 
données  et  qui  est  transformée  en  elle-même  par  un  groupe  de  mouvements 
ayant  un  polygone  ou  un  polyèdre  générateur  situé  totalement  à  distance  finie. 
L'espace  (à  deux  ou  trois  dimensions)  est  supposé  à  courbure  constante,  mais 
quelconque.  La  méthode  consiste  en  des  applications  successives  du  procédé 
alterné  dont  l'auteur  reporte  ici  une  modification  qu'il  avait  déjà  donnée  dans 
son  Mémoire  :  /  principi  fondamentali  délia  teoria  délie  funzioni  armo- 
niche  negli  spazi  a  curvatura  costante  [Annali  délie  R.  Senola  Normale 
superiore  di  Pisa,  t.  IX,  1904  (le  Mémoire  est  toutefois  de  1902)]. 

Niccoletti  (0.)  [B  i  «].  —  Sur  les  matrices  associées  à  une  matrice 
donnée.  (655-659). 
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Tome  XXXVIII;  1902-1908. 

Peano  (G.)  [V  \  a  réf.  Biac].  —  La  Géométrie  fondée  sur  les 
idées  de  points  et  de  distance  (G-io). 

M.  Pieri,  dans  une  suite  de  travaux,  particulièrement  dans  deux  Mémoires 
(Mém.  de  Turin,  2'  série,  t.  XLVIII  et  t.  XLIX),  a  montré  quelles  peuvent 
être  les  idées  primitives  nécessaires  pour  fonder  ta  Géométrie  projective  et 
ensuite  la  Géométrie  élémentaire.  Il  emploie  pour  celte  dernière  les  notions  de 
point  et  de  distance.  M.  Peano,  dans  ces  Atti^  1898  {Jnalisi  délia  teoria  dei 
vettori),  a  employé  pour  le  même  but  les  idées  primitives  de  point  et  de  vec- 
teur, en  y  ajoutant  ensuite  le  p/oduit  intérieur  de  deux  vecteurs. 

Ici  il  montre  comment,  au  moyen  du  point  et  de  la  distance,  on  peut  définir 
l'égalité  entre  deux  vecteurs,  celle  entre  leurs  valeurs  absolues,  et  leur  perpen— 
dicularité. 

Palatini  [F.)  [Bg].  —  Sur  la  représentation  des  formes,  €t  en 
particulier  de  la  cubique  quinaire,  par  une  somme  de  puissances 
de  formes  linéaires.  (43-5o). 

L'auteur  commence  par  des  considérations  d'ordre  général  relatives  à  la 
l'eprésentation  d'une  forme  d'ordre  n  par  une  somme  de  /i'*""^^'  puissances;  con- 
sidérations fondées  sur  le  fait  que  le  système  linéaire  de  variétés  V;;_,  dans  l'es- 

e     A           .   1  c    /      .-         1      .  1      I-                     .             (n-+-i)...f7«  — r)        \ 
pace  fondamental  S^  (système  dont  la  dimension  est  m  = — j —  i  ) 

peut  se  représenter  linéairement  par  les  points  d'un  espace  S,„.  Alors,  étant  M  la 
variété  de  S^  formée  par  les  points  qui  correspondent  à  celles  des  variétés  V"_, 
qui  dégénèrent  en  un  hyperplan  compté  n  fois,  la  condition  pour  que  l'équation 
d'une  V"_,  générale  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

a,  A7-1-  ajA^-h. .  .-H  a^  A"  =  0, 

les  A,  étant  des  formes  linéaires,  est  que  par  tout  point  de  S,„  passe  un  espace 
Sj_,  qui  soit  sécant  de  la  variété  M,  c'est-à-dire  qui  ait  avec  M  en  commun 
k  points. 

Il  déduit  de  là  que  la  cubique  quinaire  générale  ne  peut  se  représenter  par 
une  somme  de  sept  cubes.  Elle  est  représentable  par  une  somme  de  huit  cubes, 
l'un  des  huit  plans  pouvant  être  pris  arbitrairement. 

Campetli  {A.)Yï ^jb^^.  —  Sur  la  chaleur  de  dissociation  éleclro- 
lylique  (64-73). 

Morera  {G.)  [R66a].  —  Sur  les  équations  dynamiques  de  La- 
grange.  (i2i-i34). 
Ces  équations  ne  subissent  aucun  changement  lorsqu'à  la  force  vive  on  ajoute 

_  rfU        -    ^  _  -    ^. 

'■?  ~   dt   ^  '''  dl     '■    '''  de  ^■■■' 
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U  étant  une  fonction  arbitraire  des  p^  et  de  t,  les  "X  des  fonctions  arbitraires 
des />,, /J  ■  et  de  f,  et  les/,,/^,  ...  des  intégrales  des  équations  difl'érentielles 
des  liens,  et  même  de  celles  du  mouvement,  mais  ne  renfermant  pas  les  p\. 

Panichi  [U.)Y  ].  —  Conlribution.s  à  la  cristallogriiphie  zonale. 
(i35-il9). 

Application  de  riiomologie  et  du  principe  des  forces  normales. 

Maroni  (^.)  [M28].  —  Sur  les  surfaces  algébriques  qui  possèdent 
deux  faisceaux  de  courbes  algébriques  se  rencontrant  en  un  seul 
point.  (i49-i54)- 

Xj  étant  le  genre  du  faisceau  Kj  et  -^  celui  du  faisceau  K„,  le  genre  linéaire  /)('' 
de  la  surface  est 

/>(»=8{-,-i)(T:,-i)  +  f; 

la  dimension  r  du  système  complet  |C|  obtenu  en  ajoutant  une  série  linéaire 
^P>   de  Kl  à  une  g'?^^  de  K,  est 

r  =  PiPi-^-Pi-t-  Pi- 

Burali-Forti  (C.)  [R  i  c  réf.  B  12c].  —  Sur  le  mouvement  d'un 
corps  rigide.  (i55-i'jo). 

Application  de  la  méthode  de  Grassmann,  qui  donne  des  démonstrations  d'une 
grande  simplicité  et  permet  aussi  d'éliminer  la  considération  des  moments, 

Boggio  (T.)  [D26].  —  Sur  le  développement  en  série  de  cer- 
taines fonctions  transcendantes.  (1-1-1-8). 

La  valeur  de  la  fonction  est  comprise  entre  la  somme  d'un  nombre  pair  et 
celle  d'un  nombre  impair  de  termes  du  développement.  Démonstration  de  celte 
proposition  pour  les  fonctions 

«-■',     log(i+a;),     arc  tang.r,     (i-h^c)"*,     lo%{x -h  \/i -h  x'-), 
pour  les  fonctions  de  Bessel  et  pour  la  série  hjpergéométrique. 

Severi  {F.)  [Mo 8].  —  Sur  les  surfaces  représentant  les  couples  de 
points  d'une  courbe  algébrique.  (i85-20o). 

Le  cas  relatif  aux  courbes  de  genre  2  a  été  étudié  par  M.  Humbert.  L'auteur 
suppose  le  genre  t  ^  3.  Alors  pour  les  surfaces  en  question,  P  étant  le  genre 
géométrique,  P„  le  genre  arithmétique,  yj'*'  le  genre  linéaire,  on  a 

/>"={--2)(4--5). 


REVUE  DES   PUBLICATIONS  loi 

En  représentant  la  surface  par  la  congruence  des  cordes  d'une  courbe  cano- 
nique yl~~^  de  l'espace  S__,,  l'auteur  trouve  que  sur  cette  congruence  le  système 
canonique  complet  est  rencontré  par  les  complexes  linéaires  de  droites  de  S__,. 

Ensuite  il  considère  les  intégrales  de  différentielles  totales  de  première  espèce 
relatifs  aux  variétés  représentant  les  groupes  de  2,  3,  . . .,  1:  points  delà  courbe, 
et  trouve  que  la  surface  possède  it  de  ces  intégrales. 

Enfin,  au  moyen  des  intégrales  doubles,  il  trouve  la  génération  des  courbes 
canoniques,  pour  les  surfaces  représentant  les  couples,  et  indique  l'usage  qu'on 
peut  faire  des  intégrales  multiples  dans  la  question  analogue  relative  aux  sur- 
faces représentant  les  groupes  de  3,  4,   •  •  •   points  de  la  courbe. 

Balbi  (l.)  et  Volta  (L.)  [U].  —  Passages  des  bords  de  la  Lune, 
et  détermination  de  l'ascension  droite  du  cratère  Mostin^  A, 
observés  au  cercle  méridien  de  Turin  en  1901  et  1902.  (241- 
276). 

Gatti  [£^.)  ^T SaJ.  —  Propriété  relative  à  une  forme  spéciale  du 
prisme  réfringent.  (3oi-3i3). 

Régis  {D.)  [K23].  —  Sur  la  perspective  parallèle.  (3i4-329). 

Fiihini  [G.)  [Q  2  réf.  J4]-  —  Sur  la  théorie  des  espaces  admettant 
un  groupe  conforme.  (4o4-4'8). 

Si  un  groupe  G  de  transformations  conformes  d'un  espace  S„  admet  des 
variétés  invariantes  minima  V„,(m=n),  le  groupe  peut  se  réduire,  par  un 
changement  de  variables,  à  un  groupe  opérant  sur  m  variables,  avec  ?n  seules 
transformations  linéairement  indépendantes.  Et  si  m  <  n,  l'espace  S„  est  repré- 
sentable conformément  sur  un  S'„  pour  lequel  G  est  un  groupe  de  mouvements. 

Avec  les  \^{ni<C.  n)  on  peut  former  au  moins  une  simple  infinité  de  V„_ 
invariantes,  qu'on  prend  comme  variétés  ^r,  =  const.  ;  comme  surfaces  coordon 
nées  x^,  x^,  . . .,  x,,,  on  prend  des  variétés  formées  par  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  V„_,  ;  alors  le  groupe  se  réduit  à  opérer  sur  n  —  i  variables  et  trans- 
forme conformément  en  lui-même  l'espace  S„  et  chacune  des  V'^„_,. 


ds-  ■■ 


étant  l'élément  linéaire,  où 


aji  =  i,        a;;  =  Ojj  = . .  .=  a,„  =  0, 


les  conditions  pour  que  la  transformation 


■'L^' 


EL 

dx. 
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soit  corif(jrme  sont 

n 

;=1 

et  la  transformation  est  un  mouvement. 

La  condition  pour  qu'un  groupe  opérant  dans  un  espace  euclidien  puisse  être 
considéré  comme  un  groupe  conforme  est  que  le  sous-groupe  F,  qui  ne  ciiange 
pas  un  point  général  A,  ne  change  pas  non  plus  les  directions  partant  de  ce 
point  et  situées  sur  un  cône  quadrique. 

Si  un  groupe  conforme  G  peut  être  considéré  comme  un  groupe  de  mouve- 
ments, tout  espace  S  admettant  G  comme  groupe  conforme  est  conformément 
représentable  sur  un  autre  espace  admettant  G  comme  groupe  de  mouvements. 

Pour  les  espaces  admettant  un  groupe  conforme  qui  ne  peut  être  regardé 
comme  groupe  de  mouvements,  on  voit  que.  si  le  groupe  renferme  une  transfor- 
mation du  premier  ordre 

X^p^+.  .  .4-  .î?,,, /?,„  +  .  .  . 

ou  d'ordre  supérieur,  l'espace  est  conformément  applicable  sur  un  espace  eucli- 
dien. En  dehors  de  ce  cas,  le  groupe  ne  peut  renfermer  que  des  transformations 
d'ordre  zéro 

(A)  X,  =  /p,  +  ...,         ...,        X^  =  7>^4-... 
et  des  transformations  du  premier  ordre  du  type 

(B)  «(^,/',+---+^,„/',J+2*.i^,A  +  ---         (*,;  =  — ^,)- 

Le  groupe  des  (B)  est  isomorphe  à  un  sons-groupe  de  mouvements  d'un 
espace  à  courbure  constante  et  de  m  —  i  dimensions. 

Boggio  (T.)  [T'jc].  —  Résolulioii  du  problème  général  de  l'in- 
diiclion  électrodjnamique  dans  le  cas  d'tin  plan  condiicleur 
indéfini.  (448-466). 

F'  étant  le  potentiel  électrique  et  (U',  V,  W)  le  potentiel  vecteur  du  champ 
induisant,  il  faut  trouver  les  potentiels  F,,  U,,  V,,  W,  provenant  des  distribu- 
tions induites  sur  le  plan  ^  =  o.  Tous  ces  potentiels  doivent  satisfaire  à  l'équa- 
tioD 


(  —  =  vitesse  de  la  lumière]. 


et  à  celle  de  la  conservation  de  l'électricité 

,  dF       dV        d\       rfW 
at        dx        dy        dz 

En  supposant  (champ  électromagnétique  sinusoïdal) 

F'z=/(OF',        \}'=u{t)\:\        S'^v{t)\",        W=<v(OW", 
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où  les  F",  l)",  ...  dépendent  seulement  de  x,  y,  z,  on  trouve  que/,  u,  v,  w 
doivent  satisfaire  à  l'équation 

dt\:p    dt-  /  "~  °' 

ce  qui  leur  donne  la  forme 

ce"" -h  c^e'"". 
En  supposant  d'abord 

F'— e""F",        U'=e""U",        V'=e""Y"        (  parties  réelles), 

on  peut  prendre  pour  F,,  U,,  V,  les  parties  réelles  des  expressions 

F,  =  e""  Fj,        U,  =  e""  U^,        V,  =  e""  V.,, 

où  Fj,  Uj,  V^  sont  des  fonctions  de  x,  y  et  de  la  valeur  absolue  de  z,  satisfai- 
sant aux  équations 

â,+  a'A5=  0, 

.    ,^       dV.       d\\ 

dx         dy 

d?^        -    ,TT        ,    f^U. 

rfF,        .     ,,.        ,    c?V,         ^ 

dy  -  d\z\       ^ 

où  P,  Q  sont  des  fonctions  connues.  L'auteur  intègre  ces  équations  et  puis 
transforme  les  valeurs  de  F,,  U^,  V,.  Suit  la  recherclie  analogue  pour  le  cas  où 
l'on  prend 

F'  =  e""F';-f-e''"F;'   \ 

U'  =  e''"U"-he''''U2'  /        (parties  réelles). 

Enfin,    il  suppose   un    champ   électromagnétique   quelconque,   les   potentiels 
étant  les  parties  réelles  des  expressions 

F'  =  y   e""F';.,         ^'  =  y   e""U';,,         ^"=2   ^'"'^'"' 
0   "  0  "  0  " 

le  problème  est  résolu  par  les  parties  réelles  de 

F,  =  y   e""F.  „,         U,  =  y   e'"'U.  „,        V,  =  V   e'-'V^,,, 

1  ^^^  .,.17  1  ^^^^  .,,,1  ^^  ^ 

0    "  0      '  0 

où  les  F,  „,  Uj  „,  V,  „  sont  données  par  des  formules  plus  compliquées,  mais 
analogues  à  celles  des  cas  précédents. 

Bianclii  {L.)[^06k^.  — Sur  les  surfaces  applicables  sur  les  pa- 
r;iboloïdcs  et  sur  leurs  transformations.  (5 1  5-534) • 


io4  SECOND r^  PAirriiî. 

L'équ.nlion  aux  dérivées  partielles  dont  dépend  la  recherche  des  surfaces  appli- 
cables sur  les  quadriques  a  été  mise  sous  une  forme  nouvelle  par  M.  Calapso 
{Bendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  XVI,  it)02,  p.  297),  par 
la  considération  du  système  conjugué  permanent,  c'est-à-dire  commun  à  la 
surface  et  à  toutes  ses  déformées.  Un  tel  système  est  toujours  réel  lorsque  la 
surface  est  à  points  elliptiques;  lorsqu'elle  est  à  points  hyperboliques,  on  aies 
déformations  de  première  espèce,  à  système  permanent  réel,  et  celles  de 
deuxième  espèce  à  système  permanent  imaginaire. 

RI.  Bianchi  traite  un  cas  plus  général  que  celui  des  paiaboloïdes.  Pour  toutes 
les  surfaces  où  dans  l'élément  linéaire  on  a 

E  =  a  I ,  ji-  -f-  2  a  1 2  ?<  +  a  j , 

G  =  a,,t'--i-  2  0(3^  -t-  aj,, 

la  déformation  dépend  d'équations  d'un  type  analogue  à  celles  dn  cas  des  para- 
boloïdes,  et  pour  lesquelles  on  peut  établir  une  théorie  de  transformation  ana- 
logue à  celle  de  l'équation 

1 — 70  —  sinw, 
03.  dji 

dont  dépend  la  recherche  des  surfaces  à  courbure  constante. 

I.  Pour  le  cas  où  l'on  prend  le  signe  -h  dans  Texpression  de  F,  et  que  le 
déterminant  A  des  a^^  soit  >  o,  les  équations  sont 

du  du        dv  ùv  _ 

dï  5?  "^  di  d^  ~  "' 

où 

H  =  EG  -  I'=, 

qu'on  transforme  en  un  système  linéaire  linmogène  par  la  méthode  employée 
par  M.  Calapso  dans  le  cas  des  paraboloïdes.  En  posant 


/du\-    fdvy 


au  '  Ov 

et  en  indiquant  par  w  un  angle  auxiliaire,  on  obtient  le  système 

du  .     .  ôv       ^ 

-T~   =z  —  A  Sino),  -—    =  A  COSO), 

03.  da 

d>>         H,    .  H,  d<o 

^—  =  — r  sin  M cos  w rr  !•"•, 

ya         2  A  2  A  o^ 

du.  _  dw  . 
dï  ~  dS    ' 
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et 


du 

-.y    =   JJLCOSW, 

-—  =  a  sinw, 

d'x         H, 

—-   —   — ^COSW 

di        2A 

+ 

H,    .             dw. 
— f  sin  0)  -4-  ^  A, 
2  A                t)a 

oj  satisfaisant  à  l'équation 

()-(.)        fpto        A,2— A,j    .  A,, 

(  3)  r— -  -J rr-    =  . i:  Sin  M  CÛ&W r"  COS  2  tJ, 

où  les  A,.;,  sont  les  compléments  algébriques  des  a,;,  en  A.  Le  système  conjugué 
permanent  (a,  ji)  donne  un  système  conjugué  sur  la  surface  déformée. 

II.  Pour  .A.  <  o  (et  toujours  le  signe  +  pour  F),  on  obtient  un  système  linéaire 
analogue  au  précédent  et  une  condition  d'intégrabilité,  analogue  à  (3),  qui 
se  réduit  à  l'équation  dont  dépend  fa  recherche  des  surfaces  pseudosphériques. 

III  et  IV.  Le  cas  où  l'expression  de  F  a  le  signe  —  est  aussi  étudié,  dans 
l'hypothèse  d'une  déformation  de  première  espèce,  en  supposant  successivement 
A  >  0,  .\  <  o.  Dans  ces  deux  cas,  Jorsqu'on  a  aussi 

la  condition  d'intégrabilité  se  rédait  ii  la  forme  de  Liouvillc. 

V.  Enfin  l'auteur  traite  le  cas  des  déformations  de  seconde  espèce,  ([u'on  a 
seulement  pour  le  signe  —  et  pour  A  >  o. 
En  particulier,  pour  le  paraboloïdc  elliptique 

x''-         y- 

H  ■ --  =  2  .-, 

p      (l 

qui  rentre  dans  le  cas  I,  on  a  l'équation 

, ,  ^  (ï^  oj        (T-  (.) 

(  I  \  ^— ,  -4-  ^y-  =  sin  OJ  cos  w. 

Pour  le  paraboloïdc  hyperbolique  (cas  III),  les  déformations  de  première 
espèce  dépendent  de  l'équation 

(III)  -— r =  sin /i  6  cos  A  9, 

dp        c/a- 

et  celles  de  seconde  espèce  (cas  V)  de  l'équation 

'^'^  u 

(V) —  cosn2(>>. 

L'auteur,  en  se  rapportant  à  ces  cas  particuliers,  donne  les  principes  d'une 
théorie  des  transformations  des  surfaces  dont  l'élément  linéaire  a  la  forme  (i). 
Dans  le  cas  qui  correspond  à  l'équation  (I),  il  convient  d'associer  à  celte  équa- 
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tion  l'autre 

(I)  4^  +  Vôi  =sin/iecos/i6, 

qui  appartient  aux  déformations  de  première  espèce  pour  le  cas  du  signe  —  et 
de  A<o,  par  exemple  aux  surfaces  d'élément  linéaire 

f/s'  =  (  m'  +  i)  du"^ —  2  uv  du  di>  -\-  {v-—  },)  dv^. 
Entre  les  solutions  des  équations  (I),  (1),  on  peut  établir  la  relation 

. —  =:  CCS  j  cosoj  sinnb  —  sinu  sinoj  cos/tb, 

(H        o^ 

d<ii        db         .  . 

^—  -I — —   —  sin  7  cosoj  sin«9  -t-  cost  sin  w  cos/ib, 

dp        da 

<j  étant  une  constante  arbitraire.  En  connaissant  une  surface  applicable  sur  le 
paraboloïde  elliptique,  on  connaît  oj  en  fonction  de  a  et  [3,  et  des  dernières 
équations  on  déduit  6  par  intégration;  au  moyen  de  6  on  a  un  nombre  infini 
de  surfaces  (i).  Celles-ci,  en  intégrant  les  mêmes  équations  en  w,  donnant  un 
nombre  infini  de  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde.  et  ainsi  de  suite. 

Pour  l'équation  (III)  on  a  aussi  un  système  de  formules  de  transformation, 
mais  de  manière  que  toute  solution  6  de  (III)  conduit  à  une  autre  solution  6, 
de  la  même  équation.  Semblablemenl  pour  la  (V). 

Segre  (C)  [Vy].  —  Inductions  sur  l'influence  de  Géi'ome  Sac- 
cheri  sur  la  formation  delà  Géométrie  non  euclidienne.  (535- 
547). 

De  certaines  données  historiques  et  biographiques  on  peut  induire  avec  vrai- 
semblance que  VEucUdes  ab  omni  nœvo  vindicatus  du  P.  Saccheri  a  eu  une 
influence  directe  sur  Lambert,  Gauss,  Bolyai,  Legendre  et  Lobatschefsky. 

Blanchi  {L.)  [J4]-  —  Sur  les  groupes  finis  continus  de  transfor- 
mations conservant  les  aires  ou  les  volumes.  (Sgô-ôi  i). 

Une  transformation  de  l'espace  euclidien  S„  en  soi-même  (pour  des  coordon- 
nées cartésiennes  orthogonales) 

est  équivalente  (conserve,  pour  n  —  2,  les  aires;  pour  n  =  3,  les  volumes) 
lorsqu'on  a 

d {x\.  x'.,,  . . . ,  x'^)  _ 

^{x^^  .r,,  . . .,  ar„) 

La  condition  pour  que  la  transformation  infinitésimale  X/  appartienne  au 
groupe  des  transformations  en  question  est 

n 
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et  alors  les  transformations  finies 


du  groupe  à  un  paramètre,  engendré  par  X/,  sont  équivalentes. 

L'auteur  étudie  les  groupes  G  finis  continus  de  ces  transformations,  dans  le 
but  de  déterminer  tous  les  sous-groupes  dépendant  d'un  nombre  fini  de  para- 
mètres. 

Deux  groupes  G^,  G^  de  transformations  équivalentes  sont  dits  de  même  type 
lorsqu'on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par  une  transformation  de  variables 

r.=  ?i{^n^2i  •••,^„)> 
où 

à(y\,y. r„) 


I 


^{£c^,  a;,,  ...,  x„) 


const., 


et  la  question  se  réduit  à  trouver  tous  ces  types.  Une  transformation  infinité- 
simale X/  (comme  l'auteur  le  montre  d'abord)  est  changée  en  une  transforma- 
lion  équivalente  par  les  seules  transformations 

dont  le  déterminant  fonctionnel  est  un  multiplicateur  de  X/=  o. 

On  trouve  alors  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  groupe 

G,s(X,/,  ...,X,/) 

soit  semblable  à  un  groupe  de  transformations  équivalentes,  est  que  les  X,/,  ..., 
X^/ aient  un  multiplicateur  en  commun.  Les  conditions  pour  l'existence  de  ce 
multiplicateur  sont  établies  par  l'auteur  et  puis  transformées  en  employant  une 
ampliation  remarquable  du  groupe;  elles  se  réduisent  à  ce  que  la  caractéristique 
de  la  matrice 


?..     ?, 


t,         Ir, 


I. 


ne  soit  pas  abaissée  par  la  suppression  de  la  dernière  colonne. 

Une  classe  de  groupes  semblables  à  des  groupes  de  transformations  équiva- 
lentes s'obtient  aussi  en  partant  d'une  forme  différentielle 


9  =  V  a,j (  X )  dx^ dx^, 


admettant  un  groupe  continu  G,  de  transformations  en  elle-même.  Une  trans- 
formation de  variables 

x\-  fXx^,x^,  ...,x,^) 
pour  laquelle 
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a  étant  le  déterminant  de  f,  change  G^  en  un  groupe  de  transformations  équi- 
valentes. 

Si  tous  les  types  de  groupes  à  n  variables  étaient  connues,  on  pourrait  voir 
lesquels  d'entre  eux  sont  semblables  à  des  groupes  de  transformations  équiva- 
lentes, et  faire  ainsi  la  classification  de  ces  derniers.  Pour  «  =  2  et  n  =  3  les 
types  ont  été  assignés  complètement  par  Lie,  et  l'auteur  s'appuie  sur  ses  résul- 
tats pour  trouver  tous  les  types  en  question  pour  n  ~  1.  En  vue  de  cette 
recherche,  il  change  d'abord  la  forme  du  problème,  en  introduisant  \Si  fonction 
génératrice  de  X/,  définie  de  la  manière  suivante  : 


Si 


X,/=5 


s    àf 


dx 


"ày 


est  une  transformation  infinitésimale  équivalente,  puisqu'il  doit  être 

-7^  4-  -T^  =  o, 
f)x        ay 

il  en  résulte  qu'une  fonction  \^{x,y),  satisfaisant  à 

<n,  _  ^  __ç 

dx  "  ^'"         ôy  ~      ""' 

est  déterminée  à  moins  d'une  constante.  Celte  I,  est  la  fonction  génératrice 
de  X,/,  et  l'on  éoiit 

^   f_  à{l„f) 

""'•^  -  d{x,y)' 

Alors  on  peut  dire  qu'à  tout  groupe 

G,^(X,/,  ...,X,/) 
de  transformations  équivalentes,  correspondent  r  fonctions  génératrices 

I.,    ...,    K 

qui  ont  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Il  n'y  a  entre  elles  aucune  relation  linéaire  à  coefficients  constants; 
2°  Tous  les  déterminants  fonctionnels 

ô{x,  y) 

sont  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  constants  de  I,,  ...,  I^.  Cela  posé, 
la  recherche  est  dressée  à  trouver  tous  les  types  de  systèmes  de  fonctions  I 
ayant  les  propriétés  énoncées. 

Par  cette  méthode  on  trouve  quatre  types  de  groupes  primitifs  : 

1°  Le  groupe  linéaire  spécial  de  Lie 


fJ.      q,      Xq,     y  p.      Xp~yq 


2°  Le  groupe  des  mouvements  du  pian 


xq  -yp 
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?- 

X  s\ny 
cosv.p-\ ^— ^i 

v"  '  —  -^^ 

S 

X  ces  V 

1 '-'^ 

\Ji-  —  X- 

\  ï 

—  y 

+  x-  sinj'./>  — 

de  la  sphère; 
4°  Le  groupe  de  mouvements 


de  la  sphère. 

Pour- les  groupes  imprimitifs  on  a,  avec  un  nomhre  illimité  de  paramètres 
5"  Le  groupe 


\p,   q^ 

xq,     x''-(/. 

...,     x''q, 

xp—yq 

pe 

q,     xq, 

V,(x)q,     1 

\{x)q,      . 

.,      V^{x)q 

■6°  Le  groupe 


et,  avec  un  nombre  limité  de  paramétres 
7"  Le  groupe 


/•>o; 


'•  >  o  ; 


p,     xp — J7>,     X- p  —  ixyq 


€"  Le  groupe 


9°  Le  groupe 


avec  ses  trois  sous-groupes  : 


p,     xp—yq,     x'^p  -+-  {i—  ixy)q 


p,     q,     xp—yq 


1^    xp—yq 


P,     1 


0. 


Il  n'y  a  que  les  types  (6),  (11)  et  (12)  qui  soient  abéliens,  c'est-à-dire  con- 
stitués de  transformations  permutables  deux  à  deux. 

Rizzo  (G.-B.)  [U].  —  Sur  le  calcul  de  la  constante  solaire.  (612- 
628). 
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Jorio  iC.)  [K.I  \d\.  —  Contribution  à  l'étude  des  courbes  de  rac- 
cordement à  deux  centres.  (656-684). 

Bianchi  (L.)  [J4  ]•  —  Sur  les  groupes  finis  continus  de  transfor- 
mations proportionnelles  (yOS-ji^). 

Ce  sont  les  transformations  qui  changent  les  volumes  (respectivement  les 
aires)  dans  un  rapport  constanL  Pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  déterminant  fonctionnel  de  la  transformation 


I  = 

soit  constant. 

La  condition  pour  qu'un  groupe 


d{x\,  . ..,  x'„) 
â{x^,  . . .,  x,,) 


0,=  (X,/,  ...,X,/) 

soit  de  transformations  proporiionnelles  est  qu*  pour  chacune  de  ses  transfor- 
mations infinitésimales 


àf 


l'expression 


^/=I^1 


^x^       '  '  '       dx„ 


soit  une  constante  y  (lorsque  toutes  les  y  sont  égales  à  zéro,  le  groupe  est  de 
transformations  équivalentes;  voir\a  Note  précédente,  ce  Tome,  p.  SgB).  Après 
avoir  démontré  que  le  groupe  dérivé  d'un  groupe  de  transformations  proportion- 
nelles est  formé  par  des  transformations  équivalentes,  l'auteur  démontre  qu'un 
groupe  G^,  possédant  un  sous-groupe  invariant  G^_i  semblable  à  un  groupe  de 
transformations  équivalentes,  est  semblable  à  un  groupe  de  transformations 
proportionnelles.  Ainsi  la  recherche  des  types  de  groupes  proportionnels  est 
réduite  à  celle  des  groupes  équivalents.  Il  suffit  de  faire  pour  chacun  de  ces 
derniers  une  ampliation,  de  manière  que  le  nouveau  groupe  ait  un  paramètre 
de  plus,  et  renferme  le  premier  comme  sous-groupe  invariant.  Ce  procédé, 
appliqué  aux  douze  groupes  de  la  Note  précédente  (ce  Tome,  p.  3g6),  conduit 
aux  types  suivants  de  groupes  proportionnels  : 


<'■) 


A     q,    xq,    yp,    xp~r<],    xp^yq 


(groupe  des  affinités). 


obtenus  par  ampliation  de  (i)  de  la  Note  précédente; 

(2) 


P-,     y.     xq—yp,     xp^yq 


groupe  des  mouvements 
et  ties  similitudes 


obtenu  de  (2).  Pour  les  autres  types  primitifs  (3)  et  (4),  l'ampliation  n'est  pas 
possible. 
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Les  groupes  imprimitifs  donnent  : 


(5') 
(6) 

(/') 
(9) 

(10') 

("') 

(12') 


p,     q.     xq,     x-q,      ...,     x'-q,     xp—yq,     -^  P  +  y  q 


q.      xq,      P^(x)q.      V,.{x)q,      ...,      F^{x)q,     yq 


p,    xp  —  yp,     x-p  - 

-2xyq,     yq 

p,     «7,     xp—yq, 

xp+yp 

> 

<!> 

xp-yp,      r+- 

X  j 

h 

{c  —  ce 

p,     q,     {XX  -h''^y)p'i-  (•{x-^ôy)q     , 


q,     ap^yq 


L'amplialion  n'est  pas  possible  pour  le  groupe  (8). 

Balbi  {V.)  [U].  —  Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  pla- 
nètes principales  pour  l'horizon  de  Turin  et  pour  1904.  (733- 

749)- 

Ovazza  {E.  d')  [Rpc/].  —  Méthode  graphique  de  calcul  des  arbres 
à  coude  avec  plus  de  deux  appuis,  (751-764). 

Ovidio  {E.)  [V].  —   Luigi  Cremona.  Notice  nécrologique  (821- 
823). 

Giambelli  [Z.)  [Bic].  —  Sur  certaines  propriétés  des  fonctions 
symétriques  caractéristiques.  (823-844)- 

Le  problème  de  déterminer  des  fonctions  symétriques  de  degré  d  en  x^, 
:Cp  ...,  a;,,  linéairement  indépendantes  et  telles  que  toute  fonction  symétrique 
rationnelle  entière  puisse  s'exprimer  linéairement  au  moyen  de  ces  fonctions, 
peut  se  résoudre  d'une  infinité  de  manières.  Un  des  systèmes  de  fonctions 
résolvant  le  problème  est  constitué  par  les  expressions 


X's'^ 


X  étant  le  déterminant  de  Vandermonde.  Par  cela   ces  expressions  s'appellent 
fonctions  symétriques  caractéristiques. 

Pour  ces  fonctions  a  lieu   un  principe  de  dualité  qui  permet  de  constru#rc 
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entre  elles  des  idenlilés,  particulièrement  importantes  à  cause  d'une  interpré- 
tation symbolique  qu'on  en  peut  donner  dans  la  géométrie  cnumérative  pour 
le  problème  des  espaces  sécants. 

Movcra  (G^.)  [H6  réf.  H 8 c^  réf.  J 4]-  —  I^es  systèmes  canoniques 
d'équations  aux  difTérenlielles  totales  dans  la  théorie  des  groupes 
de  transformations.  (940-953). 


Si 


^rf^^-^iLfr)        {r  =  i,7,  ...,m) 


sont  les  symboles  de  m  transformations  infinitésimales  sur  les  an -f- /«  variables 

Pi,     7.;    A>     <!-.>     ••■;    P,.^     '/.,'•     <p     *!;.     ■•■,     «™, 

.   .^         -,                         •,       ni(  ni  —  i)       ,     . 
les  /,  vérifiant  identiquemeut  les  relations 

où 

l 

ces  transformations  engendrent  un  groupe  à   ni  paramètres  ^,,  ...,  2„,  dont  la 
transformation  infinitésimale  la  plus  générale  est 

in 


s  =  l 


s=l 
ôt^=  Bz^        (£  =  1,2,  . . .,  n;     r  —  1,  2,  . . .,  m). 


Les  formules  de    transformation   s'obtiennent  en   intégrant  le  système   aux 
dilTérentielles  totales 

^     '  ^    '  jL^    0(7.  i-^    OP: 


qui  est  un  système  canonique. 
L'intésrale 


=/(? 


Q.dp^-yj^dtX 


■étendue  à  une  ligne  fermée  quelconque  dans  le  champ  des  /?,,  q^,  t^,  est  un  inva- 
riant intégral  du  système  (i). 
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Par  suite,  lorsque  le  syslèrnc  (i)  est  intégré,  on  a  ideiitiqueinenl 


2]  '7.  ''/^  X  f'  '^^'  =1!  '^''  ^^^'"  -H  -^'^  '^'" " 


du. 


Q.  étant  une  fonetion  des  variables  indépciRlanles  t.  qu'on  trouve  exprimée  par 


En  posant 


et  en  éliminant  les  p"  au   moyen  des  ét|ualions  inléj^rales  des  (i),  on  obtient 
une  solution  complète  du  syslènie  involutif 


(2)  ^+/..(fp--.C;/^,^---,/>„;-;:^'  ■••'^) 


qui  est  Vassocic  du  sj'slème  canoniciue. 
En  posant  au  lieu  de  t^  et  dt^  respectivement 

tl+  {t^-  tl)t,         {t,—  ll)dl, 
pour  fixer  le  chemin  d'intégration,  les  (i)  deviennent  le  système  d'Ilamillon 

d£,  _  <m  dq^  _       (M 

dt         <)q,  dt  dp, 

dont  rintégratioii  équivaut  à  celle  de  Téquation  aux  dérivées  partielles 

Tout  système  canonicjue  est  changé  en  un  autre  par  toute  transformation  de 
contact  sur  les  /;,,  q,. 

Par  la  transformation  de  contact 

ÔQ.  ^        ÔQ. 

')/),  dp* 

il  étant  une  solution  du  système  involutif  (2),  le  sj'stème  canotii([Uf  (1)  est 
intégré,  et  les  p*,  q*  sont  les  intégrales.  Cette  propriété  d'être  réduit  à  une  forme 
résolue  par  des  transformations  de  contact  est  caractéristique  pour  les  sys- 
tèmes canoniques. 

Pizzelli  [P.)   [l\5a]. —  Sur  ccrlaiues  é(|uaLions  foiiclanienlalcs 
dans  le  problème  des  n  corps.  (954-961). 

En  employant  les  transformations  linéaires,  l'auteur  trouve  les  formules 
relatives  à  la  force  vive  et  aux  intégrales  des  aires,  pour  un  changement  des 
coordonnées,  lorsqu'on  porte  l'origine  au   |)oint  représentant  run  des  corps  du 

BlUI.  des  Sciences  matliéni.,  1'  série,  t.  XXXIII.  (Août  1909  )  R.''^ 
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syslèinc,    ou   l(n'squ'<jii    raiiportc    la    |)(isili(>ti    liii   t'"""    coiiis  au    baryccnlrc  des 
i  —  1  coi'ps  prcccdeiils  (  cooidoiitiées  jacobicnncs). 

Giudice  {F-)  [C^rt].  —  Sur  l'inlégralioii  par  subsliliilioii.   (962- 
960). 

Condition  générale  pour  la  validité  de  la  formule 


COMPTES  RENDUS  iiL:iîLto.M\i)Uiii:s  i»i:s  siîancks  de  l'Académie 

DUS    SciKNCIÎS,   par  MM.   les    SKCRlirAIRES    I'ICUPÉTLELS. 

Tome  CXEVI;  190S  (  '  ). 


Bulil   (yi-)-   —  Sur  la  sonimabililc  des  séries  de  Foiuicr.  (60-62). 
A  5G10 

Denjoy  {A.).  —  Sur  le  choix  de  l'exposant  de  convergence   jiour 
les  fondions  eiilières  de  genre  iiilini.  (62-64). 
A  3(ilO 

Eugène  et   Ffaiiçois   Cosseral.  —    Sur  la  slali(|iie  de  la  surlace 
délorinable  el  la  dynamique  de  la  ligne  déforniable.  (68-'^  1). 

Sclilesiiiger  {L.).  —  Sur  un  système  dilTérenliel  du  second  degré. 
(106-108). 
A  /i850 

Esclangon  {E.).    —   Sur  les  solutions   périodiques  de  certaines 
équalions  fonctionnelles.  (108-1  10). 
A  0030 

Farinan  (//.)•  —   lissais    mélliodi(pi('s   cTun   aérofilane   cellulaire. 
(m2-ii3). 
15  '^8'i0 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XXXII^,  p.  4^. 
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BrégueL  (L.).  —    vSiir    le  rendement   des   hélices   de    |)i  upiilsioii . 

(ll.H-M(J). 

Tzitzéica.  —  Sur  une  classe  de  surfaces,  (i 05- 166). 
A  8830 

Lei^i   (Eugenio-Elia).    —    Sur    ré(iualion  — -^  —  --^  =  o.    (1G7- 

168). 

A  -5650    5G(iO     4470 

Carlan  {E .).  —  Sur  la  défuiiliuii  de  Taire  d'une  [)orli(>n  de  surface 
courbe.  (1G8). 
A  8460 

Eugène    et  Erançois    Cosseial.    —     Suc    la    lli('orie    des    corps 
minces.   (i()C)-i 'ja). 

B  3200 

Eejér   {L.).  —    Sur  le  déveloj)|)eineiil    d'uiu'    fonclion    arbitraire 
suivant  les  fonctions  de   Laplace.  (^■>.i>J\-'1'a'j). 

A  56-20    2520 

Pelrovilcli  (M-)-  —  Tbéoième  sur  les  séries  deTaylor.  (y^a-aj^). 
A  3010 

Cotloii  {E.).  —  Sui'  rinlégralion  a|)[)rocliée  des   é(|uations   dillé- 
rentielles.  (^2- ^-i-X)) . 

A  4820    4880 

Créniieu  {V.).  —   Sur  \i\  diminution  du   roulis  des  navires,  {'i-']'!- 
279)- 
B  2850 

Goursal  {E.).  —  Sur  un    lliéoiriiic    île   la    théorie    des    é(|ualioiis 
intégrales.  (Sa'j-Saij). 
A  4-i70 

Popo^'ici  (C).   —   Sur  les  congrueiiccs  de  courbes  planes.  (obG- 
388). 

A  8455 


ii6  SECONDE  PARTIE. 

Ilolnigreii  {E.).  —  Remarque  sur  une  communicaliuii  tic  M.  liii- 
genio-Elia  Lcvi.  (SSS-SSq). 
A  5050    5660    4470 

llénioundos  (G.).  —  Sur  les   siugularilés   des   équations    dilléren- 
tielles  du  premier  ordre.  (38()-39o). 
A  4870 

RaJJy  (^O-  —  ^"'"  '^■''  surfaces  à  lignes  de  courbure  confondues. 

(459-462). 
A  8830 

Sl'irnwr  {C .).  —    Cas   de  réduction    des  équations  dilTérenliclles 
de  la  trajectoire  d'un  corpuscule   électrisé  dans  un  cliamp  ma- 
gnétique. (4G'i-4(^5). 
C  6815        IJ  20-20 

Traynard  Œ.).  —  Sur  une  surface  lijjierelliplique  du  quatrième 
degré  sur  hujuelle  3o  droites  sont  tracées,  (oao-oai). 

\  8050    7G50 

Kolossoff  {G.).  —  Sur  les  problèmes  d'élasticité  à  deux  dimensions. 

(522-5^5). 

A  5(i:50     M  3200 

Slonncr  {€.).  —  Cas  de  réduction  des  équations  didérentielles 
de  la  trajectoire  d'un  corpuscule  éleclrisé  dans  un  champ  ma- 
gnétique. (026-527). 

C  6845     B  20-20 

Biilil{/i.).  ■—   Sur  les  séries  de  polynômes  tajloriens  (575-578). 
A  :i6:io 

Koni  (A.).  —  Solution  générale  du  problème  d'équilibre  dans  la 
théorie  de  l'élasticité,  dans  le  cas  où  les  efforts  sont  donnés  à  la 
surface.  (578-580). 

A  5033     IJ  3200 

Boussiiwsq  (.y.).  —  Théorie  de  récotilcmcnt  sur  un  déversoir 
veilical  en  mince  paroi  et  sans  contraction   latérale  :    cas  de  la 
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nappe  ondulée  el  son   raccordonienl  au   cas  de   la   nappe   plon- 
geante. (60 --6 10). 

Tannery  (J.).  —  Hommage  des  manuscrits  de  Galois  à  l'Aradémie. 

(6,.). 

A  0010 

Rciffy  {L.).  —  Ap[)licaljilité  et  modes  divers  de  représentation 
des  surfaces  à  lignes  de  courbure  confondues.  (618-620). 

A  8840 

Zaremba  {S.).  —  Sur  l'application  d'un  procédé  alterné  au 
problème  biliarmonique.  (620-622) . 

A  5660 

Stôrmer  (C).  —  Remarrpie  relative  à  ma  Note  sur  les  équations 
différentielles  d'un  corpuscule  électrisé  dans  un  champ  magné- 
tique. (628). 

C  0845        B  20-20 

Amans  (P.). —  Etudes   anémométriques    des  hélices    zooptères. 

(656-639). 

B  2840 

Boussinesq  (/.).  —  Propriétés  diverses  des  courbes  exprimant, 
soit  par  leur  enveloppe,  soil  directement,  les  coefficients  de 
débit  m  d'un  déversoir  vertical  en  mince  paroi,  sans  contraction 
latérale  el  à  nappe  noyée  en  dessous,  en  fonction  de  la  pression 
relative  N'  exercée  sous  les  nappes  au  niveau  du  seuil.  (66^-6'^  i). 

B  2810 

Tannery  (./.).  —  Manuscrits  d'Évarisle  Galois.  (674-676). 
A  0010    0032 

Le  Vavasseur.  —  Sur  les  sous-groupes  du  groupe  linéaire 
homogène  à  quatie  variables  et  les  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  qui  leur  correspondent.  (7>^7-7-^9)' 

A  1230    4840 
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Raffy  (L.).  —  Sur  les  résenux.  conjiif^iu's  porsisliiiils  (|iii  cnin- 
prcnncnt  une  famille  de  lij^nes  miiiiina.  ('J/^0''J/^2). 

A  RS30 

Girardville.  —  Sur  le  poids  iildc  maximum  qu'on  peut  soulever 
en  aéroplane.  (-42-743)- 
15  ',\sr.() 

Boutlic(((ix.  —  Sur  les  conditions  d'utilisation  des   ballons    diri- 
geables actuels.  (74^-74'^)- 
B  '28GU 

Dcprez  {l\'I.).  —  Sur  le  planomcnt  des  oiseaux.  (797-800). 
B  28G0 

Sccrélairc    perpétuel.  —   (congrès   des  Matbématiciens  (Rome). 

(845-846). 

A  0010 

Darboux  (G.).  —  Sur  un  |)roblèin('  relatif  à  la  tli('orie  des  (tourbes 
gaucbcs.  (88  1-885). 

A  8i20    8830 

Secrétaire  perpétuel.  —  Communication  à  l'Académie  du 
portrait  de  Descartes,  par  David  Beck,  envoyé  par  l'Académie 
des  Sciences  de  Stockholm.  (qoS). 

A  0010 

Humbert  [J.) .  —  Formules  relatives  aux  minima  des  classes  de 
formes  fpiadralif|ues  binaires  et   positives.  (goS-poS). 

A  2830 

Duhem  {P.).  —  Sur  la  découverte  de  la  loi  de  la  chute  des 
graves.  (908-913). 

B  0010 

Krigoivsixi  {Z.).  —  Sur  les  intégrales  hjper(dlipti(|iu's  canoiii(|ues 
de  seconde  espèce.  (914-915). 

A  40G0 
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Joiiguel.  —  Applicalion  des  lois  de  la  siiiiililiide  à  la  propaj^alion 
des  déflagrations.  (9i5-()i8), 

B  Vm    Vm        D  7150 

Jacob  (Colonel).    —    Tnlégromèlre  à  lame  coupante  rpii    permet 
l'intégration  de  i'(''fpi;ilion  d'\l)el  )'j''=  AjK' +  f^J' +  ^^-  (l)'^'^)- 
A  0080 

Crussard  et  Jouguel.  —   Application  des   lois  de  similitude  à  la 
propagation  des  détonations.  (g54-956). 
B  Vm    2490        D  7150 

Deprez   (M.).  —    Sur   le    planement    slalioiinaire    des    oiseaux. 
(ioo3-ioo4). 
B  28i0 

Renard  (P.).  —  Virage  des  aéroplanes.  (ioo5-ioo8). 
B  2850 

Zer^'os  (P.).  —  Sur  une  méthode   de  TNI.  Gonrsat  dans  le   pro- 
blème de  INIonge.  (io8o-io83), 

A  48  iO 

Bachelier  {L.).  —  IjC  problème  général  des  probabilités  dans    les 
épreuves  répétées.  (io85-io86). 

A  1C30 

Auric.  —  Sur  le  développement  en  fraction  continue  d'un  nombre 
algébrique.  (i2o3-i2o5). 

A  2815     2920 

Picard  {E .).  —  Sur  une  équalion  aux  dérivées  partielles  relative 
à  une  surface  fermée.  (i23i-i235). 
A  5660    4470 

Séguier  (de).  —  Sur  les  formes  bilinéaires.  (i 247-1 248). 
A  2840 

Saniele^'ici  {S.).  —    Sur  l'ccpialion   aux   dérivées    partielles   des 
membranes   vibrantes.  (i249-i25i). 

A  5G60    5640    4470 
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Deprez  {M.).  —  Etude  des  pliénonièiies  que  préscDlenl  les  ailes 
coneaves  dans  le  planemeiil  stnlioDiiaire  et  d.ins  le  vol  plané 
des  oiseaux.    (1299-1302). 

B  '?S40 

Bord  {E.).  —  Sur  l'analjse  des  eouibes  polvniorplies.  (i3o4- 
i3o5), 

A  1035 

Denioulin  (A.).  —  Sur  les  stirfaees  réglées.  (i38i-i384). 
A  8-150    8830 

Dcnjoy    (A.).   —     Sur  les    produils  canoniques  de   genre   infini. 

(1 384-1 386). 

A  3G10 

Sanielevici.  —  Sur  l'équalion  aux  déiivées  partielles  des  cordes 
viljranles.   (  i  38~-i  38f)). 

A  5GG0    4i70 

Tome  GXLVIl. 

MyUor  (-4.). —  Sur  un  problème  relatif  à  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  type  hyperbolique.  (3o-33). 

A  5GG0    4470 
Jacob  {Col''^).  — Nouvel  intégromètrc.  (33-34). 

A  0080 
Soreau{R.).  —  Sur  le  poids  utile  des  aéroplanes.  (34-38). 

B  -2830 

Maillet  {E .).  —  Sur  certains  systèmes  d'équations  difTérentielles. 
(116-118). 
A  '1820        B  "2800 

Denjoy  (A.).   —    Sur  les   produits  canoniques    de   genre    infini. 
(118-1  20). 
.\  3(110 

Tzilzéica.  —  Sur  les  surfaces  réglées.  (i73-i^4)- 
A  8450    8830 
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Y  un  a    {II.).  —  Sur   les  fondions  nlgébriqnes  do   (lcii\  varial>les. 

A  80  iO 

Popovici.  —  Sur  les  points  (réqullibre  d'un  (luide  en  mouvement. 
(i77-'79)- 

A  4820        B  2400 

Esclangon  {E.).  —  Sur  les  solutions  périodiques  d'une  équation 
fonctionnelle  linéaire.  (i8o-i83). 
A  C030 

Mayor  (/?.).  —  Sur  le  calcul  des  tensions  dans  les  systèmes  arti- 
culés à  trois  dimensions.  (i83-i85). 

B  1250 

Stuy^'ocrt.  —  Une  sexlique  g^auclic  circulaiie.  [i?>'ii-i?) f\) . 

A  7C50 

Darboitx  {G.).  —  Sur  un  problème  relatif  à  la  théorie  des 
systèmes  orthogonaux  et  à  la  méthode  du  trièdre  mobile.  (aS;;- 
293). 

A  8850    8420 

Wilz  {A.).  —  Contribution  à  l'élude  dynamique  des  moteurs. 
(293-296). 

B  OUiO     1G20    3600 

Haceg  (/.).  —  Sur  les  familles  de  Lamé  composées  de  surfaces, 
égales.  (286-299). 

A  8420    8830 

Rénioutidos  (G.).  —  Sur  la  tendance  d(^s  systèmes  matériels  à 
échapper  au  Crotlcmcnt.  ('^99-801). 

B  3600 

Darboux  (G.).  —  Sur  un  problème  rehitif  à  la  lln'orie  des  sys- 
tèmes orthogonaux  et  à  la  méthode  du  Irièdre  mobile.  (320-339). 

A  8850    8420 


19.2  SI-CONUK  PAirriK. 

Pellet  (/i.).  —  Sur  l<\s  (''(idallons  iiv:iiil  iciiitcs  loiits  racinrs 
réelles.  (;')42-;ii3). 

Ilaag  {.J .).  ■ —  Sur  (|U(I(|n(>s  luouvenienis  reinar(|ual)les.  (.^43-345). 
A  84-2(1 

Daihoux  (G.).  —  Sur  un  prohlrine  rolalif  à  la  lliéorie  des  systèmes 
orlliogoiiaiix  el  à  la  niélliodc  du  liièdre  mobile.  (30--3-3). 

A  8850    85-20 

Cousin  (P.)-  —  Sur  les  fondions  périodiques.  (3"7-3-9). 
A  'i07(l 

Darhoux  (G.).  —  Sur  un  prohlcme  relatif  à  la  lliéorie  des  systèmes 
orllioyonaiix  et  à  la  niélliode  du  trièdre  mobile.  (399-403). 

A  8850    8i20    7G50 

Demoulin  {A.).  —  Sur  la  théorie  des  lignes  asym|itoli(jues.  (4i3- 
4i5). 

A  8 150  s-iao 

Rémoiindos  (G.).  —    Sur    les  zéros  des    intégrales    d'une  classe 
d'équations  difrérentielles.  (4ir)-4i8). 
A  4880    36-20 

Haag  (/.).  —  Sur  les  variations  de  deux  surfaces   réglées.  (4 '8- 

42^). 
A  8420    8830 

SlodolkieK'icz  {A.).  —  Sur  le  problème  de  PfafT.  (456-4:">9). 
A  5210 

Cousin  (P-)-  —  Sur  les  fondions  |iériodiques.  (459-4^)0). 
A  4070 

Darboux  (G.).  —  Détermination  des  systèmes  Iriples  orthogo- 
naux qui  comprennent  une  cyclide  de  Dupin  et,  plus  générale- 
ment, une  famille  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  [)lancs  dans 
les  deux  systèmes.  (484-488). 

A  8860    8830    7650 
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Domoiiliii  (.].).  —  Sur  la  qiiadriquc  de  Lie.  (IQ'^'Iq^O- 
A  SiôU     «S30 

Esclangon  {E.).  —  Le  vol  jilanésans  force  molrice.  (  'îqô-'jqS). 

Darboux{G.).  —  Déterminalion  des  systèmes  triples  orlbogonaiix 
qui  comprennent  une  famille  de  cjclides  et,  plus  généialement, 
une    famille    de   surfaces   à  lignes  de  courbure   planes  dans  les 
deux  systèmes.  (5o^-5io). 
A-88G0    8830    7G.30 

Nurlund  {E.).  —  Sur  les  difTércnces  réciproques.  (52  1-524). 
A  KJiU 

Maillard  (L.).  —  Sur  une  ex|)('rionce  de  cours  relative  à  la 
rotation  de  la  Terre.  [5-2^-52-). 

B  Û810 

Si(inncr  i^C .).  —  Sur  une  (orme  particulière  à  laquelle  on  peut 
réduire  les  équations  difTérenlielles  des  trajectoires  des  coipus- 
cules  éleclrisés  dans  un  cliamp  magnétique.  (52^-53o). 

A  5G30        B  2()-20        C  4900 

Picard  (E.).  —  Sur  deux  applications  de  l'équation  de  Frcdliolm 
à  des  [)roblèines  de  Physique  mathématique.  (547-552). 

A  5060    4 570 

Carras  (S.). —  Sur  les  systèmes  de  familles  de  surfaces  se  coupant 
suivant  des  lignes  conjuguées.  (5(3i-565). 

A  8450    8830 

Demoulin  (A.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  courbes. 

(565-568). 

A  8450    8455 

Nôrland   {E .).  —   Sur  la  convergence  des  fractions  continues. 

(585-587). 

A  32-^0 


19-4  SECOND lî  PAUTIK. 

Carras  (S.).  —    Sur  les  syslrmcs  de  familles  de  siirfaees  se  coii- 
paiit  siiivanl  des  lii^iics  conjuguées.  (<)>.o-()'24)- 
A  8150     8830     8800 

Drnionlin  (J.).  —  Sur  qiielf|iies  piopriélés  des  surfaces  courbes. 
((J(iy-(J72). 

A  8450 

liemy  (L.).    —  Sur  la  valeur  de  rinvarianl  S  |)Our  une    classe    de 
surfaces  algébriques.  ('j83--S5). 

A  8040    8060 

Ilaag  (/•).    —    Sur    les   applications    géométriques    de   cerlains 
mouvements  remarquables.  (SSy-SSg). 

A  8'i-;!0 

Bénard  {II.).  —  Formation  de  centres  de  giration  à  Parrière  d'un 
obstacle  en  mouvement.  (839-842). 
B  2490    2500 

Berlin  {E.).  —  Sur  la  giration  des  aéroplanes.  (895-902). 
B  2840 

Levy   (M.)   et  Sebcrt.    —    Rapport  sur    un   Mémoire    intitulé  : 
«  Recherches  expérimentales  sur  la  résistance  de  l'air  efTecluées 
par  M.  G.  EilTel  )>.  (909-913). 
B  2860 

Gdrnier  (/?•).  —   Sur  les  équations   différentielles   du   troisième 
ordre  dont  l'intégration  est  uniforme.  (915-918). 
A  4880 

Brillouin  {M.).  —  Sur  la  résistance  des  fluides  et  les  expériences 
nécessaires.  (918-920). 
15  2840 

Picard  {E.).  —    De  l'influence  des  points  multiples  isolés  sur  le 
nombre  des   intégrales  doid)les  de  seconde  es|ièce  d'une  surface; 
algébi'ifjue.  (954-955). 
A  8040    8060 
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lieiny  (^.).  —    î^uf  les  surfaces   ali^ébricjiies   (|iil    représcrileul  les 
couples  de  poiuls  d'une  surface  de  genre  trois.  (()6i-<j63). 

A  80 iO    80G0 

Ilaag  (•/.).    —    Sur    les    applications    géonirlriipies    de    cerliiins 
mouvements  reniar(]ual)les.  (g63-()()6). 

A  84'20    883n 

Maillet  {E .).  —  Sur  les  équations  diti'érenliclles  et  les  syslèmes 
de  réservoirs.  (966-968). 

A  4800        B  '2800    2810 

Béiiard  (II-)'  —  Elude  cin«'n)atoi;raplnque  des  remous  et  des 
vides  produits  par  la  Iranslation  d'un  obstacle.  (970  9"3). 

B  2480  2400  2500 

Tzitzéica.    —    Sur    les    réseaux     conjugués    à    invariants    égaux. 

(io36-io38). 

A  8450 
Deinouliii  {A.).  —  Sur  la  cjciide  de  Lie.  (  io38-iu4o). 
A  72G0    7G50 

Fejér  {L.).  —  Sur  une  méthode  de  INI.  Darboux.    (1040-1042). 
A  3220    3610 

Lalesco  (T .)  —  Sur  une  classe  (ré([uali()iis  difrérenticiles  linéaires 
d'oriire  infini.  (io4'2- io44)- 
A  G030    4iG0     4i70 

Darboux  {G.).  —  Rapport  sur  le  grand  prix  des  Sciences  mallié- 
matiques  :  ((  lléaiiser  un  progrès  dans  l'étude  de  la  déformation 
de  la  surface  gi'nérale  du  second  degré  ».  (iioî-iioy).  (Mé- 
moires de  AlAI.  X.  liianclii  et  C.  Guichard). 

A  8850 

Berlin.    —   Rapport  sur  un  Mémoire   intitulé   :   «   Etude  sur  les 
mouvements  d'eau  qui   peuvent   se  produire    au   contact  et  au 
voisinage  d'une  paroi  plane  verticale  «,  par  MM.  Portant  et  Le 
Besnerais.  (i  1  19-1  i  22). 
B  2180    2810 


rif)  si'CdNDi':  l'Ain  II':. 

Poincaré  [II.).  —    Kapporl  sur   «   l'Eliidc    sliilisii(]iit.'   et  niallu;- 
inaliqiic  sur    la    inorlalilc    el    ririvalidit»';    piolcssioniHlIe    »    de 
M.  Risser.  (i  199). 
A  103.5 

Drach  (J-)-  —  Sur  les  lignes  g«'odési(jues.  fi  267-1  269). 
A  8810    88i0 

Rcmy  (L.).  —  Sur  le  nombre  des  intégrales  doubles  de   seconde 
espèce  de  certaines  surfaces  algébricpies.  (1270-1272). 

A  8040    80G0 

Voisin  (G.).  —  Descri|)liou    de    i'aéro|)lane    \oisin    expéijinenlé 
par   M]M.  Farinan  el  Delagrange.  (1272-1275). 

U  28 'lO 

Poincaii';  {//■).  —  Remarques  sur  l'écpiallon  de  Frcdliolm.  (1367- 

137.). 

A  4470    G030 

Deinoulin  i/i-)-  —  Sur  la  cjclide  de  J^ic.  (1  38.J- 1  388). 
A  7050    8450 

Dienes  (P-)-  —    Sur    les   Miigulanl(''s    des    fonclion-^    anal yliqiies. 

f  i388-i39o). 

A  3G10 

Boulroux  i^P .).  —    Sur  les  inlégrales  mulliformes   des  éipialions 
différenlielles  du  premier  ordre.  (1390-1393). 

A  4870 

Tvaynard   {E-)-    —     Sur    la    condilion    pour    (|ue    sept   droites 
soient  situées  sur  une  suiface  du  (|ualrième  degré.  (i393). 
A  8040 

TItoin'cny  (L.).  —  Principes  du  vol  à  voile.  (1  '|G(J-i468). 

ii  28  40 
Radiot.  —  Modèle  spécial  de  Ijallon.  (1/168). 

B  -2860 


UliVUlî    DliS    l>U  Ml.  ICA  11  ON  S.  iiy 

Korn  [A .).  —  Sur  les  |jit)l)lriiics    des   elTorls    dans    l.i    lluOne    de 
l'élaslicité.  (1408-1470). 
A  5GiO    5600        B  3200 

J.  T. 


JOURNAL  FUR  DIE  RIÎLNE  UNO  AXGEWANDTE  MATIIE.MATIK. 
Tome  CXXXI  ;    1906. 

Gundeljingev  (■5'.).  —  Trois  lettres  de  C.-F.  Gauss  à  Joli,  von 
MiiUer.  (1-7). 

Ces  lellres,  datées  de  180S,  sont  adressées  au  célèbre  Jiislorien  Joli,  von 
ISIulier,  alors  directeur  général  de  l'Instruction  publi(jue  dans  le  nouveau 
royaume  de  Weslplialie.  Dans  la  première,  Gauss  demande  l'exemption  du  ser- 
vice militaire  poui*  Bessel,  eu  laison  des  services  que  son  raie  talent  promet 
de  rendre  à  rAslronomie  ;  dans  les  deux  autres,  il  plaide  pour  les  inlérêls  de 
l'Observatoire  de  Gœttingue. 

Tlioiné  {L.-IV.).  —  Sur  les  écjualions  din'éreutielles  linéaires  simid- 
tanées.  (8-'24)- 

Dans  une  série  de  Mémoires  parus  dans  le  mètiie  journal,  rauleiir  s'est 
occupé  de  la  théorie  d'une  équation  dlIFérentielIe  linéaire  à  coefficients  algé- 
briques ;  dans  le  présent  article,  il  étudie  un  système  d'équations  diiïérenlielles 
linéaires  simultanées  du  prcmiir  ordre,  en  ramenant  ce  système  à  une  équation 
différentielle  linéaire  d'ordre  supérieur.  Ces  systèmes  ont  été  étudiés  directe- 
ment par  Sauvage,  Griinfeld,  Kônigsberger,  Ilorn,  Sclilesinger. 

Considérons  un  système  de  au  équations  diirérenlielles  linéaires 

du 

^.,  dx  -'  -^  -  ■  ' 


dz 
\   dx  '"'-^ 


où  les  a,,,  sont  des  fondions  de  x  définies  dans  un  domaine  simplement  connexe, 
uniformes  et,  à  l'exception  de  certains  points  isolés,  continues  ;  ces  coefficients 
peuvent  être  des  fonctions  rationnelles  de  x,  ou  encore  des  fonctions  rationnelles 
de  X  et  d'une  fonction  algébrique  entière  irréductible  s. 
Un  calcul  de  proche  en  proche  donne  les  formules 

—^    =6^y-i-.V^,  M  -(-... -+--Vm-1-  ('■=!,     •••,"0, 


viS  SliCONDli   l'Allllli. 

tl'où  résiille  l'c(iuali()ii 
il  y 


(•^) 


dx 


1^1  y   A,,    ...    \,_,„_ 


-4  -l'.y    A„     ...    .v.„_, 

dx- 


dx'" 


—  ij,„y   ^, 


Si  le  (Iclcnumaiit 


A,„_,     ...     A„._,,„^_, 


n'csl  |ius  ideiilituioiiiciit    nul,  réciuatioii  (2)  csl   éiiuivak'iile    an  syslènic  (i)  cl 

dx  d"^~^  y 

les  fondions  m,  ...,  z  s'expriinenl  linéairement  au  moyen  de  y,  — —  »  •  •  •  >  -; '-; . 

'  '  ■'  -^  '  dy  dx""-' 

Si  l'on  considère,    par  exemple,  la  fonction   u  et  si   le  déterminant  D(y)  des 


dy 


d"^~~^y  dx  d"'~^ii 

^1  dans  les  expressions  de  u,  -j—i  •••)  -7 — ^r-;  '  n'est 


coefficients  de  y,  —r-i  ---,    ,        ,  ^  .^.,  ^..,..^„„ — ^  ..^  „,    ,    ,       ,    , 

dx  aa;"'   '  du  dx 

pas  identiquement  nul,  la  fonction   u  satisfait  à  une  é(iuation  analoiçue  à  l'é- 
quation (2)  pour  y,  et  qui  peut  la  remplacer. 

Si  l'on  prend  m  intégrales  indépendantes  j)',,  j>'.^,  ...,  j'„,  de  l'équation  (2) 
et  les  m  valeurs  correspondanles  pour  chacune  des  autres  fonctions  m,  ...,  z, 
(Ml  a  m-  fonctions  dont  le  délerminant  A  est  égal  à 


A  = 


D(.)-: 
I) 


D(j')  désignant  le  déterminant  des  fonctions  j',  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à 
l'oi'dre  m —  i.  Certains  points  singuliers  du  système  (1)  peuvent  ne  pas  être 
points  singuliers  de  l'équation  (  2  )  et  réciproquement. 

L'auteur  étudie  ensuite  le  cas  des  équations  non  homogènes  en  supposant 
(lue  les  seconds  niembi'cs  ont  la  forme  générale  étudiée  dans  le  n"  1  du  Mémoire 
du  même  auteur  publié  dans  le  Tome  CVIl  de  ce  journal.  11  étudie  directement 
la  forme  des  intégrales  et  ensuite  en  ramenant  le  système  à  une  seule  équation 
dillérentielle  linéaire  d'ordre  m  avec  second  menihrc. 


Scluvering  (A.).   —  Applicalioii  des  foiiclions  elliptiques  à  un 
j)rol>lèine  de  Géomélrie.  (25-39). 

On  considère  deuv  arcs  de  cercle  se  coupant  en  deux  points  A  et  W  et  limités 
à  ces  points;  on  peut  d'une  infinité  de  manières  considérer  une  suite  de  circon- 
férences tangentes  aux  deux  arcs  de  cercle  donnés  et  telles  (jue  chacune  soit 
tangente  à  la  précédente  et  à  la  suivante.  I^'auteur  se  propose  d'étudier  la 
somme  des  périmètres  et  la  somme  des  arcs  de  cercle  de  ces  suites. 

L'auteur  arrive  par  une  inversion  à  l'expression  générale  du  rayon  p„  du 
/*•'=""■  cercle  de  la  suite  {n  variant  de  —  x  à  -f-  x).  Il  appelle  2a  la  distance  .\B, 
y  l'angle  (compris  entre  o  et  z  )  sous  lequel  se  coupent  les  deux  arcs  de  cercle; 


%^t    f6,-U^ 
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il  iDlrociuit  la  constante  positive  S  définie  par 

cho  =  ,  shù  =  lansf    -> 

-'  2 

cos  -' 
2 

puis  la  constante  ii„  définie  par 


en  désignant  par  9  l'angle  de  la  direction  AB  avec  la  tangente  en  A  à  l'arc  de 
cercle  qui  bissecte  l'angle  des  deux  arcs  de  cercle  donnés. 

On  a  alors,  en  fonction  d'un  paramètre  arbitraire  u,  la  formule 


cil  [  2  U  -1-  (2/1-1-1)0]  —  cil  2  M„ 

a  sli  5 


3  sh    M  -i-  j<„ -1-  {n-\ —  I  ô    sli    ?<  —  u„-T-  (  «  H —  j  S 

Le  cas  particulier  m„  =  o  est  celui  où  l'un  des  arcs  de  cercle  se  réduit  aux 
deux  segments  indéfinis  de  droite  qui  sont  les  prolongements  de  AB  au  delà 
de  A  et  au  delà  de  B.  Les  cercles  de  la  suite  considérée  sont  tangents  exté- 
rieurement à  l'arc  de  cercle  unique. 

Le  cas  particulier  «„  =  —  est  celui  où  l'un  des  arcs  de  cercle  se  réduit  au 

segment  de  droite  AB;  les  ciiconférences  de  la  suite  sont  tangentes  intérieu- 
rement à  l'arc  de  cercle  unique. 

Le  cas  particulier  ;<„  =:  -  est  celui  où  les  deux  arcs  de  cercle  sont  symé- 
triques par  rapport  à  AB,  le  segment  AB  étant  la  bissectrice  extérieure  de 
leur  angle. 

Le  cas  particulier    «„  = ^  —    est  celui  où   les  deux  arcs  de  cercle   sont 

symétriques  par  rapport  à  AB,  le  segment  AB  étant  la  bissectrice  intérieure 
de  leur  angle. 

La  série  Sp„  est,  dans  le  cas  où  aucun  de  ses  termes  n'est  infini,  absolument 
convergente;  c'est  une  fonction  doublement  périodique  de  m,  avec  les  périodes 
~i  et  0.  Si  l'on  considère  les  fonctions  elliptiques  de  Weierstrass  construites 
avec  les  périodes 


\-i            I        sho    r      2T,  ■>,,     •  •         ,.        •>.,     •  •         -si 

,     0   =  -  a  — ■  u„+  iliuL  ~  u„  i  -+-  u)  j  —  i,{  ui-h  u.i  -{-  (ù  )    . 

M^  '  "       2      sh  2  f/,|  L       ''^  J 

De  là   on  déduit,  par  dilTércnliation,  la  somme  des  aires  des  cercles  ;  on  a, 
en  effet, 


sh  o        à 


sh  2  u„  Ou 


*    0., 


I  ch  2  ;/   r     2  T,  1 

= a-  sh- ô  -—^ — Ui,-h  i'^i  ui  —  «„ i  -h  ut'  )  —  i':.{  ui  -h  u„i  -{-  oi'  )  \ 

1  Sh-'2M|,  I  OJ  J 

i     ,    sh=5     Vit,  ,     .  .    ,       ,.    ,       ,     .   ,         .   ,      ,1 

—  -  «- ■ ;-  p  (  ui  —  u.f  i  -i-  0)  )  -^-  p  (  ui  -\-  u„  i  -\-  M  )   . 

4       sii-2  u,,  L  ""^  J 
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i3o  SliC.ON  l)i:   l'A  iniH. 

L'examen  des  cas  particuliers  énumcrés  plus  haut  conduit  à  des  théorèmes 
de  Géométrie  intéressants. 

Mancll  {M.).  —  Sur  la  décomposition  des  fondions  de  plusieurs 
variables  en  facteurs  irréductibles.  (4o-48). 

Dans  le  Tome  CXIII  de  ce  journal  (p.  201  et  suiv. ).  l'auteur  a  indiqué  une 
métliode  pour  décider  si  une  fonction  rationnelle  entière  d'une  variable,  à  coeffi- 
cients numériques  entiers,  est  réductible  ou  non,  et,  dans  le  cas  de  la  réducti- 
bilité,  pour  décomposer  cette  fonction  en  ses  facteurs  irréductibles.  Dans  le 
présent  article,  il  étend  sa  théorie  au  cas  des  fonctions  de  plusieurs  variables 
en  ramenant  le  cas  de  n  variables  à  celui  de  «  —  i  variables. 

Rados  (Gustcn').   —    Le  discriminant    de    l'équation  générale  de 
la  division  du  cercle.  (49-^^)' 

Dans  cet  article,  l'auteur  détermine  directement,  par  des  mojens  tout  à  fait 
élémentaires,  le  discriminant  de  l'équation  qui  donne  les  racines  n'*""' primitives 
de  l'unité,  n  étant  un  entier  donné  quelconque.  Si  n  décomposé  en  ses  facteurs 
premiers  est  de  la  forme  /?*%  /??%  ....  pf'^  on  a,  comme  on  sait,  pour  le  dis- 
criminant la  valeur 


Pi  Pi  ••■Ps 

Eirnakoff  []].).    —   Equations  diflerentielles  du  premier  ordre 
avant  des  niulli[)licateurs  de  la  forme 

{y  —  ui)'''iy  —  «2)*^ ...  (jK  —  ?<«)*". 
(56-;3). 

Dans  le  Tome  XXIV  du  Recueil  mathématique  de  Moscou,  Korkine  a  publié 
un  Mémoire  sous  le  titre  :  Études  des  multiplicateurs  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre.  Il  y  donne  la  solution  du  problème  suivant  : 

Trouver  l'expression  la  plus  générale  des  fonctions  M  ef  N  /-ationnelles  et 
entières  par  rapport  ci  y,  telles  que  l'équation  différentielle 

(i)  M  dx  -j-  >«'  dy  =  o 

admette  le  multiplicateur 

(r  —  «1  )*'  (r  -  u.,)'^^..  ..{y  —  u„Yn, 

exposants  a,  étant  des  constantes  et  les  quantités  u^  des  fonctions  de  la 
variable  x. 

Korkine  a  montré  qu'on  pouvait  toujours  résoudre  le  problème  à  l'aide  d'in- 
tégrales définies.  L'auteur  donne  de  la  solution  de  Ivorkine  une  exposition  très 
simplifiée  et  qui  évite  l'examen  du  cas,  très  compliqué,  où  la  somme  des  expo- 
sants du  multiplicateur  est  un  nombre  entier  négatif. 
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Api'cs  avoir  montré  que  les  ionelions  u-  sont  iiccessiiircmcnt  des  intégrales 
particulières  de  l'équation  (  i  ),  l'auteur  montre  que,  si  a,  n'est  pas  égal  à  —  i, 
<le  toute  équation  difréreiilielic  admettant  pour  mulliplicaleur 

(r  —  "i  )"'  iy  —  "2  y-'-  •  •  (r  —  "„  )''" 

on  peut  déduire  une  équation  dill'érenticlle  admettant  pour  multiplicateur 

iy—  i',)"'-^'  {y—  u.)"-2...  {y—  ii,.Yn. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  l'équation  différentielle  la  plus  générale  ad- 
mettJint  le  dernier  multiplicateur,  on  peut  en  déduire  l'équation  différentielle 
la  plus  générale  admettant   le  premier  multiplicateur,   en  supposant   toujours 

«,?^  — I. 

D'une  manière  plus  générale,  la  solution  du  problème  pour  les  exposants 
a.^-i-/n^,  oL^^ni^,  ...,  a,, -f- /»„,  où  les  ni  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls, 
entraîne  la  solution  du  problème  pour  les  exposants  a,,  a^,  ...,a„,  à  condition 
qu'aucun  des  nombres  a- -H  m-  ne  soit  un  entier  positif  ou  nul  inférieur  à  m-. 
Cela  étant,  la  solution  générale  du  problème  est  évidente  dans  le  cas  où  tous 
les  exposants  a,  sont  des  entiers  négatifs.  L'intégrale  générale  d'une  équation 
différentielle  admettant  le  multiplicateur  donné  est,  en  effet,  de  la  forme 

(y  -  «,)-.+' (.7  -  »,)"-+".. .  {y  -  »„)'•- '^(r)  +^  A,  log(  r  -  »,)  =  C, 

où  6  (y)  désigne  une  fonction  rationnelle  entière  de  j-,  à  coefficients  fonctions 
arbitraires  de  œ,  et  où  les  A,  sont  des  constantes.  On  en  déduit,  par  diffé- 
rentiation  et  division  par  le  multiplicateur,  les  expressions  cherchées  de 
M  et  N,  qui  dépendent  ainsi  d'une  fonction  arbitraire  de  y  et  de  constantes 
arbitraires. 

Dans  le  cas  général,  on  peut  toujours  ramener  le  polynôme  N  à  être  de 
degré  n  —  2  au  plus,  en  retranchant  tle  Mdx  -i-  "Scly  une  expression  de  la 
forme 

(y  -  «,  )-'■'■'  (y  -  u,  )-":. . .  {y  -  uj-n  d[{y  -  »,  r^^'...{y  -  «„)«"+'  0  (y)], 

où  6  (r)  désigne  un  polynôme  en  y  convenablement  choisi  ;  cela  sera  toujours 
pos-ible  si  la  somme  des  exposants  du  multiplicateur  n'est  pas  un  nombre 
entier  négatif  ou  nul,  ce  qu'on  peut  toujours  obtenir.  Si  N  est  de  degré 
n  —  2,  M  est  de  degré  m  —  i,  et  le  problème  fondamental  de  KorJdne  consiste 
à  trouver  toutes  les  formes  possibles  de  ces  polynômes  M  et  N,  c'est-à-dire 
à  déterminer  leurs  2n — i  coefficients.  Or,  ceux  de  M  s'expriment  immédia- 
tement en  fonction  de  ceux  de  N,  et  ces  dernierb  sont  donnés  par  un  système 
de  II —  I  équations  différentielles  linéaires  du  premier  oi-dre. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'un  des  exposants  est  un  entier  négatif,  soita;  =  —  m, 
ces  équations  différentielles  admettent  l'intégrale  première 

'^'""'  (j--»,)'-'-....(r-«.->)'-'— (r-",>i)''''+'---(r-«„)""N(r)| .    =a,. 


Dans  le  cas  général,  supposons  que  a^+i,  ...,  a„  soient  des  entiers  négatifs 
et  non  a,,  a,,  ...,  a,^  ;  on  pourra  alors  rendre  ces  \x  exposants  positifs  et   l'on 
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;iura  ii  —  [jl  intégrales  premières  correspondanl  aux  a  —  ;j.  derniers  exposants 
et  les  ;j. —  i  antres  intégrales  premières  suivanics: 

/     (.-»'  —  »,)"■' ...  (r  —  "„)"■"  ^{.r)  (i.y  =  ■^:      (<  =  a,."?, ...,  -x). 

Le  s^'slème   dili'crentiel   est   ainsi   complètcnient    intégré    par   des    intégrales 
définies. 

L'autour  examine  ensuite  les  cas  parlicnlicrs  n  ^  i,  7i  =  i. 

Teixeira   (F.  Goines).    —   Sur  quelcuies  applications  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  des  sinus.  ('j4"8'j). 

S\  f  {x)  est  une  fonction  liolomorplic  dans  Faire  limitée  par  celle  des  ovales 
représentées  par  l'équation 

I  sin^  1  =:  c  ^i 

qui  a  le  rentre  à  l'origine  des  coordonnées,  elle  est  développahle  en  une  série 

OÙ 

A„  =  /("), 
r-'"  (  o  )  +  s  V,;  /'-"-^'  (  o  )  ^;- .  . .  +  s  LV  "  /(^U  o  ) 


A...     =  - 


A,„,,= 


(  2  /'  )  ! 

(•UtHr-l)! 


Dans   ces   formules,    S.,'^|*    l'eprésentc    la   somme    des    produits    distincts   des 

nombres 

a^,     4-,     6=,     ...,     (■>,i_2)-, 

pris  m  à  m,  et  s'./JJ^j  ,  la  somme  des  produits  distincts  des  nombres 

I-,     3-,     5-,     . . .,     {m  —  I)-, 
pris  aussi  m  à  ni. 

On  sait,  d'autre  part,  que  les  coefficients  A,,,  sont  donnés  parla  formule 


■■■=  ^.J.. 


'f{z)cn^zclz 


\q.  contour  d'intégration  étant  une  circonférence  de  rayon  égal  à  p,  ayant  pour 
centre  l'origine  et  telle  que  la  fonction  soit  holomorphe  à  son  intérieur. 

La  comparaison  des  deux  valeurs  de  A^^  conduit  à  des  formules  donnant  les 
valeurs  d'un  grand  nombre  d'intégrales  définies  ;  l'auteur  examine  en  particulier 

les  cas  où  f  ix)  est  égale  à  — ,  x"'',  :c-^  +  '. 

•'    ^      '  "  COS  X 

On  arrive,  en  se  bornant  aux  premières  expressions  de  Ao„et  A^,,.^,,  à  des  rela- 
tions de  récurrence  remarquables  entre  les  nombres  de  Bernoulli  et  les  nombres 

d'Lulcr.    C'est  ainsi  qu'en  partant  du  développement  de  —. >    on  trouve  la 

sin^ 
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relation  symbolique  suivante, 

B'(B'^+2^)(B'=4-4^)...[B'=--(a«-2)n=  '^'•^.; ,  :/^'"  "~ '^^'. 

oii  l'on  a  posé 

B',„_,  =  (2-"-'-i)B,„_,. 

En  partant  de  la  fonction  tang.r,  on  trouve  de  même  la  relation  symbolique 

B"(B"--Hi  =  )  (B"--i-  3=)...[B"=-:-  (2«  — i)-]  =  [i  .3. .  .(2/i  _  ij]-  (2«-m), 

où  l'on  a  posé 

B2.-.  = '- -n,„_,. 

On  a,  de  même,  pour  les  nombres  d"I-3uler  1%,  E4.  ...,  les  relations  symbo- 
liques 

E=(E=-+-2^)...[E^^(2«-2)^]  =   [l.3...(2«-,)]=, 
E-(E-4-  I=)...[E-4-  (2H  —  l)=]  =  (2H+l)! 

Mevtens  (F.).  —  Sur  les  équations  cjcliqiies.  (8--1  12). 

1.  L'auteur  se  propose  de  donner  une  démonstration  nouvelle  du  tbéorème 
de  Kronecker  d'après  lequel  les  racines  de  toute  équation  cyclique  à  coefficients 
rationnels  s'expriment  rationnellement  au  moyen  des  racines  de  l'unité. 

2.  Après  avoir  défini  les  résolvantes  de  La§range  L(w),  L(w'},  ...  d'une 
équation  cyclique  de  degré  n,  en  posant 

L  (  J7  )  =  x,| -f-  x"~^Xi  +  ^"^-^2  +...-+-  ^.r„_|, 

et  en  désignant  par  x^^  x^,  x^,  . . .,  a7„_,  les  racines  de  l'équation,  par  lo,  w',  . . . 
les  racines  n'èmes  ^j^  punité  autres  que  i,  l'auteur  rappelle  la  tbeorie  de  la  compo- 
sition des  équations  cycliques  d'après  Kronecker.  Si  L'(oj),  L"(w)  sont  les 
résolvantes  de  deux  équations  cycliques  de  degré  n,  l'équation  dont  les  racines 
ont  une  somme  rationnelle  donnée  et  dont  les  résolvantes  L(to)  sont  les  pro- 
duits L'(oj),  L"(w)  est  dite  résulter  de  la  composition  des  deux  équations 
données.  Si  /;  =  o  est  une  é(|ualion  cyclique  de  degré  n  dont  les  résolvantes 
sont  toutes  différentes  de  zéro,  et  si  _/„  =  o  est  une  équation  cyclique  quel- 
conque de  même  ilcgré,  il  existe  une  équation  cyclique  qui,  composée  avec  la 
première,  tloniie  la  seconde. 

3.  Si  une  équation  cj'cliqiie  de  degré  n  =  2?  est  telle  que  ses  résolvantes 
soient  toutes  dilférentes  de  zéro  et  que  le  carré  [L( —  i)]'  soit  le  carré  d'un 
nombre  rationnel,  on  a 

L(w)  =  .^(w)  A(w-), 

2?((i))  désignant  un  nombre  rationnel  en  oj,  et  A  (  oj' )  la  résolvante  d'une  équa- 
tion cyclique  de  degré  —  =  2?~'.  D'une  manière  analogue,  si  fi  =  Xî,  X  désignant 

un  nombre  premier  impair,  et  si  [L(  3t  )]'-est  la  >,'*■""  puissance  d'un  nombre  'i'(a) 
rationnel  en  a,  où  x  désigne  une  racine  primitive  X'^""  de  l'unité,  les  racines  de 
l'équation  sont  rationnelles  dans  le  cas  0=1;  sinon  on  a 

L(oo  =  .<ï(o3)A(t.;''), 
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&(w)  étant  ralii)niiel  en  w  et  .V  (to')    désignant  la  résolvante    d'une   équation 
cyclique  de  degré  :r  =  ^v?~'. 

4.  Si  n  =  2?  >■  2.  il  existe  toujours  une  équalion  cyclique  de  degré  n  telle 
qu'on  ait 

L(_,)  =  v/Ï; 

il  suffit  de  prendre  l'équation  dont  les  racines  sont 

(h  =  o,  I ,   . .  . ,  Il  —  I  ) . 

5.  De  même,  si  n  =  a?  et  si  x  désigne  une  racine  primitive  a''""^  de  l'unité, 
il  existe  une  équalion  cvclique  de  degré  /i  telle  que 

[L(a)]-'-=a. 
En  désignant  par  g  une  racine  primitive  de  a  satisfaisant  à  la  congruence 

par  /•  une  racine  («/>)'=""  de  l'unité  satisfaisant  à  l'équation 

;■"  =  3t, 

il  suffit  de  considérer  l'équation  dont  les  racines  sont 

I    v^     ~  ngi-i-''"- 
x-=  -  y    ''''  ( rf  =  A,  À-,  . . . ,  n\  /i  =  o,  1 ,  . . . ,  ) —  2 ). 

G.  Ces  préliminaires  établis,  l'auteur  arrive  à  la  démonstration  du  ihéorème 
lui-même,  en  examinant,  ce  qui,  comme  on  le  sait,  est  suffisant,  le  cas  où  n 
est  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

Si  71  =  2?  >  2,  le  nombre  [L  ( — i)]-  est  un  nombre  entier  positif  ;  l'auteur 
démontre  que  les  seuls  facteurs  premiers  qui  puissent  entrer  dans  [L'  —  i)]- 
avec  un  exposant  impair  sont  2  et  les  nombres  premiers  p  congrus  à  i  (mod  n). 
Or  (n"  4)  on  peut  former  une  équation  cyclique  de  degré  n  pour  laquelle 
L( — i)  =  ^^2,  et.  d'après  les  théories  de  la  division  du  cercle,  on  [)cut  former 
une  équation  cyclique  pour  laquelle  L(  —  i)  =  \  p,  p  étant  un  multiple  de  n 
plus  I. 

L'équation  cyclique  donnée  peut  donc  être  regardée  comme  résultant  de  la 
composition  de  ces  équations  cycliques  auxiliaires  et  d'une  équation  cyclique 
pour  laquelle  [L( — i)]-  est  un  carré  parfait;  autrement  dit,  les  racines  de 
l'équation  donnée  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  racines  de  l'unité 

et  des  racines   «l'une  équation  cyclique   de  degré  -•   On   peut   donc,  de  proche 

en  proche,  se  ramener   au  cas   n  =  2   pour    lequel    le  théorème  de  Kronecker 
est  vrai. 

La  démonstration  est  analogue  dans  le  cas  où  n  =  )>î,  1  étant  un  nombre 
premier  impair.  La  quantité  [L(a)]"'-  est  un  nombre  F(a)  ralidunel  en  a. 
Si  dans  le  domaine  de  rationalité  défini  p;ir  a  on  le  décompose  en  facteurs 
premiers,   le  facteur   premier    i  —  a    ainsi   que   ceux  qui    divisent  des  nombres 
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premiers  naturels  non  congrus  à  i  (mocl«)  entrent  avec  des  exposants  mul- 
tiples (le  A.  D'autre  part,  on  peut  former  des  équations  cycliques  tirées  de  la 
théorie  de  la  division  du  cercle,  pour  lesquelles  [L(a)]'-  reproduit  les  autres 
facteurs  premiers  et  les  unités  de  F  (a)  dont  les  exposants  ne  sont  pas  multiples 
de  A,  et  Ton  arrive  à  la  même  conclusion  que  pour  le  cas  n  =  aï. 

7.  La  démonstration  même  donnée  par  l'auteur  lui  donne  la  forme  générale 
des  racines  d'une  équation  cyclique  de  degré  n.  Si  n  =  X?,  si  d  désigne  un 
quelconque  des  diviseurs  de  n,  si  s  parcourt  la  suite  des  nombres  entiers  po- 
sitifs inférieurs  à  n  et  premiers  avec  n,  si  s'  désigne  l'entier  inférieur  à  n  et 
satisfaisant  à  la  congruence 

ss'si         (mod/O, 
si  enfin  s"  désigne  l'entier  inférieur  à  -  satisfaisant  à  la  congruence 


(  mod  - 

\  d 


L(to'')  =  F,(co'^)  11/(0.' ;«'"''     *■"'; 

dans  celte  formule,   F^  et  /  désignent  deux  fonctions  rationnelles  entières  à 
coefficients  rationnels. 

8.  Une  représentation  analogue  existe  si  n  =  2?. 

BuscJie  [E .  ).  —  Sur  les  réseaux  de  points  dans  le  pian,  (i  1 3-i  35). 

1.  Étant  donné  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires 
d'origine  O,  les  points  ayant  pour  coordonnées  des  nombres  entiers  constituent 
les  sommets  d'un  réseau  de  carrés.  Considérons  deux  de  ces  points  A,  et  A,  de 
coordonnées  (a,,,  a,])  ^^  (^n»  "^22 )>  i'^  déterminent  ce  que  l'auteur  appelle  le 
système  {a^,.);  le  déterminant 


est  un  entier  supposé  toujours  positif;  de  plus,  les  points  O,  A^  A,  déterminent 
un  parallélogramme  0A,A3Aj  d'aire  a  et  un  réseau  de  parallélogrammes 
congruents,  qui  sera  dit  appartenir  au  système  {a-,.). 

Le  plus  grand  commun  diviseur  r  des  quatre  coordonnées  a-^  est  dit  le  divi- 
seur des  coordonnées  du  système;  si  "1  =  1,  le  système  est  dit  primitif . 

Si  l'on  effectue  sur  les  coordonnées  des  deux  points  A^  et  Aj  une  même 
substitution  linéaire  à  coefficients  entiers  et  à  déterminant  égal  à  i,  on  obtient 
un  système  (6,^)  affine  du  premier,  et  l'on  a 

Si,  au  contraire,  les  sommets  des  réseaux  de  parallélogrammes  appartenant 
à  deux  systèmes   (a,t)  et  (6,^)   sont  les  mêmes,  les  deux  systèmes  sont  dits 
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associés  cL  l'on  a 

2.  Tout  sysLcme  est  associé  à  un  système  réduit   et  à   un  seul  de  la  forme 

(  „  )  où  d  >  0,   rf'  >  /■=  o.  Le  nombre  des  systèmes  non  associés  de  déter- 

\r    d  / 

minant  a  est  égal  à  la  somme  <I>  (a)  de  tous  les  diviseurs  de  a.  Le  nombre  des 

systèmes  iioti  associés  primitifs  de  déterminant  a  est  égal  à 


,<„,  =  „(.^±)^..i.). 


en  désignant  par/?,,  p^,  ...  les  facteurs  premiers  de  a. 

Tout  système  est  de  même  affine    d'un   système  réduit   et  d'un    seul  de  la 

forme  (  ,,  )  »  où  rf  >  o,  d'  ">  r  ^o. 

\o     d  J 

3.  Deux  systèmes  (a,j)  et  (6,;)  sont  dits  du  même  type  s'ils  sont  affines  ou 
bien  si  les  deux  parallélogrammes  OAïAjAo,  B;  B3  Bj  O  peuvent  être  trans- 
formés  l'un   dans    l'autre   par   une    substitution    linéaire   à  coefficients   entiers 

et  à  déterminant  égal   à  i:   autrement  dit,  si  les  deux  systèmes  (     '^       ''  )   et 

(  ,'^  /M  sont  affines. 

Le  nombre  des  types  différents  de  déterminant  donné  a  est  égal  à 

•/.(a)  =  ^*(a)-t-  ^T.c, 

où  p  est  le  nombre  des  diviseurs  de  a,  qui  ne  contiennent  que  des  facteurs 
premiers  4'^-t-  '1  et  où  t,  est  égal  à  o  ou  à  1,  suivant  que  a  contient  ou  non 
un  facteur  premier  de  la  forme  ^  n  -h '6  avec  un  exposant  impair. 

4.  On  peut  numéroter  les  systèmes  réduits  non  associés  de  déterminant 
donné  a.  Tout  point  à  coordonnées  entières  {x,  y)  est  sommet  d'un  ou  de 
plusieurs  parallélogrammes  appartenant  à  ces  systèmes,  c'est-à-dire  tout  point 
à  coordonnées  entières  peut  cire  affecté  d'un  ou  de  plusieurs  numéros  d'ordre; 
l'auteur  désigne  le  nombre  de  ces  numéros  d'ordre  par  4>  {x,j',a).  Si  Ton  ne 
considère  que  les  systèmes  primitifs,  le  nombre  des  numéros  d'ordre  se  réduit 
à  ^F  (a:,^',  a);  ce  nombre  est  égal  au  produit  des  puissances  des  facteurs  pre- 
miers du  plus  grand  commun  diviseur  {3:,  y)  qui  entrent  dans  {x,  y)  avec  un 
exposant  inférieur  à  celui  où  ils  entrent  dans  a,  ce  produit  étant  multiplié  par 
la  fonction  C^  {a),  où  a  est  formé  des  puissances  des  facteurs  premiers  de  a 
qui  entrent  dans  a  avec  un  exposant  inférieur  ou  égal  à  celui  qu'ils  ont  dans 

5.  Si,  par  l'origine,  on  mène  une  droite  de  coefficient  angulaire  rationnel,  tous 
les  points  à  coefficients  entiers  situés  sur  cette  droite  ont  les  mêmes  numéros 
^l'ordre.  Pour  que  ces  numéros  d'ordre  soient  les  mêmes  pour  deux  droites  de 
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coefficients  angulaires  — ,  — -,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 
n      n 

m        m  '  -f-  ka 


n         n'  -h  la 

où  /,■  et  /  sont  des  entiers  arbitraires. 

La  transformation  affine  (  '^  )  où  ao — Sv  =  i  transforme  entre  elles  les 
différentes  droites  à  coefficients  angulaires  rationnels  ;  si  l'on  a 

a  =  6,         [î  ^  o,         y  =  o         (modct), 
cette  transformation  ne  cliange  pas  les  numéros  d'ordre. 

6.  Le  système  b^^  est  dit  divisible  par  le  système  (a,;.)  si  l'on  a 

(^;)  =  («,J  [='.,.], 
où  les  a-f.  sont  des  entiers.   Le  nombre  des  systèmes  non  associés  de  détermi- 
nant a,  qui  sont  divisibles  par  un  sjstéme  donne  de  déterminant  c.  est  «t>  (  —  )  > 
c   étant  supposé,  bien  entendu,  un  diviseur  de  a. 

7.  Si  b  est  divisible  par  a,  le  nombre  des  systèmes  (a-^)  de  déterminant  a, 
qui  sont  diviseurs  d'un  système  donné  [b,^)  de  déterminant  b  et  admettant  o 

pour  diviseur  des  coordonnées,  est  égal  à  <I>  I  ->  o,  ah  où  <J>  est  la  fonction 

\a  y 

définie  au  n°  4. 

8.  Après  avoir  défini  la  somme  et  la  dilTérence  de  deux  systèmes,  l'auteur 
définit  la  congruence  de  deux  systèmes  par  rapport  à  un  troisième  pris  comme 
module;  on  a 

(«a  )  =  ('•,).)         [mod(m^)] 
si 

(",i)  =  ("2 a)  [!A,A]-^(''a)- 

Si  les  sj'Stèmes  (",;)  et  («2,i)  sont  donnés,  on  peut  toujours  déterminer  (/".j) 
de  manière  que  son  déterminant  soit  inférieur  à  celui  de  {ni-^').  On  peut  alors, 
pur  l'algorithme  d'Euclide,  définir  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
systèmes  donnés  ;  en  réalité,  ce  n'est  que  l'ensemble  des  sommets  du  réseau  de 
parallélogrammes  appartenant  à  ce  plus  grand  commun  diviseur  qui  est  com- 
plètement déterminé. 

9.  Si  deux  systèmes  sont  premiers  entre  eux,  ievr  produit  est,  par  définition, 
un  des  systèmes  auxquels  appartient  le  réseau  de  parallélogrammes  dont  les 
sommets  sont  tous  les  points  communs  aux  deux  réseaux  appartenant  aux  deux 
systèmes  donnés.  Tout  système  admettant  pour  déterminant  un  nombre 


n»' 


1 
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el  pour  (livisciir  des  coordonnées  le  nombre 

peut  être  regardé  comme  le  produit  de  v  systèmes;  le /'^°"=  système  admet  pour 
déterminant  />^'  et  pour  diviseur  des  coordonnées  p^'.  Le  nombre  total  des 
diviseurs  du  système  considéré  est  égal  à 

V 


10.  Enfin  le  nombre  des  systèmes  incongrus  suivant  un  module  (a,  t)  donné 
et  premiers  avec  ce  module  est  égal  à 

,<«.,=»=ri(.-^)n(.-i,)(.-i 

(=1  ■*  ;  =  1  ' 

en  désignant  par  q^,  ...,  q^  les  facteurs  premiers  de  t,  et  par  y;,,  ...,  p,, 
9z5  •••>  (7(7  ceux  de  a.  La  somme  des  fonctions  9  (a,  t^)  étendue  à  tous  les 
systèmes  qui  divisent  le  système  donné  est  égale  à  a-. 

Stép/ianos  (Cypari'ssos).  —  Sur  les   forces  donnaat  lieu  à  des 
Irajecloires  coniques.  (  i36-i5i). 

L'auteur  reprend  le  problème  examiné  par  Bertrand,  résolu  complètement  par 
Darboux  et  Halphen,  de  la  détermination  de  toutes  les  lois  de  forces  qui  font 
décrire  à  un  point  mobile  dans  un  plan  une  conique,  quelles  que  soient  les 
conditions  initiales.  Mais  il  ne  suppose  pas,  comme  Bertrand,  que  la  force  ait 
en  chaque  point  une  direction  unique. 

L  En  parlant  de  l'équation  différentielle  des  coniques,  où  l'on  suppose  œ  ci  y 
exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  t,  et  en  y  remplaçant  x"  et  y"  par  X 
et  Y,  projeclions  de  la  force,  on  arrive  à  l'équation 

fiJ{\x'-Xyy-E  +  ^{\x'-  .V)  F  -h  G  =  o, 

où  E,  F,  G  sont  des  polynômes  entiers  par  rapporta  x',  y',  X,  Y  et  leurs  déri- 
vées, ces  polynômes  étant,  par  rapport  à  x',  y',  respectivement  d'ordres  o,  3,  6. 
L'équation  devant  être  vérifiée  quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  on 
doit  avoir 

E  =  o,         F  =  o,         0  =  0. 

n.  I^'équalion  E  =  o  signifiequela  droite  passant  par  le  point  {x,y)  et  ayant 
la  direction  de  la  force  (X,  Y)  reste  toujours  tangente  à  une  courbe  fixe. 

IIL  En  tenant  compte  de  l'équation  E  =  0,  on  peut  simplifier  les  expressions 
de  F  et  G. 

IV.  Les   équations    E  =  F  =  o    entraînent  comme  conséquence   que  la    force 
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(X,  Y),  supposée  non  constamment  nulle,  doit  être  soit  centrale,  soit  parallèle 
à  une  direction  fixe.  De  plus,  on  a  :  soit 

=  [<I>(jr  —  ^1,  jK— J-,)  +  lJ-]-\ 


J7p  T,,  \x  désionant  des  constantes,  <I>  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  ses 
deux  arguments;  soit 


a{x  —  x^)        b{y 


^^  =  [,^ay-bx)-'t^] 


o  {ay  —  bx)    désignant    une   fonction    arbitraire   de   son    argument    et   [i.   une 
constanle. 

V.  L'é(|uation   G  =  o  entraîne  E=o;    de  plus,  elle  exige  que  la  force   soit 

centrale  ;  enfin  que  la  grandeur  de  la  force  soit  de  la  forme  t  -,   -z  désignant 
un  polynôme  du  second  degré  en  :r  et  j»-. 

^'I.  En  réunissant  les  résultats  précédents,  on  retrouve  ceux  de  Darboux  et 
d'Halpben. 

Landsberg  [Geoi-g).    —   Remarques  sur  la   théorie  des   courbes 
algébriques.  (i52-i64). 

Cet  article  peut  être  regardé  comme  un  complémentà  la  Théorie  des  fonctions 
algébriques  d'une  variable,  publiée  par  K.  Hensel  et  l'auteur  lui-même.  II  se 
compose  de  deux  -Notes. 

Dans  la  première,  l'auteur  compare  les  deux  représentations  didércntes  dont 
est  susceptible  le  système  des  points  d'inflexion  d'une  courbe  algébrique  plane. 
Ces  points  peuvent,  en  effet,  être  obtenus  soit  en  annulant  le  hessien  du  premier 
membre  de  l'équation  de  la  courbe,  soit  en  annulant  le  déterminant  des  coor- 
données d'un  point  de  la  courbe  et  de  leurs  dill'érentielles  des  deux  premiers 
ordres.  Ce  dernier  déterminant  est  plus  simple  que  le  hessien,  en  ce  sens  que 
le  hessien  contient,  en  plus  que  ce  déterminant,  le  cube  d'un  facteur  qui  s'an- 
nule pour  tous  les  points  singuliers  de  la  courbe,  et  en  chacun  d'eux  avec  le 
degré  de  multiplicité  correspondant. 

Dans  la  seconde  Note,  l'auteur  indique  les  calculs  effectifs  à  faire  pour  obte- 
nir les  points  doubles  d'une  courbe  algébrique  gauche.  Après  avoir  formé 
l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  un  point  donné  et  pour  directrice  la 
courbe  donnée,  il  foriîie  l'équation  des  génératrices  doubles  de  ce  cône.  Le 
premier  membre  se  décompose  en  un  facteur  in(lé[)endant  du  sommet  du  cône 
el.  (|ui  fciiirnit  les  points  doubles  de  la  ciiurbe  et  en  un  autre  l'acteur  (pii  foutniL 
les  points  doubles  apparents  (vus  du  sommet  du  cône). 

Faïkas  (Julius).  —  Coulrllxilion  aux  fondeiiUMils  ib;  la  iMécatiique 
analytique.  (i6,j-20i). 

Da[is  ce  .Mémoire,  l'auteur  se  propose  de  serrer  le  plus  près  possible  la 
réalité  dans  la  mécanique  des  systèmes  formés  d'un  nombre  fi.xe  de  points 
matériels,  au  lieu  de  regarder  cette  mécanique  comme  un  ensemble  de  pures 
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abstractions  destinées  à  préparer  la  iiiécaniquc  des  sj'stèmes  formés  d'une 
infinité  de  points  matériels. 

I.  Définitions,  et  ky^potlièsea. —  L'auteur  suppose  toujours  le  système  de  coor- 
données choisi  de  manière  que  les  coordonnées  des  didereuts  points  matériels 
du  système  soient  des  fonctions  deux  fois  dérivahles  du  temps.  Il  suppose  de 
plus  que  la  position  de  ce  système  de  coordonnées  tie  dépende  que  de  la  suite 
ties  étals  effectifs  du  sj'stéme  de  points  matériels. 

L'auteur  désigne  par  la  lettre  cl  un  changement  infiniment  petit  effectif,  par 
la  lettre  ô  un  changement  infiniment  petit  possible. 

Les  points  matériels  .M  sont  supposés  reliés  entre  eux  par  un  corps  sans 
masse  tX.  et  reliés  aussi  à  d'autres  corps  K  dont  l'état  mécanique  est  supposé 
indépendant  des  points  M.  Les  points  M  doivent  aussi  se  trouver  en  contact 
immédiat  avec  ces  corps  Iv,  qui  peuvent  d'ailleurs  subir  des  déplacements, 
même  des  déformations,  indépendantes  des  points  M.  Le  système  formé  par  les 
points  M,  les  corps  cK.  et  K  s'appelle  le  système  intérieur;  \e  système  extérieur 
est  formé  par  tous  les  autres  cprps  de  l'espace.  L'ensemble  des  corps  cHl  et  K 
constitue  la  liaison  à  laquelle  est  soumise  le  système  de  .M. 

L'auteur  suppose  (|ue  cette  liaison  se  traduit  analytiquement  par  un  certain 
nombre  d'égalités  et  d'inégalités  entre  les  déplacements  infiniment  petits  pos- 
sibles {dx,  dy,  ôj:)  des  points  M  et  l'élément  de  temps  correspondant  dl. 
Il  suppose  de  plus  que,  si  âty-dt  et  si  {clx,  dy,  dz)  désigne  le  déplacement 
effectif  pendant  le  temps  dt,  le  déplacement 

(  àx  —  dx,  dy  —  dy,  dz  —  dz  ) 

soit  un  déplaccnirnl  possible  à  [jarlir  de  l'instant  t  +  dt  pendant  l'élément  de 
temps  dt  —  dt. 

La  liaison  peut  s'exprimer  analytiquement  de  la  manière  suivante.  Les  compo- 
santes ôx-,  dyj,  dZ'  des  déplacements  possibles  pendant  le  temps  dt  sont  des 
formes  linéaires  d'un  certain  nombre  de  paramètres  oT,,  dv^,  ...,  f)iv,,  dvi>„,  ... 
et  de  dt;  les  paramétres  dw^,  div..,  ...,  ainsi  que  dt,  étant  assujettis  à  l'unique 
condition  d'èti'e  positifs,  les  paranièlres  d^\.  di'.,,  .  .  .  n'étant  assujettis  à  aucune 
condition. 

La  liaison  est  continue  pendant  l'intervalle  de  temps  ( /„,  f ,  )  si  le  nombre 
des  paramètres  dv  et  celui  des  paramètres  div  restent  les  mêmes  quand  t  varie 
entre  /„  et  t^,  les  coefficients  île  ces  paramètres  dans  dx-,  dy^,  dz-  étant  des 
fonctions  continues  de  t  (sauf  en  un  nombre  fini  de  valeurs  particulières). 

Dans  un  mouvement  e^ec///du  système,  si  la  liaison  rcsie  continue,  les  para- 
mètres f/iVp  chv.^,  ...  sont  nécessairement  nuls. 

Si,  pour  un  instant  i',  il  y  a  discontinuité  spontanée  de  la  liaison,  certains 
des  paramètres  àw  disparaissent  et  peuvent  éti-e  remplacés  par  d'autres. 

I/'auteur  définit  ensuite  ce  ([u'il  appelle  Vaccélération  libre  et  là  force  libre 
d'un  point  i\I  du  système;  elles  correspondent  au  cas  où  l'on  éloignerait  du 
point  .M  les  corps  cKetK.  L'auteur  définit  ensuite  une  liaison  stable. 

II.  Etats  mécanifjues  sans  frottement.  —  L'auteur  définit  la  force  de  réaction 
qui  agit  sur  un  point  .M  du  système  comme  la  diflerence  entre  le  produit  de  la 
masse  du  point  par  son  accélération  ell'ective  et  la  force  libre  de  ce  point.  Le 
travail  de  la  liaison  est  la  somme  des  travaux  des  forces  de  réaction. 

On  peut  regarder  comme  un  fait  d'expérience  pour  un  état  mécanique  sans 
frottement  le   principe   suivant  :  Le  travail  de  la  liaison   pour  le  déplacement 
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effectif  peudant  l'élément  de  temps  clt  est  au  plus  égal  au  travail  de  la  liaison 
poui'  tout  autre  déplacement  possible  pendant  le  même  élément  de  temps. 
Si  l'on  appelle  iléplacement  relatif  (&.r,  Sj,  cz)  la  dilTércnce  géomélrique  enlre 
le  dé[dacoment  possible  (dr,  ôy,  dz)  et  le  déplacement  effectif  {dx,  dy,  dz), 
on  voit  que  le  travail  de  la  liaison  pour  tout  déplacement  relatif  est  positif 
ou  nul. 

L'auteur  montre  comment,  en  partant  de  ce  principe,  on  peut  déterminer  le 
mouvement  du  système  (par  exemple,  à  l'aide  des  équations  aux  multiplica- 
teurs) et  comment  aussi  on  peut  déterminer  les  instants  de  discontinuité  de 
la  liaison.  Il  insiste  sur  le  fait,  méconnu  par  un  grand  nombre  d'auteurs,  que 
le  nombre  des  inégalités  indépendantes  qui  tléfinissent  la  liaison  peut  être 
supérieur  au  nombre  de  ceux  des  premiers  membres  de  ces  inégalités  qui  sont 
indépendants.  Il  en  donne  comme  exemple  le  cas  d'un  système  formé  d'un 
nombre  fini  de  points  matériels  liés  invariablement  les  uns  aux  autres  et  re- 
posant sur  une  surface  plane  inébranlable  polie. 

III.  Sur  le  frottement.  —  On  peut  raltaclier  les  liaisons  avec  frottement  aux 
autres  de  la  manière  suivante.  Tout  point  M  en  équilibre  et  touchant  le  corps  K 
peut  être  regardé  comme  ayant  creusé  dans  la  couche  superficielle  élastique  de  Iv 
un  petitcônede  révolution  avec  lequel  il  est  en  contact  immédiat.  Tout  point  M 
en  mouvement  touchant  le  corps  K  peut  être  regardé  comme  traçant  un  sillon 
dans  la  couche  superficielle  élastique  de  K  et  étant  à  chaque  instant  en  contact 
avec  un  petit  plan  incliné  placé  devant  lui  qui  raccoi'de  ce  sillon  avec  la  surface 
de  K.  En  partant  de  ces  conventions,  on  retrouve  tonte  la  mécanique  du  frotte- 
ment. 

L'auteur  attire  l'attention  sur  certains  paradoxes  signalés  déjà  dans  cette 
théorie  par  Painlevé. 

Schlesinger  [LucUvig).  —  Sur  la  tliéoiie  des  systèmes  linéaires 
et  homogènes,  (202-210). 

Cette  Note  complète  sur  deux  points  particuliers  un  article  paru  précé- 
demment dans  le  même  Journal  (t.  CXWIII,  p.  2(i3  et  suiv.). 

I.  L'auteur  considère  un  système  d'équations  dilTérentielIes 

n 
'^=^^hA^)y\  (v.  =  -,2,  ...,;0, 


où  les  O).^  {x)  sont  des  fonctions  de  la  variable  réelle  a;  définies  dans  un  inter- 
valle (/>,  /•),  finies  et  intégrables  dans  cet  intervalle.  Il  partage  l'intervalle 
ip,  g)  où  (p<.q<ii')  en  un  certain  nombre  m  d'intervalles  partiels  au 
moyen  des  points  de  subdivision 

et  il  considère,  y1,  y^,  ■■■,  y  a  étant  des  valeurs  données  à  l'avance,  les  va- 
leurs  y'y\   y-2\   ..-,  y'''"'  définies  par  les  équations 

j^'^-j-r"-  (^v-^v-,)!  «x.(?v-,)rr'      (^  ^,^  .^^  ^  ^  ,J; 
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Si,  £o,  ...,  ;,„  désignent  clans  ces  formules  des  valeurs  arbilrairemciU  prises 
dans  les  m  inlcrvalles  de  décomposilion  de  l'intervalle  {p,g). 

L'auteur  démontre  par  un  procédé  analogue  à  celui  de  Cauchy-Lipscliitz  que, 
lorsqu'on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  intervalles  partiels  de  manière 
que  chacun  d'eux  tende  vers  zéro,  les  nombres  y'\"'\  ...,y',',"^  tendent  vers  des 
limites  bien  déterminées  y,,  j^'^,  ...,.>'„,  indépendantes  de  la  manière  dont  on 
choisit  les  ;. 

II.  L'auteur  considère  le  sjslème  d'équations  aux  diflérentielles  totales 

n 

dy-,^'^  ['^■,-A\.-h)  d\^  };,,{l,-t,)  clr,]y-^        (x  =  i.2,  ...,  m), 
>,  =  1 

où  les  a-,.^  (?,'■,)  et  les  |j,(ç,t,)  sont  des  fonctions  des  variables  réelles  \  et  t,, 
continues  dans  un  domaine  simplemeaL  connexe  S  et  admettant  dans  ce  domaine 
des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  également  continues;  on  suppose  de 
plus  qu'elles  satisfont  aux  conditions  d'intégrabillté  du  système. 

Cela  étant,  si  {\^,  Tj,,),  (|,  Tj)  sont  deux  points  de  S  tels  que  le  rectangle 
ayant  pour  sommets  (Ço>'1a)t  C^c  'O))  (?.  '^a),  (ç»'0)  soit  tout  entier,  ainsi  que 
son  intérieur,  contenu  dans  S,  l'auteur  démontre  que  les  deux  matrices 


(  '',.  )=  f  \  ?..  (  ?o,  -^i  )  ch.  +  3.-J   f  '  [  «.X  (  ?,  -O  d\  +  0,  J, 
(  ^~  X  )  =   r     [  ='-■/  (  "--  '^0  )  d\  -h  S,,  ]    Ç    {  ?,,  (  ç,  T,  )  rfr,  +  0,,  ) 

sont  des  matrices  intégrales  du  système  donné;  que,  de  plus,  elles  se  réduisent 
à  la  malrice-unité  pour  le  point  (ï^,  t,„  )  ;  enfin  qu'elles  sont  identiques 
entre  elles. 

De  là  il  déduit  l'existence  d'une  matrice  intégrale  bien  déterminée,  définie 
et  contenue  dans  le  domaine  S,  et  se  réduisant  pour  un  point  donné  (;o,T||,) 
à  une  matrice  donnée  de  déterminant  différent  de  zéro. 

Fcjér  [Léopold).  —   Sur  la   slabililé  et  l'instabilité   d'un  point 
matériel  clans  un  milieu  résistant.  (216-22.3). 

L'auteur  considère  un  point  mobile  dans  l'espace  sous  l'action  d'une  force 
admettant  une  fonction  des  forces  U  {x,y,  z)  avec  une  résistance  f{v)  dirigée 
en  sens  contraire  de  la  vitesse  »',  nulle  pour  v  =  o,  positive  pour  r  >  o  et 
croissant  avec  v. 

Si,  pour  le  point  .AI„,  la  fonction  des  forces  U  passe  par  un  maximum  isolé, 
l'auteur  démontre  qu'il  y  a  stabilité  dans  l'avenir,  mais  qu'il  peut  y  avoir 
instabilité  dans  le  passé.  Autrement  dit,  décrivons  de  M^  comme  centre  deux 
sphères  suffisamment  petites,  mais  de  rayons  arbitraires  R;  et  R.^  (R,<R;). 
Si,  au  temps  t^,  le  mobile  se  trouve  à  l'intérieur  de  la  sphère  R,,  il  restera 
indéfiniment,  pour  t>  t^,  à  l'intérieur  de  la  sphère  R.^,  pourvu  que  sa  vitesse  à 
l'instant  «„  soit  plus  petite  qu'une  quantité  déterminée  dépendant  de  R,  et  R„. 
L'auteur  démontre  de  plus  que  dans  l'avenir  la  vitesse  v  deviendra  une  infinité 
de  fois  aussi  petite  qu'on  veut. 
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Si,  pour  le  point  .M,,,  la  fonclioii  U  j)ossccIe  un  maximum  isolé,  provenant  de 
ce  que  les  termes  de  plus  petit  dcf;ré  de  la  série  de  Tayior  forment  une  forme 
définie   positive,    on   ne   peut  arriver    à   un    résultat   aussi   général.    Néanmoins, 

si' )  pour  ç'   suffisamment  petit,    reste  au-dessous  d'une  limite  fixe  M,   la 

position  d'équilibre  est  instable.  On  peut,  en  effet,  décrire  autour  de  1M„  une 
sphère  de  rayon  R  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  si  P„  est  un  point  quel- 
conque intérieur  à  cette  sphère  et  si  l'on  imprime  au  point  mobile  une  vitesse 
aussi  petite  qu'on  veut  dirigée  dans  le  sens  M,,  P,,,  le  point  mobile  sort  néces- 
sairement de  la  sphère  au  bout  d'un  temps  fini. 

Ilorn  (J.).  —  Motivcnienls  an    voisinage   d'une   position   d'éqni- 
libre.  (224-^40)- 

Soit  donné  un  système  mobile  avec  n  degrés  de  liberté,  les  liaisons  étant 
indépendantes  du  temps,  et  dont  la  position  est  définie  par  les  n  paramètres 
.c,,  x.^,  . . . ,  ^„.  Supposons  que  l'origine 

0{Xi  =  x^  =  . . .—  a:,^=  o) 

soit  une  position  d'équilibre  et  que  la  fonction  des  forces  U  soit,  au  voisinage 
de  O,  développable  en  une  série  de  puissances 


"  =2  ",.. 


p-i 


U    étant  une  fonction  entière  et  homogène  de  degré/;  en  a;,,  ...,  a:,,,  avec 

n 


a=  1 


on  suppose 


S;  =  —  A'         (  i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  7><  ) , 

les  )i  et  les  ;j.  étant  des  quantités  réelles  et  positives.  La  force  vive 

T=^V'^«?'^>?  (a,  .3=1,2,  ...,/0 

«fi 

,         clx 
est    une  forme   quadratique  en    Xr^  =  — —  dont  les  coefficients   A,^o    sont    des 

séries  de  puissances  en   :r,,  ...,a7„;   on   suppose,   en   particulier,  que  pour  le 
point  0, 

Aaa=',         A„,=  o         (a?^;i). 


Les  équations  de  Lagrange 


cl    d'Y  ()T    ^  f)U 

dt  dx'^        Ox^  "  dx^ 


(  a  =  I ,  ...,n) 
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peiivctU  se  mettre  sons  la  forme 
(A.)     xl—s^x^=  \\Xx\,...,x\/,x^,...,x,^)-T-G^{x^,...,x„)     (a=i,  ...,  «), 

où  F,^  est  une  fonction  entière  et  homogène  du  second  degré  en  x'.^  ...,  x'i^^ 
dont  les  coefficients  sont  des  séries  de  puissances  en  x^,  ...,  x,,;  (j^  est  une 
série  de  puissances  en  x^, ,  x,,  commençant  pur  des  termes  du  second  degré. 

1.  Les  équations  différentielles  (A.)   peuvent  être  vérifiées  formellement   si 
l'on  prend  pour  x^  une  série  de  la  forme 

x^=:  x'*^  +  x"^-+. .  .-H  a:''''+. . .  (a  =  I,  . . .,  7î  )  ; 

dans  celte  série  ^a''  ^^^  ^"*^  fonction  entière  et  homogène  de  degré  /?,  de 
Il  constantes  d'intégration  A,,  ...,  /.„,  et  une  fonction  composée  d'expressions 
Irigonométriques  et  exponentielles  de  n  arguments 

u^—pit-hli        {i=i,  ...,  m), 
^i  =  '^ji  (y  =  "'  -M,  ...,«). 

l^,  1-2,  ...,  /,„  sont  m  autres  constantes  d'intégration,  et  l'on  a 

p^.  =  \. -+-  p'.-''  -I-  p'.'>  -(- . . .         (  t  =  1 ,...,///  ), 

G  .  =  |X  .  +  5^'^  +  s'.*'  -T-  .  .  .  (/■=/«  -^  I ,    ...,«), 

p^l^^>,  a^^^'^  désignant  des  fonctions  entières  et  iiomogèncs  de  degré  p  en 
A  j ,  A  2  >   •  •  •  1   'i  /;;  • 

En  particulier,  on  a 

x'}'  =  A",  cos u-        {i  =  I ,  . . .,  m), 

X'.'''  =  /.  -e-";  (y  =  /H  +  I,    ...,«)• 

Plus  généralement,  on  a 

a:W  =  V  A-r' . . .  A-^,"  e-;'„,+,>'„.+,-... -;-„-,. 

X  [A  cos(<7,  ?<,+...+  (/,„ii,n  )  -i-  B  sin(y,«,-i-. .  .4-  ^,„i<,„)]; 

dans  chaque  terme  de  la  somme  p^,  p^.  ■•.■,  p„  sont  des  entiers  positifs  dont 
la  somme  est  égale  à />  ;  q^.  ...,  7,,,  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs  de  la 
forme  ±  (/?,  —  ^gi)  {g,  étant  positif  ou  nul);  de  plus,  dans  les  termes  où 
/j,  -t-  ...  -i-p„,  est  égal  à  p,  B  est  nul. 

2.  La  démonstration  exige  certaines  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  X  et  les  |i.  Entre  )>,,  ...,  )»,„  ne  doit  exister  aucune  relation 

g-,  A,  -i-...-f-5-„.>>,„=  o 

à  coefficients  entiers  non  négatifs  et  non  tous  nuls.  Déplus,  entre  I-i,,,^,,  ...,  [i.„ 
ne  doit  exister  aucune  relation 

:^  =  y'',„+l:-^,„+l^-•■•^-y^,;■'•„ 

i\  coefficients  positifs  ou  nuls. 
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3.  Si  l'on  désigne  par  r,,  c„,  ....  c„  les  valeurs  de  a;,,  ...,  j;,,  pour  <  =  o, 
par  ri,  ...,  c',„  les  valeurs  de  :rî,  ...,x„i  pour  <  =  o,  on  peut  substituer  ces 
rt  -!-  m  constantes  d'intégration  aux  n  -i-  m  constantes  A  et  /,  et  l'on  a  pour 
les  X  des  développements  analogues  aux  précédents  : 

4.  L'auteur  examine  quelques  cas  particuliers  : 

/.,„^j  =  ...=  /,„  =  o; 
/.,  =  ...=  /.,„=  o; 
A„  =  . . . ^  A-,„  =  A„,^,  = . . .  =  /.„  =  ()  ; 
A-j  = . . .  =  A ■„  =  o. 

5.  Les  développements  des  x,^  en  fonction  des  valeurs  initiales  Cj,  ...,c„, 
c'j,  ...,c'„j  peuvent  être  obtenus  directement  en  partant  du  système  différen- 
tiel (A).  On  a,  en  particulier,  pour  les  termes  du  premier  degré, 

57^.''  =  c,  cos ii:+  ^  sin  //,,         x'\^  =  r,  e-";, 
où  l'on  a  posé 

Knohlaucli  («/•)•   —   Les  invarianls  et  covarianls  de  cléformalion 
diin  ordre  donné.  {o.\--9fi^). 

Dans  le  Tome  XVI  des  Acta  matlieniatica  (1892),  Zorawski  s'est  proposé  de 
déterminer,  pour  un  ordre  de  difFérentiation  donné,  le  nombre  des  invariants  et 
des  covariants  de  déformation  indépendants.  L'auteur  doute  que  la  méthode 
des  transfortnations  infinitésimales,  dont  il  s'est  servi,  soit  bien  appropriée  à  ce 
problème;  d'autre  part,  la  complication  de  l'appareil  de  formules  que  la  tliéorie 
de  Lie  traîne  après  soi  l'a  engagé  à  résoudre  d'une  autre  manière  ce  problème 
intéressant  et  important.  Les  résultats  de  Zorawski  lui  semblent,  d'ailleurs, 
contenir  des  erreurs. 

L  Soient 

\  =  >^  a,j  du ,  du,         (  /,  A"  =  I,  3  ) 
i,k 

une  forme  différentielle  quadratique  binaire  et  -s  («,,  u^)  une  fonction  arbi- 
traire. Si  l'on  effectue  sur  les  variables  a,,  u^  un  changement  de  vuriiibles  quel- 
conque, les  nouvelles  variables  étant  Mj,  u^.  la  fonction  9  (?/p  u^)  devient 
cp  («1,  Wo)-  ^1  invariant  de  défornialion  est  une  expression 


qui   se    reproduit  quel    (jue    soit  le  changement   de   variable.    Si   la  fonction  / 
contient  aussi  o  et  ses  dérivées,  c'est  un  covariant. 

Il  existe  un  covariant  dépendant  simplement  des  a^^^  et  des  dérivées  partielles 
du  premier   ordre  de  'i,   c'est   le  paramétre   différentiel  du    premier   ordre  de 

Beltrami  : 

/  (>»  \-  (fi     (J-i  I  r)-i  '\- 

^  ^    _      ■■\ouJ "  Ou^   au.,  \0u-J 

Bull,  des  Sciences  nxalliém.,  2°  série,  t.  XX.Vin.  (Octobre  1909.)  H.io 
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D'autre  part,  il  n'existe  pas  d'invariant  du  premier  ordre  :   cela  tient  à  ce  que 

les  dérivées  partielles  du  second  ordre  - — -^  peuvent  s'exprimer   au   moyen 

des   dérivées  du  premier  ordre,  des  coefficients  a^^,  o,/.-  et  de  leurs  dérivées. 
En  posant 


[  /  J         2\àifi    '     Oui^        OUi  / 

1^' 


\  ik  ) 
(  m  ] 


où  a,„,  désigne  le  mineur  du  déterminant  de  a,,,  relatif  à  a,,„,  mineur  divisé  par 


à-  u'i, 


\  '^'  /  Ou), 


-y) 


y,  \  a;x  I  '  Oui  (Il 


II.  En  I  herchant  à  éliminer  les  dérivées  premières,  secondes  et  troisièmes 
des  fonctions  m,,  des  Uj_  des  équations  qui  donnent  les  dérivées  des  deux  premiers 
ordres  des  fonctions  a,,,,  en  fonction  des  au;  et  de  leurs  dérivées,  on  arrive,  même 
si  la  forme  A  n'est  pas  binaire,  aux  équations 


{imkl) 

où  l'on  a  posé 

{imkl) 


V        ,,  ^,'^"/.    àllU.    ÙU'I     dur, 

^  OU:    OU,    au,  Ou... 


I  /    c)-«,, 


'^-^Ou^rki^        Ou^Oui        Ou^âu,^, 


Ou,  du,./ 


P'1 

Dans   le   cas   particulier   qui   nous  occupe,  on  déduit   de  là  l'existence   d'un 
invariant  du  second  ordre 


c'est  la  courbure  totale  de  Gauss. 

III.  De  là  résulte  immédiatement  l'existence  d'un  invariant  du  troisiè.me  ordre, 
à  savoir  A^K;  l'existence  d'un  invariant  du  second  ordre  K  et  d'un  seul  inva- 
riant du  troisième  ordre  1^  K  semble  au  premier  abord  contradictoire  avec  ce 
qu'indiquerait  l'énumération  des  équations  et  des  quantités  à  éliminer  ;  l'au- 
teur montre  à  quelles  particularités  analytiques  lient  cette  contradiction 
apparente. 

Le  paramétre  A^(9,  K)  de  Beltraini  et  le  quotient  D^(»,  K)  du  déterminant 
fonctionnel  de  »  et  K,  par   \/a,  fournissent   deux  covariants  du  premier  ordre 

linéaires  en  — -,  -— ^.   Les  trois  covariants  A^'f.  A„(-j;,  k;,  D„('-p,  tv  )  sont,  d'ail- 
leurs, liés  par  la  relation 

D„  (  »,  K  y-  =  A^  z  \l  K  —  A^  (  9,  K  )-. 
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Il  existe  trois  covarianls  indépendanls  du  second  oi-dro  linéaires  par  rapport 

, ,   .    .       d-o        fpo        d-'^ 

aux  tlerivees  - — '--^  :; — ,  — '-;  ce  sont  les  covariants 

OU]     du,  au.,    dii- 

D„(A,'.9,  K),         A„(Aiï,  K), 

joints  au  paramètre  dillërenliel  du  second  ordre  de  Deltranii. 

IV.  D'une  manière  générale,  il  existe  m  covariants  indépendants  d'ordre  m, 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées  partielles  du  m""^'  ordre  de  la  fonction  -s  :  ils 
se  déduisent  de  ceux  d'ordre  m —  i  à  l'aide  des  paramètres  dilTérentiels 
D„(/,  K)  et  IJf,  K). 

Quant  aux  invariants  d'ordre  m  >  3,  il  en  existe  ;n  —  i  indépendanls  :  ceux 
du  quatrième  ordre  sont 

D,.(A;Jv,  K),         A„(A,',K,K),         A^  Iv. 

L'auteur  démontre  qu'il  n'y  en  a  pas  plus  de  m  —  i  par  la  méthode  d'énu- 
mération. 

Bauer  ( Michael).  —  Sur  la  progression  arithmétique.  (260-267). 

L'auteur,  en  s'appuyant  sur  un  théorème  de  Kronecker,  donne  une  démons- 
tration simple  du  théorème,  d'après  lequel  il  existe  une  infinité  de  nombres 
premiers  congrus  à  —  i  (mod  t). 

Bold  [P .).  —  Sur  une  équation  difïérentielle  de  la   théorie  des 
perturbations  (268-.')2i). 

L'auteur  étudie  les  équations  dilTérentielles  de  la  forme 

où  f  (t)  et  o{t)  sont  des  fonctions  périodiques  au  sens  étendu,  admettant  les 

périodes  a,,   ol.,,   ...,  x„,  ;   cela   signifie   que  chacune  de  ces  fonctions  est  déve- 

loppable  en  une  série  uniformément  converi;ente  pour  toutes  les  valeurs   de  t 

2  ~  t 
et    dont   ciiaque    terme   est    une    fonction    rationnelle    entière    de    cos  — ^   et 

sin  (  1^  =  I5  3j  . . .,  m  ). 

«<* 
S.  Linstedt  et  Poincaré  s'étaient  déjà  occupés  d'équations  analogues,  quoique 

moins  générales. 

L'auteur  fait  l'hypothèse  essentielle  que   toute   solution  de  l'équation  dill'é- 

rentielle  considérée  est  bornée  supérieurement    et    inférieurement.    Dans   ces 

conditions,  la  solution  générale  est  de  la  forme 


cos 
X  =  c,  


/     R  dl  sin    /     P,  dt 


dans  celte  formule  c^  et  c^  désignent  deux  constantes  arbitraires:  T  et  R  sont 
des  fonctions  périodiques  au  sens  étendu,  admettant  les  périodes  a,,  3t^,  . . . ,  a,„  ; 
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ces  fonctions  possèdent  des  dérivées  du   premier  et  du  second  ordre  égHlement 
périodiques.  H  admet  une  borne  inférieure  positive. 
La  solution  générale  peut  encore  s'écrire 

cos    /     R  dt 
X  =  T  -r-  C — > 

où  les  constantes  arbitraires  sont  C  et  c. 

Réciproquement,  si  R  et  T  sont  des  fonctions  qui  jouissent  des  propriétés 
indiquées,  x  est  la  solution  générale  d'une  équation  différentielle  de  la 
forme  (  i  ). 

Pour  que  l'équation  difrércnlielle  (r)  possède,  outre  la  solution  x  —  T,  une 
solution  périodique  au  sens  étendu,  les  périodes  pouvant  d'ailleurs  ètic  quel- 
conques,   il    faut   et  il    >uffit    que    /     Wdt  soit   de   la   forme  yf-r-nnc   fonction 

périodique  de  périodes   a,,  ol...   ...,  «,„   (y  étant  une  constante),  et  alors  toutes 

les  soluli<ms  de  l'équation  (  i  )  sont  des  fonctions  périodiques  au  sens  étendu.. 
Mais  celte  propriété  n'appartient  pas  à  toutes  les  équations  (i). 

I.  Rappel  de  résultats  antérieurs.  —  L'auteur  rappelle  les  propriétés  fonda- 
mentales des  fonctions  périodiques  au  sens  étendu,  étudiées  par  lui-même  dans 
sa  dissertation  magistrale  (Dorpat,  iSgS)  et  aussi  par  Esclangon  sous  le  nom  de 
fondions  quasi  périodiques  uniformément  continues  (  Comptes  rendus , 
t.  CXXXV,  p.  137;  Annales  de  l'Observatoire  de  Bordeaux,  1904).  Pour 
qu'une  fonction  soit  périodique  au  sens  étendu,  avec  les  périodes  a,,  a^,  ...,  «„,> 
il  faut  et  il  suffit  que,  z  étant  un  nombre  positif  donné,  on  puisse  lui  faire- 
correspondre  un  nombre  r,  tel  qu'oa  ait 

1/(^0-/(^)1  <'- 

toutes   les  fois   que   les  ju    quantités  -^ diffèrent   de    nombres  entiers   de- 

moins  de  r,. 

Les  périodes  a,,  a,,  . . .,  a,^  sont  dites  indépendantes  s'il  n'existe  aucune  rela- 
tion à  coefficients  entiers  non  tous  nuls  de  la  forme 


On  appelle  partie  constante  d'une  fonction  périodique  au  sens  étendu  f  {t} 

la  liniile  pf'ur  t  infini  de  -     /    f{t)  dt. 

L'auteur  rappelle  encore  quelques  résultats  de  sa  dissertation  doctor.d» 
(Dorpat,  ifjoo)  sur  certains  systèmes  d'opérations  différentielles  linéaites  à 
coefficients  constants  avec  seconds  membres. 

II.  Leinmes  et  notations.  —  Toute  fonction  périodique  au  sens  étendu  admet 
une  borne  supérieure  G  et  une  borne  inférieure  K  finies;  la  différence  S  =  G  —  K. 
est  l'oscillation  de  la  fonction.  A  tout  nombre  positif /.>  on  peut  faire  corres- 
pondre un  nombre  q  tel  que  l'oscillation  de  la  fonction  dans  tout  intervalle- 
de  longueur  q  soit  supérieure  à  S  — p. 
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Si  donc  la  série  qui  représente  une  fonction  /  {t)  périodique  au  sens  étendu, 
de  périodes  a^  «,,  ...,  ot,,,,  on  remplace  —  par  x^,  on  obtient  une  nouvelle  série 
uniformément  convergente  pour  les  points  {x^,  x..,  ...,x„,)    tels  qu'on  ait 

t  t  t 

X.  =  —  >  Xn=  —■>  •  •  •  >  .r,„  =  — 

a,  •        a,  a„, 

à  des  nombres  entiers  près. 

Si  l'on  appelle  S  l'ensemble  formé  de  tous  ces  points  et  aussi  de  leurs  points 
limites^  la  nouvelle  série  est  uniformément  convergente  dans  l'ensemble  2  et 
définit  dans  cet  ensemble  une  fonction  ^'{x^,x^_,  ...,x„^)  périodique  par  rap- 
port à  chacune  des  variables,  lu  période  étant  i.  On  a,  de  plus, 

Si  (  j,,  Œj,  ...,  a,„)  est  un  point  de  rensemble  1,  la  fonction 

9(0  =^I'(—  +=r,,  —  +5;,    ....    —  +  T„) 

•est  encore  périodique  au  sens  étendu  avec  les  périodes  aj,  ...,  a^^;  elle  est  dite 
appartenir  à  la  même  famille  (|uc  la  fonction  /(l)  et  posséder,  par  rapport 
■à  f  (t),  les  phases  a,.  ::..,  . . .,  t^^. 

Deux  fonctions  périodiques  appartenant  à  la  même  famille  ont  même  partie 
•constante. 

III.  L'intégrale  d'une  fonction  périodique  au  sens  étendu.  —  Si  f{t)  est 
mne  fonction  périodique   au  sens  étendu,   de    périodes    a,,  a^,  ...,  a„,,   et  si,   de 

plus,  l'intégrale  ^(f)=    /    f{t)dt   est  bornée,    '^{t)   est  aussi    une  fonction 

périodique  au  sens  étendu,  avec  les  mêmes  périodes.  Plus  généralement,  s'il 
existe  une  constante  c  telle  que 

■i{l)-ct 

soit  bornée,  9(0  — <^'  ^^^  "'i*'  fonction  périodique  de  périodes  a,,  ...,  a„,,  et  c 
est  la  partie  constante  de  /{t).  Il  ne  résulte  pas  de  lit  que  si  c  =  o  l'intégrale 

/    f{t)dt  soit  nécessairement  bornée. 
•-  0 

Si  la  partie  constante  de  f{t)  est  nulle  et  si  l'intégrale  o{t)  n'est  pas  bor- 
née, on  peut  toujours  trouver  un  système  de  phases  7,,  ï;,  ...,  ï,„,  tel  que 


r 


/{t,  s)  dt_lo, 

et  un  système  de  phases  .s-p  s.,,  ....  .<;,„,  tel  que 

/    fit,  s)dt^>K 
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IV.  L'équation  différentielle  réduite.  —  L'auteur  considère  iiiaintenanl 
l'équalion 

(■•0  ~  -ho{t)j:  =  o, 

et  plu«  généralement  l'équation 

(3)  '^+.^(^.,)^  =  o,, 

où  o  ((,  a)  est  de  la  luénie  famille  que  o{l)  et  possède,  par  rapport  à  '•s{l), 
les  phases  a,,  a.,,  ....  c,,,. 

Si  l'une  des  équations  (3)  possède  deux  solutions  indé])endantes  bornées,  il 
en  est  de  même  de  toutes  les  autres  équations  (3). 

Cela  étant,  soient  u  et  i'  deux  solutions  indépendantes  de  l'équation  (2).  Si  ;x 
est  un  nombre  positif  donné,  on  peut  trouver  trois  constantes  g^,  g:.,  g^  telles 
que  la  fonction  * 

satisfasse,  quel  que  soit  t,  à  l'inégalité/^/?  et  telles  déplus  que/  et  ses  deux 
premières  dérivées  soient  des  fonctions  périodiques  au  sens  étendu,  de  périodes 
a,,  a^,  ...,a„,.  On  a,  de  plus, 

gl  —  gig:i<0. 
La  fonction 


z  =  yZ/cos  (c  ^/gig,-  gi  I     j  -h/A, 


où  a  et  A-  sont  des  constantes   arbitraires,   et  où  c  est  la  valeur  constante  de 
uv'  —  vu',  satisfait  alors  à  l'équation  (2).  En  posant 


R  = 


/ 
on  obtient,  pour  la  solution  générale  de  l'équation  (2).  la  forme 

1     R  dt  sin    /    R 


cos   /     R  dt  sin    /     R  dt 

X  -  /-i -^^—r h  A-. -^ 

vR  '        v/R 

ou  encore 


A       r' 

— ru  cos    /      R 
V  R       -Je 


dt. 


V.  V équation  différentielle  réduite  (conclusion).  —  Ce  qui  précède  suppose 
que  l'équation  (2)  admette  deux  intégrales  indépendantes  bornées.  Si  l'on  sup- 
pose qu'elle  admette  deux  intégrales  indépendantes  périodiques  au  sens  étendu, 
de  périodes  ôp  b^,  ..,,  b  ,  on  obtient  des  résultats  plus  précis.  Dans  ce  cas,  en 


effet 


,  l'intégrale  /    1{  dt  est  de  la  forme  ^t  -i-  une  fonction  périodique  de  pé- 

riodes  a,,  ...,  a^.  Il  suffit  même,  pour  être  sur  du  résultat  précédent,  de  sup- 
poser que  l'intégrale  (2)   admet  une  intégrale  bornée  et  une   autre,   indépcn- 
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dante  de  la  première,  périodique  au  sens  étendu,  de  périodes  d'ailleurs  quel- 
conques. Mais  il  peut  très  bien  arriver  que,  les  intégrales  de  (2)  étant  toutes 
bornées,  aucune  ne  soit  périodique,  au  sens  étendu. 

VI.  Léfjuation  différentielle  non  réduite.  —  Avant  de  traiter  l'équation 
non  réduite  (  i  ),  l'auteur  démontre  un  certain  nombre  de  lemmes. 

Soit  un  système  d'équations  difTérentielles 

dx 
<t)  —j-^=Pn^x-^P,;^;  +  ----^P,n'^„-^^i  {i  =  1,2,  ...,n), 

où  les  />,j.  et  les  H,  sont  des  fonctions  périodiques  au  sens  étendu,  de  périodes 
^1,  «2,  ...,  «„,;  soit  plus  généralement  le  système  delà  même  famille 

<5)       -^  =/^,i(^')-2^i  +  ---+/',>.(^«f)^n-+-I^.(^=^)         (J  =  i,2,  ...,n), 

où  a,,  ffj,  ...,  a„,  désigne  un  système  de  phases  et  aussi  le  système  réduit 
correspondant 

(6)  -^  =/'a(^')^i  +  ---^-/',n(^ ')-'"„        (î  =  i,  2,  ...,n). 

Désignons,  pour  un  instant,  par  valeur  absolue  d'une  solution  de  l'un  de  ces 
systèmes  la  fonction  ^/œ]  -+-  x'^-i-. .  .-\-  x'j^- 

Cela  étant,  supposons  que  pour  un  système  de  phases  particulier  les  équa- 
tions (5)  possèdent  une  solution  dont  la  valeurabsolue  ait  une  borne  supérieure 
finie.  Supposons  d'autre  part  que,  quel  que  soit  le  système  de  phases  choisi, 
le  système  (6)  n'admette  aucune  solution  dont  la  valeur  absolue  ait  une  borne 
inférieure  nulle  et  une  borne  supérieure  finie.  Dans  ces  conditions,  les  équa- 
tions (5)  admettent,  quel  que  soit  le  système  de  phases,  au  moins  une  solution 
formée  de  fonctions  périodiques  au  sens  étendu  de  périodes  aj,  a^,  ...,  a^. 

VII.  L'équation  différentielle  non  réduite  (conclusion).  —  Si  les  équa- 
tions (5),  pour  le  système  de  phases  (t'),  admet  une  solution  pour  laquelle 
37,  (t), ,  x^{t)  sont  des  fonctions  périodiques  au  sens  étendu,  les  équa- 
tions (5),  pour  le  système  de  phases  (a"),  admet  la  solution  x^{t,<s" — ct'). 

L'auteur  démontre  enfin  le  dernier  lemme  suivant  : 
Soient  les  équations  difTérentielles 

{7)  -^'  =  qn^i-^  q,2^i-^----^  (hn^n         (i-i,2,  ...,  n), 

où  les  ^;^  sont  des  fonctions  périodiques  au  sens  étendu,  de  périodes  a,,  a,,  . . . ,  a^. 
On  suppose  que  ces  équations  n'admettent  que  des  solutions  dont  la  valeur 
absolue  est  bornée  et  que,  de  plus,  l'intégrale 


(  y, ,+  y2„+... +  ?,.„)  dt 


est  également  bornée.  Alors,  aucun  des  systèmes  appartenant  à  la  même  famille 
que  le  système  (7)  n'admet  de  solution  dont  la  valeur  absolue  ait  une  borne 
inférieure  nulle. 

Les   résultats   énoncés    dans    l'Introduction    sur   l'équation    différentielle    (i) 
sont  des  conséquences  immédiates  des  lemmes  précédents. 

E.  Gartan. 
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ANNALES   SCIENTIFIQUES  DE   L'ÉCOLE   NORMALE   SUPÉRIEURE. 

Troisième  série;  t.  XXV,  (908  ('). 

GoursaL  {E.).  —  Sur  les  Intégrales  inliniinent  voisines  des  t'qiia- 
lions  aux  df'rivées  parlielles  (second  Mémoire).  (()-4i). 

Dans  un  preniicr  Mémoire,  publié  sous  le  même  litre  pur  les  Annales  de 
l'Ecole  IVorniole  en  190'),  l'auteur  considérail  des  variables  comprises  dans  des 
champs  complexes,  indépendants  les  uns  des  autres.  La  question  se  pose  tout 
autrement  quand  on  a  en  vue  les  applications  au  domaine  réel,  auxquelles  est 
consacré  le  présent  Mémoire. 

Après  avoir  rappelé  quelques  délinitions,  M.  Coursât  reprend  pour  la  géné- 
raliser la  démonstration  de  deux  théorèmes  importants  du  premier  Mémoire. 
En  appliquant  le  second  au  domaine  réel,  pour  l'équation 

i)u       ,V  (tu     du     .\ 

—  =  r  Lr.  T,  :;,  u,  — >  -— >   A   , 
ôx  \  (iy     àz        I 

dont  le  second  membre,  développé  suivant  les  puissances  de  a.  de  u  et  de  ses 
dérivées,  ne  c,ontient  pas  les  dérivées  au  premier  degré,  on  reconnaît  que,  si  les 
coefficients  du  développement  sont  des  fonctions  régulières  de  x,  _>',  z  à  l'inté- 
rieur d'un  cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  l'axe  ries  x.  limité  par 
deux  plans  x  =  x^,  ^  =  x,  et  dont  la  section  droite  est  une  courbe  fermée  (C), 
l'intégrale  qui  est  nulle  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  x„  et  .r,  est  une 
fonction  régulière  de  x.  y^  z  à  l'intérieur  de  tout  cylindre  intérieur  au  cylindre 
considéré,  pourvu  que  la  valeur  absolue  du  paramètre  \  soit  suflisamment 
petite. 

L'auteur  définit  ensuite  la  portion  de  l'espace  qu'il  appelle  un  tube  de  carac- 
téristiques et  qui  est  partiellement  limitée  par  une  famille  de  caractéristiques 
ou  courbes  intégrales  des  équations  difrérentielles 

Il  applique  cette  notion  à  l'étude  de  l'équation 

ôv  -C/t'  <)v    .  _. 

dx  •'  Oy         •  ûz 

les  termes  non  écrits  étant  au  nmins  du  second  degré  en  r,  i', ,  i'I.  A.  et  tous 
les  coefficients  du  second  membre  étant  des  fonctions  analytiques  régulières 
de  X,  y,  z  dans  un  certain  tube  de  caractéristiques  (T).  Pour  a  =  o,  cette  équa- 
tion admet  l'intégrale  particulière  v  =  o.  Elle  admet  une  infinité  d'intégrales 
infiniment  voisines  de  t'  =  o  et  régulières  dans  tout  dcmiaine  intérieur  à  (T). 
Étant  donnée  une  équation  de  même  forme  que  la  précédente,   mais  ne  con- 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  XXXIL,.  p.  ()\. 
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tenant  p;is  le  paramétre  a,  on  suppose  les  coefficients  du  second  membre  régu- 
liers en  une  région  (E)  de  l'espace,  tels  en  outre  que  la  série  soil  convergente 
en  tout  point  de  cette  région  quand  les  modules  de  v.  i'^.,  tl  restent  inférieurs 
à  un  nombre  positif  convenable.  Cette  équation  admet  une  infinité  d'intégrales 
infiniment  voisines  de  l'intégrale  f  =  o  et  régulières  dans  une  portion  quel- 
conque (  K' )  de  (E).  pourvu  que  (  E' )  soit  coiiipris  tians  un  tube  de  caractéris- 
tiques. 

Ce  (jui  précède  permet  de  reconnaître  si  une  équation  du  premier  ordie 
dépendant  d'un  paramètre  A  et  admettant  pour  a  =  o  l'intégrale  particulière 
V  =  u  possède  des  intégrales  infiniment  voisines  de  celles-là  et  régulières  dans 
un  domaine  déterminé  :  AL  Goursat  enseigne  à  calculer  directement  les  coeffi- 
cients des  puissances  de  X  dans  le  développement  de  ces  intégrales,  et  il  fait 
remarquer  que  ces  considérations  peuvent  être  étendues  aux  intégrales  des  équa- 
tions linéaires  dans  le  domaine  complexe. 

Il  aborde  ensuite  l'équation  du  second  ordre 

.s  —  A  />  -H  D  ,7  -i-  C  c  --  D  a  -h . . . , 

où  les  termes  non  écrits  sont  au  moins  du  second  degré  en  ;;,  p,  q.  r.  t,  a,  tous 
les  coefficients  étant  supposés  réguliers  dans  \\n  domaine  bien  défini,  et  il 
montre  que,  dans  la  retherclie  des  intégrales  infiniment  voisines  d'une  intégrale 
particulière  connue,  la  disposition  des  caractéristiques  sur  cette  intégrale  par- 
ticulière est  un  élément  essentiel  à  considérer. 

Le  Mémoire  se  teimine  par  quelques  indications  sur  le  cas  tout  dilTèi'ent  des 
équations  tlu  second  ordre  à  caractéristiques  imaginaires  et  sur  certaines  équa- 
tions particulières  qu'on  peut  étudier  sans  supposer  que  leurs  coefficients  soient 
des  fonctions  analytiques. 

Fréchet  (Maurice).  —  Sur  l'approximation  des  fondions  conti- 
nues périodiques  par  les  sommes  trigonomélriques  limitées. 
(43-56). 

TchebichefT  a  montré  que.  étant  donnée  ime  fonction  continue  quelconque 
f{x)  définie  dans  un  intervalle  {a,  b).  il  existe,  pour  chaque  valeur  de  n,  un 
polynôme  de  degré  n  qui  est  plus  voisin  de  f{x)  dans  rinlervallc  {a,  b)  que 
tout  autre  polynôme  de  degré  n. 

L'auteur  commence  par  généraliser  la  méthode  de  TclubichefT.  Il  cf)nsidère 
une  fonction  f{x)  définie  et  bornée  dans  l'intervalle  {a.  h)  et  une  famille  ^T , 
de  fonctions  continues  de  x, 

S{x,  À„,  A,,  ...,>y), 

• 

dépendant  de  /? -f- 1  paramètres  et  douées  des  propriétés  suivantes  : 
1°  La  somme  ou  la  différence  de  deux  fonctions  de  J    appartient  à  Â  ; 
2"  Lorsque  p  reste  fixe, 

I  S  (.r,  •/.;,,  ...,  Ap  — S(a7,  ■>.„,  ..., /y)  i 

tend  vers  zéro,  uniformément  par  rapport  à  x  lorsque  la  plus  grande  des 
quantités 

tend  vers  zéro  dans  (a.  b); 
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3°  Lorsf(iie  p  reste  fixe  et  (jue  les  a  varient  de  façon  qu'en  tout  point  de  {a,  b) 
la  valeur  absolue  de  S(:r,  >>„,...,  A  )  soit  inférieure  à  un  noniln'o  fixe  quel- 
conque, les  X  restent  bornés  dans  leur  ensemble. 

Sous  CCS  hypothèses,  on  voit  d'abord  que 

\f{x)-^{x,\,  ...,X,,)| 

a  une  limite  supérieure  déterminée  /n(A„ a   )  lorsque,   les  ).   restant   fixes, 

X  varie  dans  {a,b);  la  quantité  m^o  a  elle-même  une  limite  inférieure  [a^o 
lorsque,  p  restant  fixe,  les  X  varient  de  façon  quelconque.  Si  la  limite  \j.  est 
atteinte  pour  une  fonction  S  (a;,  A,,,  ...,/.),  on  dit  que  cette  fonction  est  une 
fonction  d'approximation  Ae.f{x)  dans  ^F  .  I^e  problème  de  Tchebicheff  con- 
siste à  déterminer  s'il  existe  au  moins  une  telle  fonction  et,  dans  ce  cas,  s'il  en 
existe  plus  d'une. 

L'auteur  énonce  divers  lemmes  qui  servent  à  décider  s'il  en  existe  |)lus  d'une 
et  à  faire  voir  comment  varient  les  fonctions  d'approximation  des  fonctions 
variables. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  il  applique  les  résultats  précédents 
au  cas  où  l'on  prend  comme  fonctions  S  des  sommes  trigonométriques  limitées 

S  ( x,„  \.  A, ,  . . . ,  Ao^)  =  —  4-  V  (  A.j„,^,  C05 m  x  -+-  \^^  sin  m  x  ) 

m=  I 

et  qu'on  suppose  a  =o,  6  =  a-r. 

Il  démontre,  notamment,  que  si  f{x)  est  une  fonction  continue  et  de 
période  27:  et  «  un  entier  quelconque,  il  existe  une  somme  trigonométrique 
d'ordre  n, 

u^=  «j  cosx  -i-  Cl  sin  j;  -(-. .  .-1-  u„  cosnx  -H  t'„  sinnx, 

qui  approche  plus  de  f{x)  que  toute  autre  somme  trigonométrique  d'ordre  n. 
et  que  la  suite  des  sommes  trigonométriques  d'approximation  d'ordres  crois- 
sants de /{x)  converge  uniformément  vers  f{x).  Il  suit  de  là  que  les  coeffi- 
cients de  la  somme  trigonométrique  d'approximation  d'ordre  n  de  f{x) 
tendent  respectivement  et  uniformément  vers  les  coefficients  de  f{x)  en  série 
de  Fourier  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Il  est  enfin  prouvé  que,  si  une 
fonction  continue  de  période  27:  est  donnée  de  façon  qu'on  sache  calculer  les 
coefficients  de  son  développement  en  série  de  Fourier,  la  détermination  des 
sommes  trigonométriques  d'approximation  de  f{x)  n'exigera,  en  outre,  que  des 
opérations  algébriques. 

Caitan  {E .).  — Les  sous-groupes  des  groupes  continus  de  trans- 
formalion.  (56- 194). 

Introduction.  —  Ce  Mémoire  peut  être  considéré  comme  une  suite  au 
Mémoire  précédemment  paru  en  deux  Parties  dans  ces  mêmes  Annales  (1904), 
où  est  exposée  une  théorie  de  la  struclui-e  des  groupes  continus  de  transforma- 
tions s'appliquant  aussi  bien  aux  groupes  infinis  qu'aux  groupes  finis.  Dans  la 
théorie  classique  de  S.  Lie,  la  structure  d'un  groupe  fini  est  définie  par  ce  qu'il 
appelle  les  constantes  de  structure.,  et  ces  constantes  s'introduisent  lorsqu'on 
compose  entre  elles  les  transformations  infinitésimales  du  groupe;  c'est  donc  la 
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notion  de  transformation  infinitésimale  qui  est  à  la  base  de  cette  théorie  clas- 
sique de  la  structure;  mais,  en  restant  à  ce  point  de  vue,  cetle  théorie  devait 
se  borner  aux  groupes  finis  et  il  a  été  impossible  de  l'étendre  aux  groupes 
infinis.  Au  contraire,  dans  la  théorie  que  j'ai  proposée,  on  prend  pour  point  de 
départ  les  ér/uatio/ts  de  définition  des  équations  finies  du  groupe  et  ce  sont  ces 
équations  de  définition  qui  donnent  naissance  à  des  constantes  que  j'appelle  les 
constantes  de  structure  du  groupe;  ces  constantes  coïncident  avec  celles 
de  S.  Lie  dans  le  cas  particulier  où  le  groupe  est  fini,  mais  elles  existent  tou- 
jours, que  le  groupe  soit  fini  ou   infini. 

Oq  sait  comment  l'introduction  de  la  notion  de  structure  a  permis  à  S.  F.ie 
de  ramener  à  des  opérations  purement  algébriques  le  problème  de  la  détermi- 
nation et  de  la  classification  des  sous-groupes  d'un  groupe  donné,  du  moins  tant 
qu'on  se  borne  à  chercher  les  transformations  infinitésimales  des  sous-groupes, 
connaissant  les  transformations  infinitésimales  du  groupe,  ou  encore  tant  qu'on 
se  borne  à  rechercher  les  structures  des  sous-groupes,  connaissant  la  struciure 
du  groupe. 

Dans  le  présent  Mémoire,  il  est  montré  comment  la  nouvelle  notion  de  struc- 
ture permet  de  ramener  à  des  opérations  purement  algébriques  la  détermina- 
tion des  systèmes  difïérentiels  dont  dépend  l'établissement  des  équations  de 
définition  des  sous-groupes  d'un  groupe  donné,  lorsqu'on  connaît  les  équations 
de  définition  de  ce  groupe;  si  le  groupe  n'est  donné  que  par  sa  structure,  ces 
mêmes  opérations  purement  algébriques  permettent  de  déterminer  et  de  classer 
les  structures  de  ces  dilTérents  sous-groupes;  elles  donnent  immédiatement 
aussi,  pour  chacun  des  sous-groupes,  la  structure  du  plus  grand  sons-groupe 
dans  lequel  il  est  invariant. 

La  méthode  développée  dans  ce  Mémoire  ramène  la  recherche  des  sous- 
groupes  d'un  groupe  donné  à  la  résolution  d'un  problème  particulier  d'équiva- 
lence vis-à-vis  du  groupe  donné  de  certains  systèmes  d'équations  aux  différen- 
tielles totales  complètement  intégrables.  Aussi  ai-je  dans  un  premier  Chapitre 
exposé  la  solution  du  problème  général  de  l'équivalence  des  systèmes  différen- 
tiels, sous  la  forme  la  plus  commode  pour  les  applications  que  j'avais  en  vue. 
La  solution  générale  du  problème  avait  déjà  été  donnée  par  les  travaux  de 
S.  Lie  et  tous  ceux  qu'ils  ont  inspirés;  ce  n'est  donc  que  la  forme  de  la  solu- 
tion donnée  ici  qui  est  neuve;  je  signalerai  cependant  un  point  important  et 
qui  est  nouveau,  c'est  le  suivant  :  lorsque  deux  systèmes  différentiels  sont  équi- 
valents vis-à-vis  d'un  certain  groupe,  l'ensemble  des  transformations  du  groupe 
qui  permet  de  passer  du  premier  système  au  second  s'obtient  en  effectuant 
d'abord  une  transformation  particulière  jouissant  de  cette  propriété  et  ensuite 
la  transformation  la  plus  générale  d'un  certain  sous-groupe  du  groupe  donné, 
celui  qui  laisse  invariant  le  second  système  différentiel.  C'est  la  structure  de  ce 
sous-groupe  qui  est  mise  en  évidence  dans  la  solution  donnée  du  problème  et 
par  suite,  jusqu'à  un  certain  poinl,  la  nature  des  intégrations  à  faire  pour 
transformer  le  premier  système  dans  le  second. 

Le  Chapitre  II  expose  la  méthode  générale  de  recherche  des  sous-groupes 
d'un  groupe  donné;  cette  méthode  est  appliquée  d'abord  aux  groupes  finis,  puis 
au  groupe  infini  des  représentations  conformes  du  plan;  les  dliférents  types  des 
groupes  conformes  sont  indiqués  et,  pour  chacun  d'eux,  le  plus  grand  groupe 
conforme  dans  lequel  il  est  invariant. 

Dans  lesdeux  Chapitres  III  et  IV,  laméthode  cstappliquée  à  la  détermination 
des  différents  types  de  groupes  continus,  à  deux  variables,  considérés  comme 
.sous-groupes  du  groupe  général    à   deux  variables.   A   coté  de  chaque  groupe 
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obtenu  est  indique  le  plus  grand  groupe  dans  lequel  il  est  invariaiu.  Cela  seul 
est  nouveau  comme  résultat,  S.  Lie  ayant  déjà  déterminé  tous  les  groupes 
finis  et  infinis  à  deux  variables.  Le  but  des  Chapitres  III  et  IV  est  donc  plutôt 
d'illustrer  la  méthode  que  de  donner  des  résultats  nouveaux.  On  remarquera 
que  la  détermination  des  groupes  finis  et  celle  des  groupes  infinis  se  font  con- 
curreuitiient,  par  un  pi'océdé  uniforme.  On  pourra  remarquer  aussi  qu«^  In  déler- 
mination  des  sous-i;roupes  n'exige  plus  que  des  opérations  rationnel/es,  une 
fois  qu'on  a  déterminé  les  sous-groupes  que  j'appelle  de  degré  I;  quant 
à  ceux-là.  leui-  délerminalion  revient  essentiellement  à  celle  des  sous-groupes 
du  groupe  linéaire  homogène  à  deux  variables. 

La  délerminalion  des  groupes  finis  et  infinis  de  respacc  ne  présenterait  d'ail- 
leurs, en  ce  momenl,  d'autres  difficultés  que  celles  résultant  de  la  longueur 
même  de  leur  énuméralion.  En  se  bornant,  en  effet,  aux  groupes  injinis  tran- 
sitifs, il  existe  1.^7  types  de  groupes  de  degré  I  qui  se  déterminent  facilement, 
puisqu'on  connaît  tous  les  sous-groupes  du  groupe  linéaire  et  homogène  à  trois 
variables.  Chacun  de  ces  187  groupes  donne  naissance  à  d'autres  groupes  de 
degré  supérieur  à  I;  l'un  d'eux,' par  exemple,  donne  naissance  à  98  groupes  dif- 
férents. D'ailleurs  l'énumération  complète  ne  semble  pas  devoir  présenter  un 
grand  intérêt,  elle  ne  fournirait  aucun  groupe  simple  transitif  nouveau,  mais 
peut-être  y  aurait-il  lieu  d'étudier,  parmi  les  groupes  intransitifs,  ceux  que  j'ai 
appelés  iniproprenient  simples  et  qui  semblent  rendre  difficile  le  problème  si 
important  de  la  réduction  d"un  groupe  à  une  série  normale  de  sous-groupes. 

Moiitessus  (^11.    clé).  —  Sur  les  fraclions   conlinues   algébriques. 

(•95-'97)- 

Extrait  d'une  lettre  discutant  des  questions  de  priorité. 

Cahen  {E.).  — Sur  une  fonction  continue  sans  dérivée.  (199-^19). 

L'auteur  enseigne  à  construire  des  fonctions  continues  sans  dérivée  qui 
dépendent  de  deux  paramètres;  il  y  a  donc  une  double  infinité  de  fonctions  de 
ce  type,  mais  leur  étude  peut  être  ramenée  à  celle  d'une  simple  infinité  de 
fondions  ne  contenant  qu'un  paramètre. 

Pour  les  définir,  M.  Cahen  considère  un  nombre  a  réel,  positif,  inférieur  à  i, 
et  l'intercalant  entre  o  et  i  forme  deux  intervalles  dont  le  rapport  est  a:  {i  — a). 
Il  divise  de  même  chaque  intervalle  partiel  dans  le  même  rapport,  et  ainsi  de 
suite.  Les  intervalles  ainsi  formés  tendent  vers  zéro  et  permettent  d'approcher 
indéfiniment  de  tout  nombre  x  compris  entre  o  et  i. 

X  un  choix  déterminé  d'intervalles  successifs  correspond  un  nombre  x  déter- 
miné, et  réciproquement,  si  x  ne  coïncide  avec  aucun  des  termes  de  l'ensemble 
dénombrable  (E)  intercalés  entre  o  et  i.  Si  a  est  un  nombre  compris  entre  o 
et   I,  tout  nombre  x  compris  entre  d  el  i  peut  se  mettre  sous  la  forme 

X  =y    £„a/'..+  '(i  —  a)''", 


les  e„  étant  égaux  à  o  ou  à  i,  et  p„  et  «7,,  ayant  pour  valeurs  respectives 

/(-  1 
7,.  =  y  £„•        P„=  n  —  'Jn- 
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Cette    représentation    n'est    en    général     possible    que    d'une    seule    manière. 

Qu'on  se  donne  maintenant  deux  nombres  «  et  6  de  l'intervalle  (o,  i)  et  une 
valeur  x  entre  o  et  i  ;  à  cette  valeur  correspond,  relativement  au  nombre  a, 
une  succession  déterminée  d'intervalles  ci-dessus  définis;  à  cette  même  succes- 
sion d'intervalles  construits  avec  le  nombre  6,  correspond  une  valeur  y  — Xa(a^) 
qui  est  une  fonction  de  x,  croissante,  continue  et  dépourvue  de  dérivée,  sauf 
peut-être  pour  des  valeurs  exceptionnelles. 

Elle  possède  diverses  propriétés  remarquables  :  ainsi,  notamment,  il  existe 
une  relation  d'homographie  entre  la  portion  de  la  courbe  _>'  =  X  comprise  entre 
les  droites  a:  =  o,  j;  =:  i  et  la  portion  comprise  entre  les  droites  x  =  p,  x  =  rj, 
les  nombres  p  et  y  étant  ce  que  l'auteur  appelle  des  nombres  conjoints.  Ou 
peut  calculer  sa  fonction  primitive  et  définir  \â{x)  en  dehors  de  l'intervalle 
(o,  i)  pour  toutes  les  valeurs  d'un  ensemble  composé  des  éléments  de  (E)  mul- 
tipliés par  les  puissances  de  a. 

Laites  {S.)  —  Nouvelles   recherches  sur  les   courbes  iuvarlanle.s 
|)ar   une    Iransformaliou  (  X,  Y;  .r,  jj'-,  j'').    (221-204). 

Introduction.  —  J'ai  étudié  dans  un  travail  antérieur  {Annali  di  Mate- 
matica,  kjoG)  les  courbes  invariantes  par  une  transformation  (X,  V;  x,y,y')^ 
c'est-à-dire  par  une  transformation  de  la  forme 

\  \  =  f{x,y.r-). 
{  V  =  'i{x,r.  y'). 

en  me  bornant  aux  courbes  contenant  un  élément  double  (^,i,j^,i;  a:,,,^',,,!'!,  )  de 
la  transformation.  Si  y='^{x)  est  l'équation  d'une  pareille  courbe,  la  fonc- 
tion '!^{x)  vérifie  l'équation  fonctionnelle 

(2)  .;[/(a:,-;,^')]-?(.r,  ■;,.;'). 

On  peut  se  proposer,  plus  généralement,  de  chercher  une  cutirbc  invariante  par 
la  transformation  (i)  et  ne  contenant  pas  d'élément  double. 

Sans  aborder  le  problème  dans  toute  sa  généralité,  je  me  propose  d'étudier 
un  cas  qui  nous  est  suggéré  par  le  problème  analogue  relatif  aux  transforma- 
tions ponctuelles;  c'est  le  cas  dune  courbe  invariante  composée  de  plusieurs 
branches 

y  =  '^o{-^)^      y^'^ii-^)^       ■■■■:      r  =  '^,{^),       ■•■,      r  = '^;,(-2^), 

définies  respectivement  dans  p  intervalles  distincts  x^ — /«,  x^-i- /i  et  se  per- 
mutant circulairement,  par  la  transformation  (i).  On  est  conduit,  pour  établir 
l'existence  d'un  pareil  cycle  de  fonctions,  à  chercher  une  courbe  invariante  pour 
une  certaine  puissance  de  la  transformation  (i). 

La  définition  précise  des  puissances  de  la  transformation  (r),  de  leurs  élé- 
ments doubles  et  des  courbes  invariantes  par  ces  puissances  exigeait  l'étude 
préalable  des  transformations  de  la  forme 

\  \=f{x,y,y',y\  ...,yW), 
l  Y  =  o{x,y,  y',y",  ...,r'/')). 

Ces  transformations  font  correspondre  un  point  \,  Y  à  un  élément 

(x.y.y',  ...,y''i'  ) 
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d'ordre  p.  La  piciniére  Partie  de  ce  travail  leur  est  consacrée  :  je  généralise 
pour  ces  transformations  (3)  le  ihéorèrne  relatif  à  l'existence  des  courbes  inva- 
riantes contenant  un  élément  double  que  j'ai  établi  pi'écédemment  [)Our  les 
Iransforniati.ons  (i). 

Dans  la  deuxième  Partie,  je  m'occupe  des  courbes  invariantes  par  une  cer- 
taine puissance  de  la  transformation  (i).  En  appliquant  à  ces  courbes  le  théo- 
rème d'existence  démontré  dans  la  première  Partie,  on  trouve  de  nouvelles 
solutions  de  l'équation  fonctionnelle  (2);  chacune  dt-  ces  solutions  est  fermée 
de  l'ensemble  de  y> -i- i  fonctions 

y^-l^{x),        v  =  'l,{x),         ....        ,>'  =  '^.(J?),         ...,        r  =  'y,,(-2-), 

définies  dans  des  intervalles  distincts  x^ — /(,  x^-hh.  Si  l'on  d(-si^iic  par  M"(a7) 
une  fonction  égale  à  '^o(-^)  dans  l'intervalle  x^, —  h.  jr„  ;- /;,  à  'Y.^(.r)  dans  l'in- 
tervalle x^ — h,  Xi-\- h,  à  ài{x)  dans  l'intervalle  x, —  /(.  x^-h /i,  la  fonction 
W{x)  ainsi  définie  constitue  une  solution  de  l'équation  fonctionnelle.  On  peut 
définir  une  solution  de  cette  nature  quel  que  soit  l'entier  p,  et  le  nombre  de 
paramétres  arbitraires  dont  dépend  la  solution  va  en  croissant  en  même  temps 
que  l'entier  yj.  Ceci  s'applique  en  particulier  aux  équations  fonctionnelles 

■V{a;)  =  -l[f{x)].        ■y{x)  =  'l\ù{x)], 
qui  sont  de  la  forme  (  j)  et  qui  mont  servi  d'exemples. 

Delassus  [Etienne) .  —  Stn-  les  invaiiauls  de.s  syslèmes  différen- 
liels.  (255-3i8). 

Introduction.  —  Dans  des  .Mémoires  antérieurs  publié»  en  189G  et  1897  J^ 
me  suis  occupé  des  systèmes  diiïérentiels  quelconques,  et  le  Mémoire  actuel  est 
le  développement  de  résultats  que  j'ai  obtenus  récemment  en  reprenant  l'étude 
de  ces  questions. 

On  reconnaît  immédiatement  qu'un  même  sj'Stème  différentiel  peut  être  mis 
de  diverses  façons  sous  forme  canonique  et  que  ces  diverses  formes  conduisent 
à  des  façons  bien  différentes  de  déterminer  l'intégrale  au  mojen  de  fonctions  et 
constantes  initiales.  Par  exemple,  le  système  canonique 

du  f)v        Ou  t       ,■  I  \ 

—  =0.  —  ^=  —  (  u.  r,  fonctions  de  x.  y,  z) 

Ox  <)x       ar         ^         '  .  .  î     ' 

définit,  par  application  du  théorème  de  Cauchy  généralisé,  une  intégrale  au 
moyen  de  deux  fonctions  initiales  dépendant  toutes  deux  de  jk  et  de  z.  Mais  ce 
système  peut  être  mis  sous  la  forme  canonique 

(}■  u  <)-u  (Pu  0- u  ô'v 

=  0 


dx-  fJx  ày  ox  Oz         '  ûy-        dx  dy 

à-  u    _     à-v  d''  V  _  du  _  Ou        dv 

dy  Oz        Ox  dz  dx'         '  dx  ^    ""  dy  ~  dx 

et,  sous  cette  nouvelle  forme,  le  même  théorème  de  Cauchy  généralisé  déter- 
mine une  intégrale  par  trois  fonctions  initiales,  deux  dépendant  de  ^■  et  z  et  une 
dépendant  de  z. 
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Existe-t-il  des  relations  entre  ces  divers  systèmes  de  fonctions  et  constantes 
initiales,  fournis  par  l'application  du  théorème  de  Cauchy  généralisé  aux 
diverses  formes  canoniques  d'un  même  système  différentiel? 

Si  Ton  se  place  au  point  de  vue  analytique  pur,  on  sait  que  les  fondions 
arbitraires  entrant  dans  l'intégrale  générale  n'ont,  à  la  rigueur,  aucune  impor- 
tance, ne  constituant  que  des  moyens  plus  ou  moins  commodes  de  grouper  les 
constantes  arbitraires  en  nombre  infini  qui  figurent  dans  l'intégrale  générale. 
Mais,  si  Ton  s'assujettit  à  n'introduire  que  des  fonctions  arbitraires  acceptables 
sous  la  seule  condition  d"rtre  analytiques,  on  obtient  déjà  des  groupements 
présentant  incontestablement  un  certain  intérêt,  et  si,  en  outre,  comme  cela 
se  présente  pour  les  systèmes  initiaux  de  Cauchy  fournis  par  le  théorème  de 
Cauch}'  généralisé,  ces  fonctions  initiales  se  suivent  suivant  une  loi  régulière  et 
ont  une  signification  géométrique  évidente,  ces  groupements  s'imposent  et  leur 
élude  est  nécessaire. 

La  réponse  à  la  question  que  nous  venons  de  poser  nous  est  fournie  par  des 
invariants,  c'est-à-dire  par  certaines  quantités  formées  avec  les  nombres  fon- 
damentaux des  formes  canoniques  et  qui  restent  invariables  quand  on  passe 
à  une  autre  forme  canonique.  J'ai  exposé  deux  méthodes  pourles  obtenir;  la  pre- 
mière est  plus  simple  et  les  donne  simultanément,  mais  j'ai  néanmoins  tenu 
à  exposer  la  seconde,  qui  les  donne  de  proche  en  proche,  car  c'est  elle  qui  m'a 
conduit  à  cette  notion  d'invariants  et  qui  m'a  permis  de  trouver  leur  loi  défor- 
mation au  moyen  de  fonctions  qui  se  présentent  dans  l'analyse  combinatoire 
élémentaire. 

Ces  invariants  ne  font  pas  que  donner  la  réponse  à  la  question  posée.  Ils  ont 
une  portée  bien  plus  considérable,  comme  on  le  verra  déjà  dans  ce  Mémoire,  et 
ils  semblent  devoir  jouer  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  systèmes  diffé- 
rentiels, principalement  à  propos  de  leurs  transformations. 

Boutioux  (Pierre).   —    Sur    l'indéterniinalion    d'une    fonction 
uniforme  au  voisinage  d'une  singularité  transcendante.  (Sig-S-o). 

C'est  l'étude  systématique  des  fonctions  inverses  d'une  fonction  entière,  que 
l'auteur  aborde  après  MM.  Hurwitz,  Denjoy  et  Rémoundos,  en  la  rattachant  aux 
recherches  que  la  théorie  des  équations  différentielles  l'a  conduit  à  faire  sur  les 
points  singuliers  transcendants  des  fonctions  multiformes.  Voici  les  titres  des 
divisions  du  Mémoiie  : 

I.  Le  théorème  de  M.  Schottky. 
IL  Les  fonctions  inverses  des  fonctions  entières. 
m.  Points  critiques  transcendants  de  la  fonction. 
IV.  Premier  cas  :  point  directement  critique. 
V.  Deuxième  cas  :  point  directement  et  indirectement  critique  de  première 

espèce. 
VI.  Troisième  et  quatrième  cas  :  point  indirectement  critique  et  cas  limite. 
VIL  Exemples. 
VIII.  Classification  des  langues. 
I\.  Frontières  d'une  langue. 
X.  Langues  contiguës. 
XI.  Langues  infinies  contiguës. 
XII.  Propriétés  des  langues. 
XIII.  Propriétés  des  languettes. 
\l\  .  Applications. 
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NieLsen  [Niels).  —  Reclierclies  sur  les  fonctions  inélasphériqnes 
et    sur    leurs    formules    d'addllion.  (371-398). 

L"objeL  (le  ce  .Mémoire  est  moins  d'ajouter  aux  résultats  connus  et  aux  tra- 
vaux antérieurs  de  M.  Nielsen  lui-même,  que  de  montrer  l'avantage  qu'il  y  a 
à  adopter  les  définitions  proposées  par  l'auteur,  et  d'étudier  particulièrement 
les  formules  d'addition. 

Après  avoir  rappelé  sommairement  les  nombreuses  recherches  auxquelles  ont 
donné  lieu  les  polynômes  de  Lcgendrc,  l'auteur  définit  la  fonction  niétasplié- 
rique  \s.'''^{x)  de  l'argument  x,  du  paramétre  v  et  de  Tiiidice  o  par  les  deux 
équations  fonctionnelles 

(  I  —  .2:=  )  D  ^  K'.?  (  .r  )  =  (  ,0  -1-  y  V  )  .r  K',î  (  x  )  —  (  p  -f- 1  )  K'.î+'  (  x  ), 
2  (  p  -(-  V  )  x-  K''.?  {x)  =  (  p  H-  I  )  K''?+'  (  j;  )  -H  (  p  -^  2  V  —  I  )  K'.î-'  (x); 

\ts  fonctions  ultrasphériqiies  sont  celles  pour  lesquelles  p  est  un  entier  non 
négatif,  v  restant  quelconque. 

Les  l'onclions  métasphériques  s'expriment  au  moyen  de  la  série  hypergéomé- 
Iriquc,  ce  qui  permettrait  leur  étuiie.  .Mais  le  procédé  serait  trop  compliqué; 
aussi  l'auteur  préfère-t-il  établir  directement  leurs  propriétés  fondamentales; 
leur  prolongement  analytique  résulte  d'une  proposition  due  à  .M.  de  .Sonin. 

Au.\  fonctions  ultraspliériques  qui  se  réduisent  aux  fonctions  sphériques  ordi- 
naires quand  2v  =  1,  l'auteur  étend  un  théorème  de  C.  Neumann  sur  les  fonc- 
tions sphériques,  en  montrant  qu'une  série  entière /(a;),  dont  le  rayon  de  con- 
vergence est  supérieur  à  l'unité,  peut  se  développer  suivant  des  fonctions 
métasphériques,  les  coefficients  du  développement  étant  des  séries  de  fonctions 
ultraspliériques  convergentes  à  l'intérieur  de  la  plus  petite  ellipse  qui  a  ses 
foyers  aux  points  d'affixe  rn  i  et  qui  passe  par  un  point  singulier  de  la  fonc- 
tion f(,x). 

M.  Nielsen  compare  ensuite  les  fonctions  métasphériques  aux  fonctions  annu- 
laires de  Gegenbauer  et  retrouve  des  intégrales  obtenues  par  Laplace  et 
Jacobi. 

Dans  la   seconde  partie    du    .Mémoire,   consacrée   aux   formules  d'addition,   il 

1 

établit  la  formule  connue  (Heine)  qui  donne  P        -       (otjÎH- j;y'a- — i  ^'p'' — 1), 

puis  il  l'ii  f.iit  connaître  une  nouvelle  qui  exprime  P'>"  [  a-'—-  (i  —  (X-)x]. 

Landau  [E.).  —  Nouvelle  déuionstralion  pour  la  formule  de 
Rieinanu  sur  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs 
à  une  limite  donnée,  et  démonstration  d'une  formule  plus  géné- 
rale pour  le  cas  des  nombres  premiers  d'une  progression 
arithmétique.  (399-442). 

On  sait  que  Riemann,  dans  un  .Mémoire  célèbre  publié  en  iS.ôg,  a  indiqué, 
sans  prétendre  l'établir  rigoureusement,  l'expression  d'une  fonction  f(x)  qui  ne 
diffère  du  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  que  d'une  quantité  de 
l'ordre  de  grandeur  de  ^x  :\o'^x.  Des  quatre  théorèmes  sur  lesquels  repose 
l'importante  conclusion  de  Riemann,  deux  furent  démontrés  en  iSrjj  par  M.  Ha- 
damard;  les  deux  derniers  furent  mis  hors  de  doute  en  189.5  par  .M.  von  .Man- 
goldt,  grâce  à  une  analyse  longue  et  ingénieuse. 
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Kii  revcDant  à  la  voie  de  Rieinann,  dont  MM.  Hadamard  cl  von  Mangoldt 
avaient  dû  s'écarler,  M.  Landau  esl  parvenu  à  constituer  une  démonstration 
complète  de  la  formule  de  Riemann,  qui  est  relativement  courte  et  forme  la 
première  partie  de  son  .Mémoire. 

La  même  marche  permettrait  d'ailleurs  de  prendre  comme  point  de  départ 
l'intégrale  que  AL  von  Mans;oldt  a  considérée  et  d'abréger  considérablement  les 
diverses  parties  de  la  démonstration.  C'est  cette  façon  de  procéder  que  l'auteur 
adopte,  dans  la  seconde  partie  de  son  travail,  où  il  établit  une  formule  entrevue 
dés  [8S'(  par  .M.  Pillz,  imparfaitement  démontrée  par  M.Torelli  en  1901,  et  qui 
généralise  celle  de  Riemann  en  sujiposant  que  les  nombres  premiers  dont  on 
cherche  le  nombre  approché  font  partie  d'une  progression  arithmétique  ky  +  / 
(A"  et  /  premiers  entre  eux). 

Borel  (yÈtnile).  —    Les  pai-adoxcs   de   la   tliéorle  des  ensembles. 

(443-448). 

Les  contradictions  qu'on  a  cru  trouver  dans  la  théorie  des  ensemltles  pro- 
viennent de  ce  qu'on  a  admis  comme  évident  que  tout  ensemble  dénombrable 
est  ejfectivement  énumérable;  l'auteur  montre  que  cette  proposition  est 
inexacte. 

Severi  i^Francesco).    —    La   base    ininima    pour    la    totalité    des 
courbes    tracées    sur    une    surface    algébrique.  (449"468). 

L'auteur  dit  que  deux  courbes  algébriques  A,  B,  tracées  sur  une  surface  algé- 
brique F,  sont  algébriquement  équWalentes  et  il  écrit  A  =  B,  lorsqu'elles  sont 
lenfermées  totalement  dans  un  même  sjstème,  dont  les  éléments  (courbes) 
forment  une  variété  algébrique  irréductible. 

Si  h  courbes  Cj,  C,  ...,  C,,  tracées  sur  F  sont  telles  qu'on  ait  entre  elles  la 
relation 

(,)  )>,€,-  >.,C,-f-. .  .-^  -^v.C,^  y.,^,C,^,^. . .+  !i,C,„ 

les  A  et  ui  étant  des  entiers  positifs,  les  h  courbes  sont  dites  algébriquement 
dépendantes.  Il  résulte  des  travaux  antérieurs  de  M.  Severi  qu'il  existe  sur  la 
surface  F  un  nombre  fini  p  de  courbes  Cj,  C2,  ...,  C,  algébriquement  indépen- 
dantes et  telles  que  toute  autre  courbe  tracée  sur  V  dépende  algébriquement 
de  ces  courbes;  en  d'autres  termes,  toute  courbe  C  est  donnée  par  la  relation 

(3)  )vCEE^)..C,-h...=    AjC,, 

où  les  \  sont  des  entiers  convenables.  Le  groupe  des  courbes  C,,  C^,  ...,  C  est 
appelé  base  des  courbes  tracées  sur  F  et  p  est  dit  le  nombre  base.  C'est  le 
nombre  p,  envisagé  par  .NL  Picard  au  point  de  vue  fonctionnel,  qui  acquiert 
ainsi  une  signification  géométrique  remarquable. 

.Mais  la  relation  (2)  suggère  une  question  importante.  Les  p  courbes  de  la 
base  peuvent  être  choisies  d'une  infinité  de  manières,  pourvu  qu'elles  satisfassent 
à  une  certaine  condition  arithmétique  donnée  par  l'auteur.  Dès  lors  il  y  a  lieu 
de  chercher  si  l'on  peut  choisir  les  p  courbes  de  base  de  telle  façon  que,  pour 
toute  courbe  C  de  la  surface,  le  coefficient  X  se  réduise  à  l'unité;  une  telle  base 
sera  alors  dite  base  minima. 
Bull,  des  Sciences  niathém.,  2'  série,  t.  XXXIIL  (Novembre  1909.)     Ru 
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L'objet  du  présent  Mémoire  est  de  démontrer  que  sur  toute  surface  algé- 
brique il  est  toujours  possible  de  construire  une  base  niinima;  mais  il  faut, 
en  général,  augmenter  le  nombre  des  courbes  qui  composent  la  base. 

Si  l'on  ne  veut  pas  augmenter  le  nombre  de  ces  courbes,  on  peut  arriver 
à  construire  une  base  intermédiaire,  c'est-à-dire  un  groupe  de  p  courbes  C,, 
Cj,  ...,  Cf  telles  que  pour  toute  courbe  C  l'entier  >>  de  la  relation  (2)  soit  un 
diviseur  des  entiers  X,,  a,,  ...,  a,,-  On  voit  que  cette  base  particulière  se  réduit 
à  une  base  minima  lorsque  la  relation 

AG  =  À{£,C,-4-£,C,-)-...-^ajC^) 
entraîne 

C==e,C,      -h  EjCs-!-...-!- EjCf, 

c'est-à-dire  lorsque  Vopération  de  division^  appliquée  aux  courbes  d'un  système 
algébrique,  est  univoque.  C'est  ce  qui  arrive  pour  des  surfaces  particulières 
dont  l'auteur  donne  des  exemples. 

Il  démontre,  en  général,  que  le  nombre  des  systèmes  distincts  quon  obtient 
en  dii'isant  par  un  nombre  entier  a  un  système  algébrique  donné  admet  un 
maximum  /ini  a  indépendant  de  X  et  du  système  envisagé.  De  là  résulte  que 
la  base  minima  est  formée  par  un  groupe  de  ,0  -t-  3  —  i  courbes. 

StekloJJ  [W .). —  Problème  du  nioiivenient  d'une  masse  fluide 
incom|)ressible  de  forme  ellipsoïdale  doul  les  parlies  s'allirent 
suivant   la  loi    de    Newlon.  (469-028). 

Extrait  de  l'Introduction.  —  Dans  le  premier  Chapitre,  j'indique  une  mé- 
thode générale  pour  déduire  les  équations  du  mouvement  d'une  masse  fluide 
incompressible  contenue  dans  une  membrane  ellipsoïdale. 

En  y  ajoutant  la  condition  que  la  pression  reste  constante  en  tous  les  points 
de  cette  membrane,  on  obtient  les  équations  du  mouvement  d'un  ellipsoïde  fluide 
libre  sous  une  forme  très  commode  pour  l'étude  de  diverses  questions  qui  se 
rattachent  au  problème  de  Dirichlet  et  de  Riemaun. 

En  supposant,  d'un  autre  côté,  que  la  membrane  se  réduit  à  une  cavité  appar- 
tenant â  un  corps  solide,  on  en  déduii  les  équations  du  mouvement  d'un  corps 
solide  ayant  la  cavité  de  forme  ellipsoïdale  remplie  par  le  liquide  incompressible, 
ce  qui  nous  coudait  à  un  problème  d'hydrodynamique  dont  le  cas  parliculier 
(pour  l'ellipsoïde  de  révolution)  a  été  étudié  par  M.  Joukowsky  en  1878. 

Moyennant  les  équations  obtenues  dans  le  premier  Chapitre,  je  donne  ensuite, 
dans  le  Chapitre  II,  la  solution  complète  du  problème  suivant  : 

Trouver  tous  les  cas  possibles  du  mouvement  d'un  ellipsoïde  fluide  lors- 
qu'il conserve  pendant  le  mouvement  Informe  d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

L'analyse  détaillée  de  ce  problème  m'a  conduit  aux  cas  nouveaux  du  mouve- 
ment non  stationnaire,  où  la  surface  libre  de  l'ellipsoïde  ne  change  pas  sa  furme 
pendatit  le  mouvement. 

Ce  résultat  ne  s'accorde  pas  avec  l'assertion  de  Ricmann  :  mit  der  Beslàn- 
digkeit  der  Gestalt  noUvendig  eine  BestàndigLeit  der  Bewegungszustandes 
verbunden  ist  {Werke,   p.  187),  énoncée  sans  aucune  restriction. 

Ce  désaccord  et  le  manque  d'analyse  détaillée  de  ce  problème  chez  Riemann 
m'ont  poussé  à  le  reprendre. 
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Korii  (^Irihur).  —  Sur  ré(|iiilibre  des  plaques  élastiques  encas- 
trées. (52g-583). 

Dans  ce  .Mémoire,  couronné  par  rAcadéniie  des  Sciences  (prix  Vaillant,  1907) 
le  problème  de  l'équilibre  des  plaques  élastiques  encastrées  est  résolu  d'une  ma- 
nière générale  pour  un  contour  (|uelconque,  sous  la  seule  condition  que  ce  con- 
tour possède  en  chacun  de  ses  points  une  tani^ente  unique  et  un  rayon  de 
courbure  bien  déterminé  et  différent  de  zéro. 

Il  y  est  fait  usage  de  la  méthode  des  approximations  successives,  d'abord 
appliquée  à  la  résolution  de  ce  problème  préliminaire  : 

TioWi-er  deux  fonctions  U  et  V,  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  pre- 
mières à  l'intérieur  du  contour  z  et  satisfaisant,  à  l'intérieur  du  contour, 
aux  conditions 

AV  = —  —  —    /    fU)s-diii, 
^  -  ((>-  Ji         *  '' 

sur  le  contour  7  aux  conditions 

2~  f>»'.',   \ox       Oy  )     "  /• 

V  =  —  —    / iog  -  do), 

iiz  Ox  J  ■   \  i)x        ôy  j         r 

l'expression  \x —  U,  étant  harmonique  à  l'intérieur  de  a. 

La  fonction  /(a:,  j)')  est  supposée  finie,  intégrable  et  telle  qu'on  ait 


ff\o'i'-d^=-o_r.f. 


Cette  condition  sera  remplie,  par  exemple,  si  /  est  continue,  ou  continue  par 
intervalles,  de  manière  que  le  module  de  la  différence  de  ses  valeurs  en  deux 
points  quelconques  du  domaine  f)U  de  ses  intervalles,  dont  la  distance  est  l,  soit 
inférieur  à  0'{\>o)  multiplié  par  une  constante  finie. 
Les  fonctions  U  et  V  étant  obtenues,  les  expressions 


2-  Or  .1  ■  \()x       <jy        ^  r       ' 


(^y  J 
..      I    d    r(â\     d\]\.    I  . 

\ / —     Iog  -  aoi 

2-  fjxj,  \0x        ây  1      «/• 

sont   respectivement   les  dérivées,  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y,  d'une 
fonction 


i_  r i'^  -  (^y\ 


()x        Oy  j 
satisfaisant  à  l'intérieur  du  contour  5  à  l'équation 

f>''9  d'-o  <)''-i 

ôx^       "  ()x-  Oy-        Oy'' 


f 
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el  sur  le  cont(jur  lui-mùme  aux  conditions 

&> 

Les  Chapitres  I  et  II  contiennent  la  solution  générale  du  piubléme,  et  il  est 
déinontré  que  cette  solution  est  unique;  l'auteur  ajoute  quelques  remarques 
concernant  le  cas  oii  la  courl)ure  du  contour  n'est  pas  C(jnlinue,  comme  par 
exemple  dans  la  pla(|ue  rectangulaire. 

Au  Chapitre  III,  il  traite  d'un  prohième  hydrodynamique  tout  à  fait  analogue 
au  problème  proposé,  savoir  le  problème  d'équilibre  d'un  liquide  doué  de  frot- 
tement au  cas  de  deux  dimensions. 

Le  Mémoire  se  termine  par  un  aperçu  sur  les  mêmes  problèmes  pour  l'espace 
à  trois  dimensions. 

Picard  {Emile).  —  Sur  [a  dislribiilion  de  l'éleclricilé  avec 
la  loi  de  Neiimann  el  sur  le  pouvoir  refroidissant  d'un 
coiiraiiL  iluide.  (SSS-ogi). 

Nombre  de  questions  de  Physique  mathématique  se  résolvent  au  moyen  de 
l'équation  fonctionnelle  de  Fredholm.  Quand  on  a  pu  ramener  le  problème 
à  une  telle  équation,  il  reste  en  général  à  examiner  si  l'on  se  trouve  ou  non 
dans  un  cas  singulier.  Il  peut  arriver  cependant  que  des  circonstances  plus 
complexes  se  présentent.  Ainsi,  dans  le  premier  exetnple  que  traite  M.  Picard, 
le  problème  comporte  non  seulement  une  fonction  inconnue,  mais  aussi  une 
constante  inconnue;  dans  le  second,  une  discussion  est  nécessaire  pour  étudier 
la  nature  de  la  fonction  cherchée  en  un  point  singulier. 

I.  Le  problème  général  de  la  distribution  électrique  correspondant  au  poleo- 
tiel  de  C.  Neumann, 

^  (A>0) 

peut  se  ramener,  comme  le  montre  l'auleur,  à  une  éi|uation  «le  P'redholm, 

p<+  ,-^//^  ('-r)  cos;p,rf.  =  u„ 

où  la  fonction  inconnue  est  la  densité  superficielle  o,;  le  second  membre  est  le 
produit  d'une  fonction  connue  du  point  s  sur  la  surface  par  la  densité  inté- 
rieure p2,  qui  est  une  constante  inconnue.  On  reconnaît  aisé(nent  qu'on  n'est 
pas  dans  un  cas  singulier,  ce  qui  prouve  que  les  problèmes  relatifs  au  potentiel 
de  Neumann  sont  plus  faciles  que  les  problèmes  correspondants  pour  le  potentiel 
newtonien  (A  =  o).  La  constante  o^  est  déterminée  par  l'équation 


'■(//- 


f/j  -l-  W  )  =  Q, 


où  W  est  le  volume  du  conducteur,  Q  la  charge  et  A,  une  fonction  connue  du 
point  s  de  la  surface.  Mais  il  reste  à  établir,  et  c'est  ce  que  fait  M.  Picard,  que 
le  coefficient  de  Oj  ne  peut  pas  être  nul. 
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II.   Une  question  rencontrée  par  M.  Boussinesq  dans  l'étude  du  pouvoir  refroi- 
dissant d'un   courant   fluide   sur   un   solide   revient    à  trouver  une   intégrale  de 

l'équation 

d-v         dM'  _ 

prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour  fermé  r  et  telle  que  le  produit  t'e^ 
soit  nul  à  l'infini.  M.  Picard  introduit  une  intégrale  particulière  u  de  celte 
équation,  représentée  par  la  formule 


/ — '    e-' dz 

..''_-„      \iz- — I 


qui  -correspond  à  l'équilibre  calorifique  d'une  plaque  isotrope  indéfinie  rayon- 
nant au  dehors,  avec  une  seule  source  et  nulle  à  l'infini.  Il  exprime  ensuite 
l'intégrale  cherchée  v  comme  une  sorte  de  potentiel  de  double  couche 


/    ?  -;-  cos  (  /•,  n  )  du, 


1 

r  désignant  la  distance  de  l'élément  d<s  de  r  au  point  {x,y)  et  {r,n)  l'angle 
formé  par  cette  direction  /•  avec  la  normale  intérieure.  Il  arrive  ainsi  à  l'équa- 
tion fonclionnclle 


r     du 


cos(  /•,  n  )  du  =  fonction  donnée. 


C'est  une  équation  de  Fredholin  ;  on  n'est  pas  dans  un  cas  singulier.  Des  pro- 
priétés de  la  fonction  auxiliaire  u  et  de  la  façon  dont  t'  en  dépend  il  résulte  que 
la  condition  relative  au  produit  ve^  est  vérifiée.  L.  R. 


JOURNAL    DE    L'ECOLE    POLYTECHNIQUE,    plhué    par    \.e   conseil 

d'instruction  de  cet  établissement. 

II'  Série,  Cahier  XI;  ii)o6  (^). 

Bricard (^Baoul). —  Mémoire  sur  les  déplacements  à  trajectoires 
sphériques.  (i-gS). 

Ce  Mémoire,  qui  a  partagé  le  prix  Aaillant  décerné  par  l'Académie  des 
Sciences  en  igo4,  a  pour  objet  la  lecherche  et  l'étude  des  déplacements  d'une 
figure  de  grandeur  invariable  dans  lesquels  tous  les  points  de  la  figure 
décrivent  des  lignes  sp/iérigues,  déplacements  auxquels  l'auteur  donne,  pour 
abréger,  le  nom  de  D.  S. 

Quand  une  figure  invariable  (1*"')  est  animée  d'un  D.  S.,  tous  ses  points 
restent,   par   définition,  sur  des   sphères   dont   les  centres    forment  une    figure 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XXXL,  p.   i.');. 
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-fixe  (F).  On  peut  relier  par  des  liges  rigides  les  points  correspondants  de  (F) 
et  de  (F')  :  ces  deux  figures  seront  dites  liées. 

La  détermination  générale  de  tous  les  D.  S.  est  un  problème  très  compliqué, 
car  les  figures  (F)  et  (F)  peuvent  ètie  des  espaces,  des  surfaces,  des  courlies 
ou  des  points.  On  en  connaît  diverses  solutions  partielles  dues  à  MM.  Darboux, 
Rlannheim,  Duporcq   et  Bricard,  qui  sont  rappelées  dans  le  premier  Chapitre. 

Le  Chapitre  II  contient  l'équation  fondamentale  des  D.  S.  et  traite,  ce  qui 
importe  pour  la  suile,  des  liaisons  de  points  rejetés  à  l'infini. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  aux  D.  S.  de  droites.  M.  Darboux  a  fait  voir  que, 
si  trois  points  d'une  droite  D'  sont  liés  à  trois  points  d'une  droite  D,  tout 
point  de  la  droite  D'  est  lié  aussi  à  un  point  de  la  droite  D. 

Ce  théorème  a  été  généralisé  par  M.  Manniieim  de  la  façon  suivante  : 
Si  quatre  points  d'une  droite  D'  sont  liés  à  quatre  points  situés  dans  un 
même  plan  (P),  tout  point  de  D'  est  lié  à  un  point  d'une  certaine  conique 
qui  contient  les  quatre  points  donnés  dans  le  plan  P. 

Ces  énoncés  font  connaître  deux  D.  S.  dans  lesquels  la  figure  (F')  est  une 
droite.  Pour  le  premier  (à  deux  paran)ètres)  la  figure  (F)  est  une  droite; 
dans  le  second,  c'est  une  conique.  Duporcq  avait  recherché  les  conditions  les 
plus  générales  de  D.  S.  d'une  droite  et  reconnu  que  le  problème  admet  une 
troisième  solution  où  D'  est  liée  à  une  cubique  gauche. 

.M.  Bricard  ne  revient  pas  sur  les  deux  premières  solutions,  qui  rentrent 
dans  une  solution  plus  générale  donnée  au  Chapitre  IV,  et  se  contente  de  re- 
prendre le  cas  de  la  cubique  gauche  par  une  méthode  un  peu  plus  directe 
que  celle  de  Duporcq. 

Dans  le  Chapitre  IV,  il  étudie  une  classe  particulière  de  D.  S.,  qu'il  appelle 
les  D.  S.  inconditionnels;  ce  sont  des  D.  S.  où  les  figures  peuvent  être  liées 
à  partir  d'une  position  relative  quelconque.  Ils  conduisent  à  un  théorème  que 
M.  Bricard  avait  donné  sans  démonstration  en  1896,  et  qui  s'énonce  ainsi  : 
Soient  dans  l'espace  C  et  C  deux  coniques  quelconques,  m\,  m'^,  m'^,  m.\,  m'^ 
cinq  points  de  C ,  et  /?«,,  ni^,  m„  m,,  m^  les  cinq  points  de  C  qui  leur  sont 
Iiomologues  dans  une  correspondance  homograpliique  quelconque  T  établie 
entre  C  et  C.  Si  on  lie  les  points  m\,  m\,  m'^,  m\,  m[  respectii'ement  aux 
points  m^,  m,,  m,,  m^,  m,,  tout  point  m'  de  C  est  lié  au  point  ni  de  C  qui 
lui  correspond  dans  la  transformation  T. 

Dans  cette  même  étude,  l'auteur  retrouve  un  élégant  théorème  de  Duporcq 
qui  fait  connaître  un  D.  S.  où  les  figures  liées  (E)  et  (F)  se  réduisent  à  un 
nombre  fini  de  points  :  Si  cinq  points  d'un  plan  (  P)  sont  liés  respectivement 
à  cinq  points  d'un  plan  (P),  il  existe  un  sixième  point  du  plan  (  P' )  qui 
est  aussi  lié  à  un  point  du  plan  (  P  ). 

Le  Chapitre  V  est  consacré  à  un  D.  S.  à  cubiques  planes  liées,  que  lauleur 
avait  fait  connaître  sans  démonstration  en  1901  :  Soient  T  une  cubique  plane 
quelconque  fixe,  m  et  m,  deux  points  de  cette  courbe  tels  que  les  tangentes 
en  m  et  en  m,  vont  concourir  sur  la  courbe  {couple  steinérien).  Construi- 
sons la  cubique  T',  symétrique  de  T  par  rapport  à  une  droite  quelconque 
de  l'espace,  et  soit  m'  le  point  de  T'  qui  est  symétrique  du  point  m^.  On  peut 
déplacer  r'  en  liant  tous  les  couples  de  points  analogues  à  {m,  m'). 

Le  Chapitre  VI  contient  la  détermination  du  D.  S.  le  plus  général  à  espaces 
liés.  -M.  Bricard  avait  fait  connaître,  en  1896.  un  D.  S.  dans  lequel  les  figures  (F) 
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et  (F)  sont  toutes  les  deux  à  trois  dimension*,  et  qui  est  ainsi  défini:  La 
figure  (  I"  )  se  meut  de  telle  manière  qu'une  de  ses  droites  glisse  sur  une 
droite  fixe  :  en  outre,  un  point  de  {V  )  est  lié  à  un  point  fixe  quelconque  : 
dans  ce  mouvement,  tout  point  de  l'espace  entraîné  avec  (F)  est  lié  à  un 
point  fixe  et  décrit  une  biquadratique  sphérique  tracée  sur  un  cylindre  de 
révolution.  L'auteur  n'avait  pas  recherché  si  ce  déplacement  était  le  plus 
général  de  son  espèce.  Duporcq  avait  plus  tard  affirmé  que  ce  D.  S.  est  le  plus 
général  de  ceux  où  les  figures  liées  ont  trois  dimensions,  si  Von  suppose  que 
les  droites  de  (F)  sont  liées  à  des  cubiques  gauches.  M.  Bricard  démontre 
qu'il  en  est  bien  ainsi  et  s'alïranchit  même  de  la  dernière  restriction,  qui  est 
sans  objet  si  on  laisse  de  coté  le  D.  S.  à  deux  paramètres  que  l'on  obtient  en 
donnant  à  (F)  une  translation   telle  qu'un  de  ses  points  reste  sur  une  sphère. 

Les  Chapitres  VII  et  VIII  sont  consacrés  à  des  recherches  plus  générales  qui 
permettent  entre  autres  résultats  de  retrouver  les  D.  S.  étudiés  au  Chapitre  V, 
ainsi  que  ceux  (étudiés  par  l'auteur  en  1897)  °"  '^*  figures  liées  (F)  et  (F') 
se  réduisent  à  deux  plans,  et  qui  mènent  à  la  connaissance  de  quelques  mou- 
vements nouveaux,  parmi  lesquels  un  intéressant  D.  S.  à  hyperboioïdes  liés 
dont  il  est  fait  une  étude  approfondie. 

Lecor/iii  (L.).  —  Sur  les    liiibines  à   axes   flexibles.  (93-107). 

Aiitonne  {Léon).  —  Sur  les  coordonnées  pluckériennes  de  droite, 
dans  l'espace  à  ;i  —  i  dimensions.  (109-202). 

Extrait  de  l'Introduction.  —  On  sait  le  rùle  important  que  jouent  en  Géo- 
métrie soit  la  notion  de  l'espace  réglé,  c'est-à-dire  considéré  comme  lieu  de 
droites,  soit  les  coordonnées  pluckériennes  d'une  droite. 

Les  six  variables  homogènes />,■  sont  liées  par  la  relation  fondamentale 

Il  m'a  paru  intéressant  d'étendre  ces  notions  à  un  espace  o  à  un  nombre 
quelconque  n  —  i  de  dimensions  où  les  points  sont  définis  par  n  coordonnées 
homogènes. 

Prenons  m  points  a-  {i  =  i,  2,  .. .,  m;  m  <i  n)  et  leurs  mn  coordonnées  a,. 
Le  lieu  des  points  x,  tels  que  leurs  coordonnées  a;  sont  données  par  les 
relations 

x--=/   ti^^iji         ^,=  paramètre  variable         (i'^m^j'^n), 


est,  par  définition,  une  droite  p,  ou  p^,  de  degré  m.   Un  point  est  une  droite 
de  degré  un  ;  un  plan  est  une  droite  de  degré  n  —  i. 
La  droite  p  est  définie  par 


(^)- 


m\{n  —  m)\ 


coordonnées    pluckériennes     homogènes.    On    sait   que    les   pi    sont    liées    par 
( — 1  —  I  —  m  {n  —  ni)     relations     fondamentales,    homogènes,    distinctes, 


iG8 
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9,  (p)  =  o,  où  l'on   peut  toujours  prendre  |)(>ur  les  cp^  des  formes  quadratiques. 

J'ai  peu  insisté  sur  cette  matière  des  relations  fondanientules.  C'est  un  Ciia- 
pitre,  aujourd'liui  passablement  connu,  de  la  théorie  des  déterminants.  Je  me 
suis  borné  à  indiquer  un  procédé  pour  écrire  immédiatement  les  équatir>ns 
tp^  =  o;  à  montrer  que  les  coelficients  des  formes  »,  ne  dépendent  pas  de  l'en- 
tier n,  mais  seulement  de  l'entier  m. 

Est  établie  ensuite  une  théorie  de  la  dualité.  Gomme  contre-partie  des  coor- 
données-points/?; s'introduisent  des  coordonnées-plans  n^,  lesquelles,  du  reste, 
coïncident  avec  les  pi,  à  l'autre  près. 

Tel  est  l'objet  de  la  premièie  Partie. 

Edectuons  dans  l'espace  C  et  sur  les  coordonnées  ponctuelles  x  la  colli- 
néation  ou  substitution  linéaire  /i-aire 


X"i>^' 


(y,  A 


Les  pi  se  trouvent  transformés  par  une  substitution 


A. .a 


1 


-'^.iPi 


[.. 


m 


L'étude  des   dépendances    mutuelles  entre  a  et  A   constitue  la  matière  de  la 
<leu\ième  Partie. 


Les  coefficients  A„,  de  A  sont  les  (  —  )  mineurs  /n-aires,  c'est-à-dire  à  m"^ 
éléments,  du  déterminant  |  a  ^  |  des  a  f.. 

Nommons  ^\s>  la  transformation  géométrique  que  subit  l'espace  réglé  C,  à 
n  —  I  dimensions,  quand  les  p-  subissent  la  collinéution  A.  Les  groupes  des 
opérations  a,  A,  «JU  sont  isomorphes.  On  en  discute  l'hémiédrie. 

Ici  se  présente  une  difficulté  assez  sérieuse  :  pour  une  opération  cl?  donnée, 
il  n'est  pas  évident  que  la  coUinéaiion  A  soit  définie  sans  ambiguïté....  Grâce 
à  une  discussion  un  peu  minutieuse,  je  suis  parvenu  à  établir  que,  dans  l'étude 
des  relations  mutuelles  entre  les  substitutions  linéaires  a  et  A,  on  n'avait  pas 
à  se  préoccuper  des  relations  fondamentales  :  tout  se  passe  comme  si  les  /?, 
étaient  variables  indépendantes. 

Le  problème  essentiel  est  celui-ci  :  Quelles  sont  les  conditions  J,  nécessaires 
et  suffisantes,  auxquelles  doit  satisfaire  la  (  —  \-aii-e  \  pour  qu'il  existe  au 
moins  une  n-aire  a  telle  qu'on  ait  A  =  A,„  a! . . . 

Il  y  a  trois  conditions.  La  condition  J,,  à  peu  près  évidente,  signifie  que  la 
collinéation  A  admet  pour  invariant  le  système  des  relations  fondamentales. 

Nommons  faisceau-point  ou  gerbe  le  système  des  droites  qui  ont  en  commun 
un  point.  La  condition  J„  signifie  que  la  transformation  géométrique  t^  change 
tout  faisceau-point  en  un  autre  faisceau-point. 

La  condition  Jj  est  la  contre-partie  dualistique  de  la  condition  J,. 

J'indique  un  procédé  régulier  de  calcul  :  i"  pour  la  vérification  des  condi- 
tions J  (évanouissement  de  certains  déterminants),  sans  irrationnalités  ; 
2°  pour  la  construction  efi'ective  de  la  substitution  a,  quand  A  satisfait  aux 
conditions  J. 

Dans  la  troisième  Partie,  on  examine  ce  que  fournissent  les  méthodes  géné- 
rales   précédentes    dans  le  cas    de  l'espace  ordinaire....  Les   conditions  J  sont 
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celles-ci  :   la   suhstiUilion  A   a    pour  déterminant    -^  i    et   admet  pour  invariant 
absolu  la  furme  quadratique 


Cahier  XII  ;   1908. 

BeloL  {Emile).  —  Essai  de  Cosmogonie  loiirbillonnaire.   (i-4o). 

Maillet  (Edmond).  —    Sur  It-s  fractions  conlinues  algébriques. 

(4-1-62). 

Les  travaux  de  Siieltjes,  qui  avait  indiqué  des  catégories  étendues  de  fractions 
continues  algébriques  S  égales  à  des  fonctions  mérouiorplies  _/ d'une  variable  c, 
rapprochés  des  travaux  récents  sur  Tordre  et  la  croissance  des  fondions  entières 
et  métamorphes,  posaient  la  question  de  la  détermination  de  l'ordre  réel  ou 
apparent  de  ces  fonctions  y,  de  leurs  zéros,  de  leurs  pùles. 

Les  recherches  de  M.  Auric  sur  ces  sujets  ont  fait  connaître,  notamment, 
une  limite  supérieure  de  l'ordre  du  numérateur  P  et  du  dénominateur  Q  des 
fonctions  quasi  inéroniorphcs  que  sont  les  fractions 

S  =  P(  »-'  =T  I  H 'ai 


où   les   |i.^  sont  des  polynômes  en   ^  et  -  de    degré   limité,   la   série   Six,   étant 

absolument  convergente. 

M.  Maillet  a  surtout  en  vue  d'indiquer- des  catégories  étendues  de  pareilles 
fractions  S,  rentrant  en  partie  dans  les  types  de  Stieltjes,  et  pour  lesquelles  cette 
limite  supérieure  de  l'ordre  est,  en  même  temj/s,  la  valeur  exacte  de  l'ordre 
des  zéros  et  de  l'ordre  des  pôles. 

Il  commence  par  établir  certains  résultats  de  même  nature  relatifs  aux 
fractions  continues  di\'ergentes 

S  =  X„-^  '- 


où  les  A    sont  de  la  forme  —,  les  a    étant  des  constantes;  et  la  série  SX,  abso- 
a, 

lurnent  convergente.  Les  numérateurs  P^,,  et  Poi.+n  les  dénominateurs  Oj„  et  Q..„^, 

de  deux   réduites,  l'une  de  rang  pair,  l'autre  de  rang  impair,  ont  pour  limites 

des  fonctions  entières /j,  p',  q,  q'  liées  par  la  relation 

pd  —  pq  =1, 

de  sorte  que  les  fonctions  entières/?,  q  n'ont  aucun  zéro  commun,  non  plus  que 
p'  et  q' .  Les  réduites  d'entre  pair  ont  une  limite  S,,  =  pq~^,  celles  d'ordre  impair 
une  autre  limite  Sj,  =  p'  q'K  Les  deux  fonctions  S,„  S^,  peuvent  se  représenter 
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sous  forme  de  fia  ri  ion  s  conlitiiiesconvergentesayanl  respeclivement  pour  réduites 
lesP„Q;i'  cl  les  Pjn+iQT/i+i-  M.  Maillet  fait  eonnaitre  des  classes  étendues  de 
fractions  continues  S„  et  S^ .  qui  sont  des  fonctions  mérornorplies  dans  tout  le 
plan  et  pour  lesquelles  l'ordre  des  zé'ros  et  des  pôles  peut  être  déterminé. 
Pour  les  fractions  continues  convergentes 


les  ;jL,  étant  des  coiislanles  el  la  série  Sa,  absolument  convergente,  le  numé- 
rateur P„  et  le  dénominateur  Q„  d'un  réduit  ont  des  limites  p{z),  q{z),  dont 
l'auteur  démontre  qu'elles  n'ont  aucun  zéro  commun.   Il  prouve  de  plus  que  : 

Quand  les'/-  =  |  a,  |  décroissent  constamment  et  suffisamment  vite  lorsque 
i  croit,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  réduite  d'entre  n  ont 
pour  limites  des  fonctions  entières  quasi  algébriques  p{z)  et  g{z),  dont 
les  racines  ont  respectivement  les  valeurs  — [^^2 i- (  '  +  % )  pour  p{z),  et 
—  K-il+i  (  •  "î~  ^2t+i)  pour  q{z);  les  modules  des  quantités  ô,,,  Ej^^,  peuvent 
être  rendus  aussi  petits  qu'on  veut  si  la  décroissance  des  v,  est  assez  rapide 
quand  i  croît. 

Le  résultat  relatif  aux  ordres  des  zéros  et  des  pôles  s'étend  à  des  fractions 
continues  d'une  forme  assez  analogue  aux  précédentes  représentant  des  fonc- 
tions quasi  mérornorplies,  soit  à  un  nombre  fini  de  points  singuliers  essentiels, 
soit  dans  le  domaine  d'un  point  essentiel. 

Carj'us.  —  Sur  les  familles  de  Lamé  engendrées   par  le  mouve- 
ment d'une    surface    invariable.  (()3-85). 

Ce  Mémoire  traite  des  surfaces  qui,  dans  plusieurs  mouvements,  sont  suscep- 
tibles d'engendrer  une  famille  île  Lamé. 

L'auteur  commence  par  démontrer  géométriquement  deux  propriétés  géné- 
rales : 

L  A  chaque  direction  de  translation  pour  laquelle  une  surface  engendre 
une  famille  de  Lamé  correspondent  sur  la  surface  autant  de  couples  de 
lignes  de  courbure  planes  que  l'on  peut  mener  de  plans  tangents  perpendi- 
culaires à  cette  direction.  Les  plans  de  ces  lignes  de  courbure  coupent  la 
surface  orthogonalement . 

Il  suit  de  là  que,  si  une  surface  engendre  une  famille  de  Lamé  dans  deux 
mouvements  de  translation,  cette  surface  est  une  sphère,  ou  un  plan,  ou  un 
cylindre,  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  aux  deux  directions  de 
translation.  C'est  la  généralisation  d'un  théorème  de  J.  Bertrand. 

II.  .4  chaque  mouvement  de  rotation  dans  lequel  une  surface  engendre 
une  famille  de  Lamé  correspondent  autant  de  couples  de  lignes  de  courbure 
sphériques  que  l'on  peut  mener  de  plans  tangents  par  l'axe  de  rotation. 
Les  sphères  correspondantes  ont  leur  centre  sur  l'axe  de  rotation  et  coupent 
la  surface  à  angle  droit.  Les  deux  sphères  qui  correspondent  à  un  même 
plan  tangent  se  coujjent  elles-mêmes  orthogonalement. 
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Il  suit  de  celte  proposition  et  de  la  précédente  que  les  seules  surfaces  à  lignes 
de  courbure  planes  (dans  un  seul  système)  qui  peuvent  engendrer  une  famille 
de  Lamé  par  translation  ou  par  rotation  sont  des  périsphères.  Le  cas  de  la 
translation  a  été  traité  par  M.  L.  Lévy  (1892). 

M.  Carrus  considère  ensuite  l'équation  de  M.  Maurice  Levy  sous  la  forme  que 
lui  a  donnée  'Si.  Darboux.  en  la  rapportant  à  des  axes  mobiles,  et,  entre  les  six 
symboles  A  qui  y  figurent,  il  établit  quatre  relations  simples,  et,  en  parti- 
culier, trois  relations  homogènes.  d"où   il   tire  tout  d'abord  cette  conséquence: 

Une  surface  qui  engendre  une  famille  de  Lamé  dans  plus  de  deux  mou- 
vements indépendants  engendre  une  famille  dans  un  mouvement  quelconque 
et,  par  suite,  est  une  sphère  ou  un  plan. 

It  fait  ensuite  usage  de  ces  relations  pour  déterminer  les  surfaces  dévelop- 
pables  qui  engendrent  une  famille  de  Lamé  dans  un  mouvement  de  rotation; 
leur  plan  tangent  a   pour  équation 

z  =  ax  -{-  by  -{-  k  I  \  a  -~  b'-i-  (  ab  —  ba  )-  c/a, 

a,  b  désignant  deux    fonctions   arbitraires  du   paramètre  a;    a',  b'   sont   leurs 
dérivées  et  k  une  constante. 

Il  en  déduit  enfin  la  détermination  des  périsphères  qui  engendrent  une  fa- 
mille de  Lamé  dans  un  mouvement  de  rotation.  Voici  leur  génération  : 

La  courbe  lieu  des  centres  des  sphères  enveloppées  est  une  courbe  quel- 
conque située  dans  un  plan  passant  par  l'axe  de  rotation.  Le  rayon  de 
chaque  sphère  enveloppée  est  proportionnel  à  la  distance  de  son  centre  à 
l'axe  de  rotation. 

Le  périsphère  ainsi  engendré  est  la  surface  la  plus  générale  à  lignes  de 
courbure  planes  dans  un  seul  système  qui  engendre  une  famille  de  Lamé  dans 
un  mouvement  de  rotation. 

Charhot\îxier  (Commandant  P.).  —  Elude  de  l'influence  de  la 
rotation  de  la  Terre  sur  le  mouvement  des  projectiles  dans 
l'air.   (87-199). 

Pour  les  très  longues  trajectoires  des  canons  de  l'artillerie  navale  (  lo"""  à 
id''"'),  l'efTet  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le  mouvement  des  projectiles  peut 
se  traduire,  en  portée,  par  une  augmentation  ou  une  diminution  atteignant 
50"=;  en  direction,  par  un  égal  écart  au  plan  de  tir.  Cette  cause  perturbatrice 
est  donc  du  même  ordre  de  grandeur  que  la  dérivation  due  à  la  rotation  du 
projectile  et  la  déviation  produite  par  le  vent. 

C'est  pourquoi  l'auteur  a  consacré  à  l'étude  de  cette  influence  un  travail 
étendu  dont  il  résume  de  la  façon  suivante  les  cinq  Chapitres  : 

Chapitre  I.  Théorie  générale  des  termes  secondaires  du  problème  balis- 
tique. —  Nous  donnons,  sous  forme  générale,  des  intégrales  qui  permettent  le 
calcul  des  altérations  de  la  trajectoire  sous  l'action  de  petites  forces  quelconques 
appliquées  au  projectile 
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Chaimthk  II.  Trajectoire  relatne  dans  le  vide.  —  Nous  rappelons  d'abord 
les  équations  difTérenlielles  de  la  ISalislique  quand  on  tient  compte  de  la 
rotation  diurne,  en  conservant  seuienienl  le  Icnne  en  a,  vitesse  angulaire  de 
rotation  de  la  Terre. 

L'étude  de  la  trajectoire  dans  le  vide  est  faite  ensuite  avec  détail  et  renferme 
quelques  propriétés  nouvelles.... 

Chapitre  III.  Trajectoire  atmosphérique  relative.  —  Nous  y  traitons  le 
problème  (qui,  jusqu'ici,  n'avait  reçu  de  Poisson  qu'une  solution  partielle)  de 
l'influence  de  la  rotation  de  la  Terre  dans  le  cas  du  tir  dans  l'atmosphère,  soit 
dans  le  plan  de  projection,  soit  perpendiculairement  à  ce  plan.... 

Nous  traitons  encore,  de  la  façon  la  plus  générale,  le  problème  dans  le  cas 
du  mouvement  vertical  dans  l'air,  soit  ascendant,  soit  descendant,  et  aussi 
dans  le  cas  du  lir  lendu  à  grande  vitesse. 

Nous  montrons  ainsi  que  le  problème  est  solublc  dans  tous  les  cas  où  l'on 
connaît  les  équations  finies  de  la  trajectoire  principale. 

Chapitre  IV.  La  méthode  d'e  Saint-Robert.  —  Nous  exposons  la  méthode 
géométrique  directe  due  à  de  Saint-Hobert,  qui  fait  appel  seulement  aux  pro- 
priétés du  mouvement  absolu  ;  nous  la  généralisons  au  cas  du  tir  dans  l'atino- 
spliète  et  nous  montrons  comment  s'établit  la  concordance  des  deux  méthodes 
aussi  bien  dans  l'air  que  dans  le  vide. 

Chapitre  V.  Les  termes  en  a-.  —  ...  Ti'aiter  un  problème  de  Mécanique  ra- 
tionnelle consiste  essentiellement  à  établir  la  hiérarchie  des  causes  perturba- 
trices, à  les  ranger  en  série  par  ordre  de  grandeur,  à  négliger  d'abord  les  plus 
petites,  pour  redescendre  ensuite  dans  les  détails.... 

On  en  verra  des  exemples  dans  le  Chapitre  V,  où,  en  suivant  la  méthode  de 
M.  de  Sparre,  nous  introduisons  successivement  les  termes  en  a-,  qui  repré- 
sentent la  seconde  approximation  dans  le  problème  traité. 

Ainsi  qu'on  le  voit  par  ce  sommaire,  le  présent  Mémoire,  outre  les  parties 
nouvelles  qu'il  contient,  peut  donner  une  idée  d'ensemble  des  travaux  des 
géomètres  sur  le  problème  de  rinfliience  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le 
mouvement  des  projectiles.  L.  H. 
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Lebesgue  (Henri).  —    Sur  la   niélliode    de  M.  Goursat  pour  la 
résoliilion  de  1  équalion  de  Frediiolni.  (7-19)- 

La  solution  de  l'équation  de  ["redholm,  dit  l'aulcur,  dépend  d'expressions  ana- 
lytiques assez  compliquées.  Dans  son  Mémoire  des  Acta  mathematica, 
M.  Fredholm  a  montré  comment  l'on  pouvait  vérifier  que  ces  expressions  four- 
nissent bien  la  solution  cherchée,  mais  il  n'a  pas  indiqué  comment  l'on  était 
amené  à  la  considération  de  ces  expressions. 

(M  Voir  Bulletin,  t.  XWVl,  p.   iG. 


M.  Goiirsiil  a  nioiilré  récemment  [Bull.  Soc.  malhéin.  de  France.,  "j'J7  )  (jue 
l'élude  d'un  cas  particulier  conduisail  facileuienl  à  prévoir  la  forme  de  la  solu- 
tion; il  devient  alors  tout  naturel  d'employer  le  procédé  de  vérification  de 
M.  Frcdlioim.  D'ailleurs,  cette  vérification  est  inutile  dans  des  cas  étendus, 
comme  il  résulte  d'un  raisonnement  rapidement  indiqué  par  AI.  Goursat  à  la  lin 
de  sa  Note.  C'est  ce  raisonnement  que  je  vais  développer:  il  conduit  à  une  con- 
clusion très  générale  ;  cela  m'a  paru  intéressant  à  noter,  d'autant  que  la  méthode 
de   .M.  Goursat  semMe  pouvoir  s'appliquer  à    d'autres  équations  fonctionnelles. 

De  Séguier.  —    Sur  la  lliéorie  des  malrices.  (  20-/(0  ). 

Dans  la  première  partie  de  ce  Mémoire,  l'auteur,  s'in;-pirant  d'une  analyse 
récente  de  M.  Jordan,  étend  à  la  réduction  d'un  faisceau  x  =  tx^ — sa,  de 
matrices  (ou  formes  bilinéaires)  le  procédé  de  réduction  par  des  combinaisons 
de  lignes  et  de  colonnes  que  Kronecker  a  indiqué  pour  une  seule  matrice. 

Dans  la  seconde  partie,  .M.  de  Séguier  considère  le  cas  où  a  est  réelle  et  symé- 
trique ou  hermilienne  et  celui  où  a,  est  la  matrice  unité  s.  .M.  Loewy  avait 
établi  une  inégalité  importante  entre  la  caractéristique  d'utie  forme  a„  quadra- 
tique réelle  ou  hermitienne  et  les  exposants  des  diviseurs  élémeniaires  de  tout 
faisceau  a^^a^  +  ^a,  qui  la  contient,  lorsque  |  a,  |  est  difl'érent  de  zéro.  Parles 
mêmes  procédés  que  dans  la  première  partie,  l'auteur  en  obtient  une  démons- 
tration nouvelle  et  une  extension  au  cas  |  a,  |  7^  o. 

Lorsque  a,  =  £,  la  forme  réduite  de  a  fournit  la  forme  canonique  de  »„.  En 
formant  directement  les  fonctions  entières  de  «„  prise  sous  cette  forme  cano- 
nique, on  retrouve  immédiatement,  ou  par  des  combinaisons  simples  de  lignes 
et  de  colonnes,  les  théorèmes  de  MM.  Frobenius  et  Bromwich  sur  l'expression 
des  fonctions  de  matrices  par  des  polynômes  et  les  diviseurs  élémentaires  de 
tp(aj)  —  st,'^{x)  étant  un  polynôme.  Grâce  à  un  numérotage  convenable  des 
lignes  et  des  colonnes,  la  même  forme  canonique  fournit  aisément  le  théorème 
de  M.  Rados  sur  les  racines  caractéristiques  de  la  matrice  dont  les  éléments 
sont  les  mineurs  d'un  certain  oidre  d'un  ilélerminant  donné. 

La  forme  générale  des  matrices  permutables  à  a„,  prise  sous  forme  canonique, 
sert  enfin  à  l'auteur  de  point  de  départ  pour  établir  directement  une  générali- 
sation d'un  théorème  fondamental  de  M.  Frobenius  sur  les  racines  caractéris- 
tiques d'une  fonction  de  malrices  permutables  et  un  autre  théorème  de  M.  Schur 
sur  les  diviseurs  élémentaires  correspondant  à  ces  racines. 

De  MontcheuiL  —    Dclerminalion  des  surfaces  qui  admettent  une 
surface  moyenne  donnée.  (4o-58). 

Introduction.  —  Nous  nous  proposons,  dans  celte  élude,  de  fixer  la  nature  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  dont  dépend  le  problème,  de  rappeler,  en  les 
complétant  et  les  coordonnant,  quelques-uns  des  résultats  acquis,  et  enfin  de 
déterminer  une  nouvelle  catégorie  de  solutions.  Nous  essayerons,  en  elTet,  de 
déterminer  l'équation  qui  définit  les  surfaces  admettant  un  cylindre  pour  surface 
moyenne. 

Barré.  —   Sur  une  propriété  des  surfaces  cerclées.  (58-G8). 

L'auteur  appelle  point  central  de  première  espèce  sur  une  surface  cerclée 
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luiiL  poiiil  d'intersection  du  cercle  générateur  avec  la  caraclt-ristique  de  son 
plan.  Le  lieu  de  ces  points  est  la  ligne  de  stiiction  de  première  espèce. 

Est  à\\. point  central  de  seconde  espèce  tout  point  pour  lequel  la  distance  du 
cercle  générateur  au  cei'cle  infiniment  voisin  est  slationnaire.  Le  lieu  de  ces 
points  est  la  ligne  de  striction  de  seconde  espèce. 

Laissant  de  coté  les  surfaces  engendrées  par  des  cercles  tracés  sur  des  plans 
isotropes,  AL  Barré  étudie  trois  problèmes  relatifs  aux  points  centraux. 

Problkme  L  —  TroiH'er  les  surfaces  cerclées  dont  la  ligne  de  striction  de 
première  espèce  fait  entièrement  partie  de  celle  de  seconde  espèce. 

Le  problème  comporte  quatre  solutions  :  i"  les  surfaces  enveloppes  de  sphères; 
jt'  les  surfaces  engendrées  par  un  cercle  dont  le  plan  reste  osculaleur  au  lieu  de 
son  centre;  3°  les  surfaces  engendrées  par  un  cercle  dont  le  plan  se  meut  nor- 
malement au  lieu  de  son  centre;  4°  "ne  autre  classe  de  surfaces  que  l'auteur 
défiuit  complètement,  mais  dont  la  génération  n'est  pas  simple. 

FiîOHLh.MK  IL  —  Déterminer  les  sur/aces  dont  la  ligne  de  striction  de 
seconde  espèce  fait  complètement  partie  de  celle  de  première  espèce. 

Les  surfaces  cherchées  sont  les  mêmes  que  celles  qui  résolvent  le  problème 
suivant. 

Problkme  IIL  —  Déterminer  les  sur/aces  cerclées  dont  les  deux  lignes  de 
striction  coïncident  complètement. 

Les  surfaces  répondant  à  la  question  sont  celles  qu'engendre  un  cercle  dont 
le  plan  est  osculateur  au  lieu  des  centres  et  dont  le  rayon  p  égale  le  rayon  de 
torsion  t  de  ce  lieu  ou  bien  est  lié  à  t  par  la  relation 

où  s  désigne  l'arc  du  lieu  du  centre. 

Ayant,  dans  la  solution  de  ces  problèmes,  laissé  de  côté  les  surfaces  dont  le 
cercle  générateur  est  dans  un  plan  de  direction  invariable,  l'auteur  indique  ce 
que  deviennent  pour  ces  surfaces  les  deux  lignes  de  striction. 

Maillet  (Edm.).  —   Sur   la    décornposilioa    d'un    entier  en    une 
somme  de  puissances  liuilièmes  d'entiers  (problème  de  A\  aring). 

(69-77)- 

Waring  s'est  demandé  si  tout  nombre  entier  N  n'est  pas  la  somme  d'un 
nombre  A,  limité  et  indépendant  de  N,  de  puissances  «"■"«•  d'entiers  positifs.  La 
réponse  est  affirmative  pour  les  valeurs  de  n  inférieures  à  6.  M.  Fleck  a  prouvé 
récemmenl  { Math.  Ann.,  t.  FAIV,  1907)  qu'il  en  est  encore  de  même  pour /i  =  6. 
M.  Maillet,  par  une  extension  convenable  de  la  méthode  de  M.  Meck,  arrive  à  la 
même  conclusion  pour  n  =  8. 

Il  démontre  en  outre  que  A'  est  au  moins  égal  à  «  +  1  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  N. 

Hadainard.  —   Sur  l'expression  asjmptotique  de  la  fonction  de 
Jiessel.  (---85). 
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On  sait  (|Ul'  lu  fonclion  de  Bessel 


'^V     (- 


{iT 


{^\y         (2!)-         •  '(«!)- 

et  la  foDclion  i„{ix)  admeltent  des  développements  formels  qui  en  font  con- 
naître les  valeurs  asymptotiques  pour  x  très  grand,  mais  qui  sont  divergents. 
.M.  Hadamard  expose  un  moyen  de  rendre  ces  développements  convergents, 
en  ajoutant  aux  termes  successifs  des  parties  correctives  dont  chacune  est  sans 
influence  sur  la  valeur  asymptotique  du  lésultal,  mais  qui,  par  leur  ensemble, 
rétablissent  la  convergence  de  la  série  Dans  les  séries  ainsi  obtenues  ligure 
une  intégrale  définie,  mais  elle  est  infiniment  petite  par  rapport  à  toutes  les 
erreurs  commises,  de  sorte  que  ces  séries  possèdent  bien  la  double  propriété  : 
1°  de  converger  el  de  fournir  une  expression  exacte  des  fonctions  J  (^)  et  Jj(  ?\r  )  ; 
2°  den  fournir  une  valeur  asymptotique,  lorsqu'on  les  arrête  à  un  nombre 
déterminé  quelconque  de  termes. 

Dvach  [Jules).  —    Stir  les   svslèmes  coi]i|)lèlenieiil  oilhogonaiix 
de  l'espace  euclidien  à  n  dimensions.  (85-126). 

Introduction.  —  La  première  partie  de  ce  travail  est  consacrée  à  une  élude 
directe  de  la  généralité  de  la  solution  la  plus  étendue  du  système 


^^^  (^'^)  =  Sêi:=°     (M/:  =  -, .,...,« 


qui  définit  les  systèmes  com[)lètement  orthogonaux  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions. 

Une  première  délermination  de  cette  généralité  résulte  de  ce  qu'on  peut 
déduire  des  équations  (A)  et  de  leurs  conséquences  une  seule  expression  de 
toutes  les  dérivées  de  y  par  rapport  aux  x,  exprimées  à  l'aide  des  seules 
dérivées 

ài-y-^  ài'V;  ôfy-^ 

dx'l        ôx'l"' ()x-i  Ox^dx^' 

où  i=  A.  Ces  dernières,  qui  sont  alors  les  dérivées  paramétriques  Ao.  MM.  Méray 
et  Hiquier,  peuvent  seules  être  prises  arbitrairement  en  un  point  .r,;,  (t  =  i,  ...,  /;). 
Elles  se  groupent  d'ailleurs  immédiatement  en  fonctions  arbitraires;  on  peut 
prendre  arbitrairement  les  fonctions  des  deux  variables  or,,  x,,  auxquelles  se 

i-éduisent  les  dérivées  ^—^  U  <  a)  quand  on  fixe  toutes  les  variables,  sauf  j",  et  x,. 
ôx^ 

et  aussi   les   fonctions   d'une  seule    variable    auxquelles   se   réduisent    les   déri- 

vées  -~  quand  on  v  fixe  toutes  les  vari;iblcs,  sauf  x-^. 
dx;  ^ 

Une  seconde  détermination  de  la  généralité  possible  de  la   solution   la    plus 

étendue  du    système   (A)   résulte   de   ce  qu'en   différentiant  une  seule  fois  on 

obtient  les  deux  systèmes 

(a)  {i,/cl)  =  o        {i^k^l), 

(?)  (j,  Ao  +  (r,  A)  =0. 
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On  (ixe  aisément  lu  généralité  de  la  .S()iuli(jn  la  plus  étendue  du  système  (a). 
Cette  solution  dépend  de  n(n  —  i)  fonctions  arbitraires  de  deux  variables.  On 
conclut  seulement  de  là  les  équations  du  premier  ordre 

et  l'on  montre  que,  pour  annuler  ces  fonctions  K,  j,  il  est  nécessaire  et  suffisant 

d'ajouter équations  de  condition   qui    lient  deux  à  deux    les  «(«  — i) 

fonctions   arbitraires  obtenues.  On    retrouve  ainsi   les   résuliats  île  la  première 
détermination. 

La  seconde  partie  du  présent  travail  a  pour  but  l'étude  systématique  des 
divers  groupes  d'équations  qui  se  présentent  quand  on  reclierche  les  condilions 
pour  qu'une  relation 

u  =  /{x^,  ce.,,  . . . ,  jr„)  =  const. 

définisse  une  famille  de  surfaces  appartenant  à  un  système  complètement  ortho- 
gonal. 

,    ,        (  n  —  I  )  ^  //  —  j  )    .  .  ,  .  , 

On   rencontre   d  abord    les etjuations  du  premier  groupe  de 

iM.  Darboux.  L'ne  étude  préalable  des  conséquences  des  relations 

qui  définissent  les  rapports  des  iv,,  t",,  etc.,  nous  permet  de  classer  les  con- 
ditions d'intégrabilité  des  équations  de  ce  premier  groupe,  qui  sont  en  appa- 
rence en  nombre 

{n  —  \)  (  n  —  2  )  (  /?  —  3  ) 


Elles  se  partagent  en  deux  catégories  d'égal  nombre;  les  unes  sont  des 
identités,  les  autres  sont  les  équations  du  second  groupe  de  M.  Darboux,  qui 
expriment    que    les    lignes    de    courbure    de    chaque   surface    individuelle 

u  =  const.  sont  coordonnées  : 

^",u''.'^'/;''i=o- 

Ces  dernières  équations  sont  donc  en  général  des  conséquences  des  premières. 
On  fixe  aisément  les  cas  d'exception  :  ils  résultent  de  ce  que  les  conditions 
d'intégrabilité  des  équations  du  premier  groupe  sont  des  produits  de  deux 
facteurs,  dont  l'un  dépend  des  racines  de  l'équalion  en  1  qui  définit  les  lignes 
de  courbure  de  la  surface  u  =  const.;  ce  n'est  que  si  ce  facteur  est  différent  de 

zéro  que   le  second    /  ^^iki^i^'^k^i  s'annule  identiquement, 

.M.  Darboux  avait  été  amené  à  ajouter  le  second  groupe  par  la  considération 
des  sur/aces  parallèles,  pour  lesquelles  le  premier  groupe  disparait.  On  montre 

aisément  que  dans  ce  cas  tous  les   facteurs   autres  que   les   /^«.mi'.fVi, /,  sont 

nuls;  les  équations  du  second  groupe  ne  peuvent  plus  se  déduire  du  premier.  Le 
paradoxe  apparent  est  ainsi  expliqué. 
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Diilac{H.). —  Remarque  sur  les  conditions  nécessaires  pour 
(|u'une  équation  différentielle  ait  ses  points  critiques  fixes. 
(126-128). 

Les  raisonnements  par  lesquels  on  établit  les  conditions  pour  qu'une  équation 
dirtërenlielle  du  premier  ordre  n'ait  pas  de  points  critiques  mobiles  présentent 
une  lacune  qui  pourrait  faire  craindre  que,  dans  certains  cas  particuliers,  les 
conditions  énoncées  ne  soient  pas  nécessaires.  De  ce  que  la  racine  v""'  Z  de 
l'intégrale  -  est  une  fonction  algébroïde  à  plusieurs  valeurs,  dans  un  certain 
domaine,  on  conclut  qu'il  en  est  de  même  de  l'intégrale  z  =  Z*.  Or  un  exemple 
simple  prouve  que  l'intégrale  peut  être  holomorphe  et  non  algébroïde  dans  le 
domaine  du  point  considéré  ar„. 

Celle  circonstance  exceptionnelle  ne  peut,  comme  le  fait  voir  M.  Dulac,  se 
présenter  que  pour  des  valeurs  isolées  et  fixes  de  .r^,  de  sorte  que  l'existence  de 
pareilles  valeurs  de  .r,,  ne  changera  rien  aux  conditions  nécessaires  pour  que 
l'équation  n'ait  pas  de  points  critiques  mobiles. 

Le  Roux  {J ■).  —  Sur  les  caractéristifiues  des  systèmes  d'équations 
aux  dérivées  partielles.  (129-133). 

Pour  exprimer  qu'un  s\stème  d'équations  linéaires  est  incompatible  ou  indé- 
terminé, il  suffit  d'écrire  que  les  équations  homogènes,  qu'on  obtient  en  négli- 
geant dans  ce  sj'Stème  les  termes  indépendants  des  inconnues,  admettent  des 
solutions  non  toutes  nulles. 

Cette  remarque  permet  à  M.  Le  Houx  de  former  les  équations  caractéristiques 
des  systèmes  généraux  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

L'auteur  applique  sa  méthode  aux  équations  de  la  déformation  des  surfaces  et 
retrouve  le  résultat  classique  relatif  aux  asymptotiques.  Elle  convient  d'ailleurs 
au  cas  où  les  fonctions  initiales  seraient  définies  d'une  manière  différente  pour 
chaque  fonction  inconnue. 

Coinbehlac  {G.).  —    Sur  la  génération  des  métriques.  (  i33-i4i). 

Les  lignes  qui  jouent  le  rôle  d'axes  dans  une  métrique  hyperbolique  doivent 
posséder  les  propriétés  géométriques  attribuées  aux  lignes  droites,  sauf  celle 
qu'exprime  le  postulatum.  L'auteur  établit  qu'elles  doivent,  en  outre,  satis- 
faiie  à  une  autre  condition  qui  se  substitue  au  postulatum,  de  sorte  que 
celui-ci  devient  un  cas  singulier  de  la  condition  d'existence  il'une  métrique; 
lorsque  cette  condition  supplémentaire  est  réalisée,  la  métrique  est  complè- 
tement déterminée  par  ses  axes. 

Petrovitcli  (^Michel).  —  Sur  une  suite  de  fonctions  rationnelles 
rattachées  aux  équations  algébriques.  (i4i-i5o). 

Étant  donnée  une  équation  algébrique  de  degré  n,  à  coefficients  réels/ (a;)  =  o, 
soit  V^{x)  =0  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  puissances  i^  des  racines 
de /(jt)  =  o.  Les  polynômes  Pj(j;)  jouent  un  rôle  important  dans  la  méthode 
de  Gralfe  pour  la  résolution  numérique  des  équations. 

.M.    Petrovitch    appelle  /o/ic<to/i    N^(:r)    rattachée   à    l'équation  /=o   la 
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foïiclion  rationnelle 

N,  (  ^  )  =  -— -i • 

Il  exprime  ^^{x)  par  des  sommes  d'expressions  qui  ne  dépendent  que  de/(j") 
et  de  la  dérivée  f'{x);  puis  il  établit  une  relation  qui  exisle  entre  les  fonc- 
tions rationnelles  i\. (a;)  et  le  nombre  k  des  racines  de  l'équation /=  o  dont 
les  modules  sont  inférieurs  à  un  nombre  R  : 

Etant  donnée  une  couronne  circulaire  C  ayant  l'origine  comme  centre,  de 
rayon  intérieur  R  et  d'épaisseur  8,  ne  contenant  aucune  racine  de  l'équa- 
tion f{x)  =  o,  de  degré  n,  si  l'on  donne  à  l'entier  k  une  valeur  quelconque 
supérieure  à 

I    r  >R-i-oôn 

log  log(/(  -ri)  —  lot;  log  — ^     , 

log  2    1_  "'  "  2  H  H-  C.    J 

le  nombre  des  racines  entourées  par  la  couronne  C  sera  égal  à  M  ou  bien 
à  Mh-i,  m  désignant  la  partie  entière  du  nombre  ^^(x)  pour 

-RoJ/y  (^L.).  —  Etude  sur    les    surfaces   imaginai'es    de  Monge  à 
lignes  de  courbure  confondues.  (i5o-i84). 

Après  un  historique  du  sujet,  l'auteur  établit  géométriquement  (§1)  y>n 
théorème  qui  semble  dû  à  S.  Lie  et  d'après  lequel  il  y  a  identité  entre  les 
surfaces  de  Monge  dont  les  deux  courbures  principales  sont  partout  égales  et 
les  surfaces  réglées  gauches  à  génératrices  isotropes.  Ces  surfaces  possédant  la 
propriété  caractéristique  de  n'admettre  qu'une  seule  famille  de  lignes  de 
courbure,  on  peut  les  appeler  sur/aces  à  lignes  de  courbure  confondues  ou 
encore  sur/aces  (  O;  )  pour  rappeler  que  tous  leurs  points  sont  des  ombilics 
et  qu'elles  ont  une  courbure  totale  K,  tandis  que  celte  notion  échappe  quand 
il  s'agit  de  développables  isotropes  dont  tous  les  points  sont  aussi  des  ombilics. 

M.  RafTy  définit  ensuite  la  transformation  de  contact  qui  permet  de  déduire 
les  surfaces  (  O;  )  des  surfaces  à  plan  directeur,  ce  qui  en  fournit  une  repré- 
sentation analytique  simple  et  générale,  à  l'aide  des  coordonnées  tangentielies 
isotropes  d'Ossian  Bonnet  {voir  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  I,  p.  a'iG). 
Pour  que  le  plan  représenté  par  l'équation 

{oi.-^';i)x  —  i{x  —  })r  -h  {o^'.i—i):  -hl  =  o 

enveloppe  une  surface  (O^.  ),  il  faut  et  il  suffit  que  ;  soit  une   fonction  linéaire 
de  l'une  des  variables  a  et  fl.  En  posant 

l  =  ACa),";!  -h  A.,(a) 

et  désignant  les  dérivées  par  des  accents,  on  trouve  pour  les  coordonnées  des 
surfaces  (0^  ) 
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Les  génératrices  isotropes  a  =z  const.  forment  l'unique  famille  de  lignes  de 
courbure;  elles  sont  à  la  fois  lignes  minima  et  lignes  asymptotiques.  La  seconde 
famille  de  lignes  minima  dépend,  comme  la  seconde  famille  d'asympt»liques, 
d'une  équation  de  Riccati. 

Le  lieu  de  l'unique  centre  de  courbure  principal  des  surfaces  (  Oj  )  est  une 
courbe;  en  la  déterminant  à  l'aide  de  la  représentation  ci-dessus,  on  obtient  des 
formules  qui  mettent  en  évidence  le  mode  de  génération  indiqué  par  Monge  : 
toute  sur/ace  à  lignes  de  courbure  confondues  est  l'em-eloppe  d'une  sphère 
dont  le  rayon  est  égal  à  l'arc  de  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  cette 
sphère. 

Ces  formules,  ([ui  donnent  une  solution  riilionnelle  purliculiéreiiieiU  simple 
de  l'équation 

d\--r-dY-~  dZ-=  dS-, 
savoir 

X-hiY=       a  A— A.         2Z  =  A„— a  Aj,  —  A', 
X  -  I Y  =  -  A„,  2  S  =  A„  -  a  a;  +  A', 

sont  propres  à  représenter  une  courbe  quelconque  (§111)  sauf  la  droite. 
L'auteur  en  déduit  en  passant  que  les  courbes  à  courbure  constamment  nulle 
sont  les  courbes  tracées  sur  un  plan  isotrope. 

Il  détermine  ensuite  (  §  IV  )  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  des  sphères  définies 
par  Monge  et  cherche  la  condition  pour  qu'on  puisse  les  appliquer  l'une  sur 
l'autre,  en  faisant  correspondre  les  deux  génératrices  qui  appartiennent  à  une 
même  sphère  enveloppée.  Cette  condition  s'exprime  par  une  relation  où  figurent 
les  dérivées  du  cinquième  ordre  des  fonctions  A  et  A^.  Mais  on  peut  en  trouver 
une  intégrale  première  qui  traduit  un  fait  géométrique  simple  :  le  lieu  des 
centres  des  sphères  enveloppées  est  une  courbe  telle  que  le  rapport  de  sa 
courbure  à  sa  torsion  varie  proportionnellement  à  son  arc. 

Les  surfaces  (O^)  ne  sont  qu'une  variété  d'une  classe  de  surfaces  plus  géné- 
rales, dont  la  courbure  totale  dépend  seulement  de  l'un  des  paramétres  des 
lignes  de  longueur  nulle.  Ces  surfaces  mettant  en  défaut,  comme  les  surfaces  à 
courbure  totale  constante,  la  théorie  classique  de  l'applicabilité  fondée  sur 
l'emploi  des  paramètres  difTérentiels,  M.  RafTy  donne  le  moyen  de  dérider  si 
deux  d'entre  elles  sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  Ensuite  vient  une  propo- 
sition relative  au  problème  général  de  la  détermination  d'une  surface  d'après 
ses  deux  formes  quadratiques  fondamentales  :  connaissant  l'élément  linéaire 
d'une  sphère  et  l'une  de  ses  familles  de  génératrices  rectilignes,  on  n'a 
qu'une  seule  équation  de  Biccali  à  intégrer  pour  obtenir  l'autre 
famille. 

Enfin  (§  VI)  les  surfaces  (  Oj  )  sont  rapportées  à  leurs  lignes  minima  et  à  leurs 
asymptotiques.  La  solution  du  premier  de  ces  problèmes  repose  sur  cette  pro- 
priété que  l'élément  linéaire  de  toute  surface  (  O;  )  devient  celui  d'une  sphère 
de  rayon  i  quand  on  le  multiplie  par  le  carré  de  la  courbure  moyenne,  ici  la 
courbure  totale;  elle  résulte  des  travaux  antérieurs  de  l'auteur  sur  les  surfaces 
isothermiques.  Elle  lui  permet  d'établir  qu'f^«e  surface  gauche  à  génératrices 
isotropes  ne  peut  être  harmonique  sans  avoir  sa  courbure  totale  constante. 
La  solution  du  second  problème  est  fondée  sur  des  formules  dues  à  M.  Goursat 
et  conduit  immédiatement  au  résultat  très  général  que  M.  Drach  a  fait 
connaître  en  igoS  relativement  aux  surfaces  douées  d'un  réseau  conjugué 
persistant. 


i8o  SECOXDIi   PARTIE. 

Goursat  [E .).  —    Démonslrallon  éléinenlaire  d'un   théorème  de 
Weiersirass.  (209-210). 

Le  tliéorènie,  aujourd'hui  classique,  dont  il  s'.ngit  est  le  suivant.  : 
Si  F(a;,,  x^_,  ...,  x  ,y)  est  une  série  entière  en  x^,  x^,  •■.,■€, y,  convergente 
tant   que   les    modules   des   variables   restent  plus  petits    que  des  nombres 
positifs  ;•,,  /%,  ...,  r„,  p  et  si  le  développement  de  F(o,  o,  ...,  o,y)   commence 
par  un  terme  de  degré  n  en  y{n^  o),  on  a  identiquement 

F  =  (j"'-l-aiJK"-'+..  .+  «„-,r -+-  «J  't'('^n  •^:>  ••  M  ^,..  .■)'), 

a,,  a^,  ...,  a„  étant  des  séries  entières  en  x^^  x^-,  ■■-,  x  ,  qui  s'annulent  pour 

x^=  X,  — . .  .=  X  =  o, 

et  <t>  une  série  entière  en  x^,  x^,  ...,  x  ,  y,  avec  un  terme  constant  difTérent 
de  zéro. 

Les  démonstrations  qu'on  a  données  jusqu'ici  de  ce  théorème  font  appel  à 
des  notions  assez  élevées  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  bien  que  la 
proposition  soit  en  elle-même  d'une  nature  élémentaire.  Le  raisonnement  de 
.AL  Goursat  ne  s'appuie  que  sur  les  propriétés  les  plus  simples  ties  séries 
entières. 

Dulac    [Henri).    —    Sur    les    intégrales    passant    par    un   point 
singulier  d'une  équation  difi'érentielle.  (216-224). 

Etant  donnée  l'équation  différentielle 

\{x,y)  dx  -f  Y  {x,  y)  dy  =  o, 

où  X  et  Y  sont  des  fonctions  de  x  et  y  holomorphes  et  nulles  pour  x  =  y  —  o, 

si  l'on  pose 

y  =  tx^, 

V  étant  un  exposant  positif,  on  oblient  en  général  l'équation 
X ( a«-'  + . . .)  dt  -\-  {bt'\ ^ . . .)  dx  —  o, 

où  les  termes  non  écrits  sont  nuls  pour  x  —  n;  a  et  t  sont  deux  constantes 
dont  l'une  peut  être  nulle;  q  est  un  entier  positif.  On  arrive  toujours  à  cette 
forme  lorsque  v  est  un  nombre  irrationnel,  ce  qui  est  le  cas  particulièrement 
examiné  par  l'auteur.  Considérant  les  intégrales  y  de  l'équation  proposée  et 
faisant  tendre  x  vers  zéro  dans  le  champ  complexe.  M.  Dulac  démontre  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

I.  Si  comme  cela  a  lieu  en  général^  on  a  b  ^  o  et  si  t  tend  vers  une 
limite,  cette  limite  est  nulle  ou  infinie. 

IL  Si  l'on,  a  b  ^  0,  t  tend  nécessairement  vers  une  limite  lorsque  x  tend 
vers  zéro. 

Le  premier  a  élé  fréquemment  employé  dans  la  recherche  des  inlégralcs 
passant  par  le  point  singulier  x  —  y  =  o.,  sans  qu'on   se  soit,  semblc-t-il,  sufd- 
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samment  inquiété  de  savoir  si  Ion  en  possédait  une  démonslrution  rigoureuse 
valable  dans  tous  les  cas. 

Cotton   {Emile).    —   Sur  l'inlégralion   approchée   des   équations 
tliircrenliflles.  (225-246). 

Les  équations  cliderentielies  qui  se  pi'ésentent  en  .Mécanique  ou  en  Phjsique 
ne  sont  pas,  en  général,  exactement  inlégrables;  aussi  doit-on,  le  plus  souvent, 
substituer  aux  solutions  exactes  des  solutions  approchées. 

Afin  de  décider  si  les  écarts  constatés  entre  les  nonibn-s  prévus  par  le  calcul 
et  ceux  que  donnent  les  observations  sont  imputables  à  l'approximation  des 
procédés  mathématiques  ou  à  celle  des  lois  physiques  adoptées,  il  y  a  un 
grand  intérêt  à  résoudre  le  problème  important  et  néanmoins  peu  étudié,  qui 
consisle  à  rechercher  des  limites  supérieures  pour  les  valeurs  absolues  des  erreurs 
que  comportent  les  solutions  approchées. 

Après  une  première  tentative  faite  récemment  (igoj),  l'auteur  expose  une 
méiliode  nouvelle  propre  à  donner  de  bien  meilleurs  résultats.  A  cet  elïet  il 
introduit,  entre  autres,  la  notion  de  fonction  dominante;  une  fonction 
supérieure  ou  égale  à  la  valeur  absolue  d'une  autre  fonctron/(^)  dans  un 
certain  intervalle  domine  cette  fonction /(O  dans  l'intervalle  considéré. 

Cela  posé,  on  peut  estimer  l'ordre  de  grandeur  des  solutions  d'un 
système  S'  d"équations  difl'érentielles  linéaires  en  utilisant  la  solution  dun 
autre  système  £  de  même  forme  dont  les  coefficients  positifs  dominent  les 
coefficients  correspondants  de  £'.  Après  avoir  précisé  l'énoncé  du  problème 
principal,  M.  Cotton  montre  que  les  erreurs  que  comportent  les  solutions 
approchées  d'un  système  d'équations  dilTérentielles  quelconques  peuvent  être 
considérées  comme  solutions  d'un  système  linéaire  déterminé  S'  assez  analogue 
aux  équations  aux  variations  de  M.  Poincaré.  Bien  que  ce  système  ne  soil  pas 
entièrement  connu,  on  peut  lui  appliquer  la  proposition  précédente  et  retrouver 
ainsi  des  résultats  très  voisins  de  ceux  que  l'auteur  avait  obtenus  dans  ses 
premières  recherches  {Acta  mathematica,  t.  XXXI). 

Dans  les  méthodes  nouvelles,  on  envisage  aussi  les  erreurs  comme  solutions 
d'un  système  linéaire  avec  seconds  membres  c  dont  la  formation  comporte  un 
certain  degré  d'arbitraire.  Les  seconds  membres  dépendent  encore  des  solutions 
exactes  cherchées,  mais  doivent  être,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  petits 
en  valeur  absolue;  les  coefficients  des  premiers  membres  ne  contiennent  que  des 
éléments  connus.  Si  les  seconds  membres  a  étaient  connus,  un  procédé  indiqué 
par  Cauchy,  pour  l'intégration  des  équations  linéaires  non  homogènes,  donnerait 
les  erreurs  sous  formes  d'intégrales  définies. 

Ne  pouvant  calculer  exactement  ces  intégrales,  l'auteur  détermine  d'abord  une 
limite  supérieure  de  leurs  valeurs  absolues,  ce  qui  donne  une  première  solution 
du  problème  proposé. 

M.  Cotton  calcule  aussi  par  approximation  les  seconds  membres  t  et  les  inté- 
grales définies,  en  estimant  les  erreurs  comportées  parées  approximations.  Cette 
seconde  méthode  revient  à  déduire  de  solutions  approchées,  supposées  connues, 
d'autres  solutions  paraissant  plus  approchées.  Elle  conduit  à  un  procédé 
d'approximations  successives  qui  comprend  comme  cas  particulier  celui  de 
M.  Picard  et  où  les  quadratures  exigées  par  cette  méthode  sont  remplacées  par 
l'intégration  de  systèmes  linéaires  à  seconds  membres.  INL  Cotton  justifie  ainsi 
un  procédé  qui  avait  été  parfois  utilisé  déjà  et  qui  concourt  à  l'estimation  des 
erreurs. 
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Les  déinonslialions  de  l'auleur  ne  font  intervenir  que  des  hypothèses  assez 
larges  concernant  les  systèmes  difl'érentieis  considérés  et  semblent  par  là  même 
bien  appropriées  aux  problèmes  de  la  Physique.  Une  application  importante  au 
mouvement  du  pendule  de  Foucault  paraîtra  clans  les  Annales  de  l'Université 
de  Grenoble.  L.  H. 


ATTI  DELLA  R.  ACCADEMIA  DELLE  SCIENZE  DI  TORINO; 
Torino,  C.  Clausen  ;  in-8". 

Tome  XXXIX,  1903-1904. 

VitaU  {G.)  \^ï)  1  ]. —  Sur  les   séries    de   fondions    analytiques. 

(22-32). 

Pour  qu'une  série  de  fonctions  analytiques  représente  une  fonction  analytique, 
M.  Arzelà  a  donné  une  condition  moins  restrictive  que  celle  de  la  convergence 
uniforme,  en  introduisant  la  notion  de  convergence  uniforme  par  couches 
{Méni.  de  l'Ac.  de  Bologne,  1900).  L'auteur  démontre  un  théorème  donnant 
une  condition  encore  plus  générale. 

Coolidge{J.-L.)  [N2 1  réf.  D3].  — Les  congruences  isotropes  qui 
servent   à    leprésenler  les    fonctions  d'une    variable  complexe. 

(i75-i8r3). 

En  prenant  pour  les  points  et  les  plans  d'un  espace  non  euclidien  les  coor- 
données de  Weierstrass,  on  détermine  une  droite  par  les  coordonnées  x^  d'un  de 
ses  points  et  les  c,  du  plan  normal  à  la  droite  en  ce  point,  et  c'est  par  cette 
détermination  que  les  droites  ont  été  étudiées  par  M.  Fibbi  dans  son  Mémoire  : 
/  sistemi  doppiamente  injîniti  di  raggi  negli  spazi  di  curvatura  costante 
[Annali  délia  li.  Scuola  Normale  superiore  di  Pisa,  t.  VIT,  1895).  En  1896, 
la  géométrie  des  rayons  a  été  aussi  étudiée  par  M.  Bianchi  dans  son  Mémoire: 
Sulle  superficie  a  curvatura  nulla  in  geometria  ellitlica  {Annali  di  Mate- 
matica,  2*  série,  t.  XXIV,  1S96).  M.  Fubini,  dans  sa  Thèse  :  //  parallelismo 
di  Clifford  negli  spazi  ellittici  {Annali  délia  R.  Scuola  Normale  superiore 
di  Pisa,  t.  IX,  1900),   a  introduit  pour  une    droite  de  nouvelles  coordonnées, 

appelées  paramelri  di  scorrimento,  qui  déterminent  les  translations  de  —  sui- 
vant la  droite,  et  qui  sont 

ou 

ï     =^   Ç4'^2  Ç2'^4~'~   ÎS"^!  Sl'^SI 
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X,  et  H,  élant  les  coordonnées  de  deux  points  conjugués  de  la  droite  (dont  la 
distance  est  -  )•  Les  \,  Y,  Z  sont  relatives  à  une  translation  à  di-oite,  et 
les  X',  Y',  Z'  à  une  translation  à  gauche.  On  a 

\-  +  Y-  +  Z2  =  X'^  +  Y'^  -4-  Z'2  =  I . 

On  peut  donc  prendre,  comme  représentant  d'une  droite  de  l'espace  elliptique, 
un  couple  de  points  sur  deux  sphères  euclidiennes,  et  à  toute  relation  entre  ces 
deux  sphères  correspond  une  congruence.  C'est  cette  dernière  observation  qui 
est  le  point  de  départ  de  M.  Coolidge  ;  il  démontre  qu'à  toute  correspondance 
continue  et  directement  conforme  entre  deux  sphères  euclidiennes  correspond 
une  congruence  isotrope  de  l'espace  elliptique,  et  réciproquement.  Une  con- 
gruence est  isotrope  lorsque  sur  tout  rayon  les  points  de  plus  petite  (et  de  plus 
gra'nde)  distance  entre  ce  rayon  et  les  rayons  inliniment  voisins  de  celui-ci 
coïncident  en  un  même  point  {centre).  Aux  correspondances  inversement 
conformes  correspondent  les  polaires  absolues  des  congruences  isotropes. 
L'auteur  retr(»uve  aussi  le  théorème  suivant  avec  son  inverse  (dans  l'espace 
euclidien)  :  Si  dans  une  congruence  isotrope  on  porte  sur  les  rayons  des 
longueurs  constantes  égales,  de  l'un  ou  de  l'autre  côté  des  centres,  les  deux 
surfaces  ainsi  construites  sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  Encore  :  Les  sur- 
faces focales  sont  des  développa btes  circonscrites  à  l'absolu. 

En  projetant  stéréographiquement  les  s]  hères  sur  leurs  plans  équatoriaux, 
soient  x,  y  et  respectivement  u,  v  les  coordonnées  des  projections.  La  relation 
directement  conforme  entre  les  sphères  en  entraine  une  entre  les  deux  plans, 
et  par  suite  en  posant 

z  =  X  -\-  iy,         w  =  u  -^  /t', 

on  aura  w  fonction  monogène  de  z.  Après,  l'auteur  traite  la  question  de 
l'enveloppe  centrale,  qui  n'est  pas  une  surface  minima,  comme  dans  l'espace 
euclidien. 

La  Note  est  écrite  en  français. 

Pa/ietti  (  M.)  [  7^2  6].  — Une  résolution  directe  ilii  problème   de 
la  section  réagissante.  (249-2.55). 

Biirali-Foiti  (C.)  [  I  i  ]•  —  Sur  la  théorie  générale  des  grandeurs 
et  (les  nombres.  (  250-2^2  ). 

Dans  la  Rivista  di  Matematica  (t.  VI,  igoo)  {Propriétés  formelles  des  opé- 
rations algébriques),  l'auteur  a  donné  la  définition  formelle  des  nombres  au 
moven  des  postulata  relatifs  aux  grandeurs.  Ici,  il  reprend  ces  définitions  en 
profitant  des  perfectionnements  introduits  par  M.  Huntinglon  {Trans.  of  the 
Americ.  math.  Soc,  igoi  et  njoS).  Il  réussit  à  montrer  que  l'Analyse  est  indé- 
pendante des  postulata. 

La  Note  est  écrite  en  employant  les  notations  symboliques  du  Foi-mitlaire 
mathématique  fie  M.  Peano  (1902-1900). 

Peano  (  G.  )  [  V  1  a  ].  —  Le  latin  comme  langue  auxiliaire  inlerna- 
tionale.  (2^3-283  ). 
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Pieri  [M .  )  [l*   i ./  ]•  —  Sur  le  lliéorèine  fondamental  de  Slaudt  et 
sur  les  principes  de  laGéoméirie  |)rojeclive.  (3i2-33i). 

L'auteur  se  rapporte  à  son  Mémoire  publié  dans  \es  Memorie  délia  R.  Accad. 
di  Torino  (t.  XLVIII,  1898)  (voir  ce  Bulletin,  XXXI,,  p.  igo).  Si  des  dix-neuf 
poslulata  introduits  dans  ce  Mémoire  on  retranche  le  dix-huitième,  qui 
affirme  la  continuité  du  segment  projeclif,  et  si  on  le  remplace  par  une  autre 
proposition  moins  restrictive,  on  peut  démontrer  le  théorème  de  Staudt  et 
fonder  ainsi  une  géométrie  projective  de  premier  et  de  deuxième  degré,  indé- 
pendante de  la  continuité  de  la  droite,  et  dont  le  champ  minimum  de  validité 
est  la  classe  des  points  représentables  par  des  coordonnées  homogènes,  où 
n'entrent  d'autres  irrationalités  que  des  extractions  de  racine  carrée  en  nombre 
fini. 

A/orera(G.)  [R  3  b].  —  Sur  l'atlraclion   d'un    ellipsoïde   hétéro- 
gène. (332-338). 


Etant 


l'ellipsoïde,  posons 


a;'        y-        z- 
a-        o-'        c- 


a^-\-  s        o'-i-  s        C-  +  .s 


et  indiquons  par^j  une  quantili'  qui,  pour  un   point  intérieur  à  l'ellipsoïde,  est 
le  zéro  et,  pour  un  point  extérieur,  la  plus  grande  racine  de  v  =;  i . 
Alors,  p,  q,  r  étant  des  entiers  et  a        ^  des  constantes,  la  fonction 

p,q,r 


Si{s)  —  \/(  rt-  -(-  s  )  (  ft-  -^  S)  (  f  -  +  .s  ) 

est  la  fonction  potentielle  d'une  distribution  de    masse  dans    l'ellipsoïde,  avec 
la  densité 

V^  /)-4-(7  +  /-  +  i  6»/'+''+''         ,  ,s  ^  ^ 

/'.'/•'■ 

les  x',  y',  z'  étant  les  coordonnées  de  l'élément,  et 

a:'-        y'-        z'- 
a-         0^         c- 

Après  cela  l'auteur  démontre  que,  lorsque  la  densité  est  une  fonction  ration- 
nelle entière  des  coordonnées,  on  peut  toujours  lui  donner  la  forme  (2)  et, 
par  conséquent,  à  la  fonction  potentielle  la  forme  (i).  Il  démontre  cette  pro- 
position pour  le  cas  où  p  est  une  fonction  linéaire.  La  démonstration  pour  le 
cas  général,  donnée  dans  le  paragraphe  3,  qui  est  erronée,  a  été  ensuite  sub- 
stituée par  une  autre  dans  le  complément  qui  suit. 
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Morera  (  G.  )  [  K  5  ^].  —  Complément  à  la  Noie  Sur  l'attraction 
d' un  ellipsoïde  hétérogène.  (  338-34 1  ). 

Morera  (G.)   [K6  b  [j].   —   Sur   les   équations    dynamiques    de 
Hamillon.  (342-355). 

Une  transformation  de  contact,  spéciale,  ne  change   pas  la   forme  liamilto- 
nienne  de  l'équation  des  travaux  virtuels 

2 /^  «7,  (tp—  d2^  7,  5/^,=  (SK  —  oL)  cit. 


Toute  transformation  sur  les/?  et  q,  indépendante  du  temps,  changeant  tout 
système  canonique  en  un  autre,  est  nécessairement  de  contact. 

Enfin,  généralisation  du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  pertur- 
bations. 

Bianchi  (G.)  [N^  i  réf.  D  3  ].  —  Sut-  la  repiésenlalion  deClifford 
des  congruences  rectilignes  dans  l'espace  elliptique.  (381-396). 

Aux  résultats  de  M.  Coolidge  {voir  la  Note  de  cet  auteur  dans  ce  même 
Tome,  p.  175)  l'auteur  ajt>ute  une  classe  de  congruences  isotropes  normales  : 
les  congruences  des  normales  à  une  surface  de  courbure  nulle.  Une  telle 
congruence  peut  se  représenter  sur  le  plan  elliptique  dans  la  manière  indiquée 
par  M.  Fubini  {Ann.  délia  Se.  Norm.  sup.  di  Pisa^  t.  l\,  1900),  c'est- 
à-dire  en  conduisant  par  un  point  O  les  deux  parallèles,  de  droite  et  de 
gauche,  à  tout  rayon  /■  de  la  congruence,  et  en  prenant  les  points  P,  P'  où  elles 
rencontrent  le  plan  n  polaire  de  O  :  ces  points  P,  P'  donnent  les  deux  repré- 
sentations de  ClifTord. 

Aux  développables  de  la  congruence  correspondent,  dans  cette  double  repré- 
sentation, les  lignes  isométriques  (qui  se  correspondent  entre  elles  à  arcs 
égaux)  ;  la  distance  des  foyers  et  l'inclinaison  des  plans  focaux  sont  respecti- 
vement la  demi-somme  et  la  demi-différence  des  angles  des  lignes  isométriques 
des  deux  représentations. 

Après  avoir  retrouvé  le  théorème  de  M.  Coolidge  {voir  ci-dessus),  (\uc  toute 
représentation  conforme  du  plan  elliptique  sur  lui-même  détermine  une 
congruence  isotrope,  et  réciproquement.,  et  avoir  observé  que  les  résultats 
de  -M.  Coolidge  sont  relatifs  aux  congruences  isotropes  non  normales,  il  vient 
compléter  ces  recherches  en  déterminant  les  congruences  isotropes  normales 
qui  constituent  un  cas  d'exception  pour  le  théorème  de  Coolidge.  Celles-ci 
sont  toutes  et  seulement  les  congruences  formées  par  les  normales  aux  sur- 
faces de  courbure  nulle.  Pour  ces  congruences,  les  images  de  ClilTord  ne  sont 
plus  à  deux  dimensions,  mais  se  réduisent  à  des  courbes. 

Une  autre  application  est  celle  que  l'auteur  fait  au  eus  où  les  courbes 
images  des  développables  sont  deux  réseaux  de  Tchebychef  sur  le  plan  ellip- 
tique ;  on  a  alors  une  congruence  de  Guichard  (dont  les  développables  déter- 
minent sur  les  deux  nappes  focales  les  lignes  de  courbure). 
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Nicoletli  (O.)  [A  3  r/].  —  Sur  (|iielqiies  applications  du  lliéorème 
de  Sliirm.  (455-482). 


Étant 


f{x)  =  o 


une  é(|uation  du  degré  n  et  y,  _/,,  _/,,  . . . ,  /",,  une  succession  de  Sturnn,  si  0  {x), 
w  {x)  sont  deux  polynômes  satisfaisant  à  certaines  conditions,  on  pose 

F(^)  =  b{x)  /{x)  +  i^{x)  f,{x). 
Alors,  suivant  les  lij^potlièses  qu'on  a  faites  sur  6  et  w,  les  successions 

(0  F-   /,   /„    •••,  A, 

(■^)  F,  /,.  ...,  /„ 

sont  deux  successions  de  Slavm  _géné/ci/isées,  dans  le  sens  de  Nelto  {Algèbre, 
t.  I,  p.  238).  On  déduit  que,  si  dans  l'intervalle  a|i  tombent/,  racines  de/, 
F  a  dans  cet  intervalle  k  —  i  ou  A"  —  2  racines,  suivant  qu'on  se  place  dans 
les  cas  (i)  ou  (2).  Autres  théorèmes  analogues  :  en  particulier  des  généra- 
lisations d'un  théorème  de  Laguerre  {Œuvres,  t.  I,  p.  i4o),  d'un  théorème 
d'Hermile  {A'ouv.  Annales  de  Mathém.,  2"  série,  t.  V,  1866,  p.  47*^);  ainsi  que 
du  théorème  de  Rolle,  trouvées  en  considérant  la  succession  (1).  De  l'autre 
cas,  celui  de  (2),  on  obtient  d'autres  théorèmes,  parmi  lesquels  une  généra- 
lisation d'un  théorème  de  Fouret  {C.  R-,  t.  CVI,  p.  1220). 

Tantiivri  (^i.)  [Mi  2  ].  —  Sur  certaines  éqdations  fonctionnelles 
et  sur  le  nombre  des  gr<)upes  neutres  de  deuxième  espèce  dans 
une  série  linéaire.  (483-48^). 

Si 

I  <:/„,  «[,  ...,«,  I         ou  bien         J  a^;  /•  =  0,  i,  . . .,  s  J 

indique  une  fonction  des  nombres  entiers  (positifs  ou  nuls)  «,.,  satisfaisant  à 
la  condition 

\  a\  r  —-  n,  \,  . . . ,  s  !  =  >     a  I  fl  —  S    ;  /•  =  o,  i ,  ....  s  [ 

0 

(les  a,  entiers  constants,  les  jî  entiers  positifs  ou  nuls  et  ,3^,  =  ar))  c'est-à-dire 
exprimée,  au  mojen  de  cette  formule  de  réduction,  par  des  fonctions  analogues 
d'arguments  plus  petits,  on  a 

I  a^;  /•  =  o,   I,  . . .,  s  ' 


-  V  a<-..  a-*-. 


•-^/„!j:../.!|---I/-^-'--"'-'---'4 

l  0  / 


les  /,•„,  A,,  . . . ,  A"j  étant  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles  de 
A  0 -+-/.-,  4-...+ A-,  =  y, 
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et    7    le    plus    grand    nombre   entier  qui   ne    dépasse   aucun   des  nombres^- 

Ensuite,  l'auteur  applique  ce  théorème  arithmétique  à  la  démonstration  de  la 
formule  suivante,  donnant  le  nombre  des  groupes  de  2  5  points,  chacun  desquels 
est  neutre  de  deuxième  espèce  pour  une  série  linéaire  d'ordre  m  et  de  dimension 
3  (s  —  i)  sur  une  variété  algébrique  x'  de  genre  p 


(_,)../'-' 


i\  h\{p  —  i  —  k)\  s  -t-  A  -t-  I 

25  —  p  —  i  —  A'  H-  2  \    /m  —  2  .s  —  p  ^  i  —  A  H-  I  \ 


V 


X 

\  5  —  A-  /  \  s—  k 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  i.  A,  pour  lesquels 

i  +  k^p. 

Severi  [F.)  [Mo  i  ].  —  Observations  sur  les  sjslènies  corilinus  de 
courbes  appailenant  à  une  surface  algébrique  (490-306  ). 

Étant  C  une  courbe  irréductible  sur  une  surface  F,  on  prend  un  système 
linéaire  infini  |  E  |  renfermant  C  partiellement,  mais  non  comme  partie  fixe,  et 
soit  1  D  I  le  système  résiduel  |  E  —  C  | .  Si  la  série  complète,  à  laquelle  appartient 
la  série  que  |  E  |  détermine  sur  C,  contient  la  série  linéaire  déterminée  sur  C 
par  I  D  I,  la  différence  entre  la  première  et  la  seconde  série  s'appelle  la  série 
caractéristique  complète  de  C.  Une  telle  série,  qu'on  peut  indiquer  par 
I  EC  I  —  I  DC  |,  est  indépendante  du  choix  du  système  |  E  |,  et  son  ordres  est 
égal  au  degré  virtuel  de  C. 

La  série  caractéristique,  définie  aussi  pour  une  courbe  C  isolée  (n'appar- 
tenant pas  à  un  système  linéaire  infini),  a.  avec  la  série  déterminée  sur  C  par 
les  courbes  canoniques  de  la  surface,  la  même  relation  qui  est  propre  à  la  série 
caractéristique  d"un  système  linéaire  infini,  c'esl-à-dire  qu'elle  est  aussi  résidu 
de  la  série  déterminée  sur  C  par  les  courbes  canoniques,  par  rapport  à  la  série 
canonique,  et  précisément  : 

Sur  une  courbe  isolée  C,  n'ayant  pas  de  points  de  base  assii;nés,  la  série 
caractéristique,  additionnée  avec  la  série  déterminée  par  les  courbes  cano- 
niques, donne  la  série  canonique  augmentée  des  couples  qui  tombent  dans  les 
points  doubles  de  C. 

L'importance  de  la  série  caractéristique  consiste  principalement  dans  le  fait 
que,  si  une  courbe  C  appartient  à  un  système  continu,  toute  courbe  du  système 
infiniment  rapprochée  de  C,  détermine  sur  C  un  groupe  de  la  série.  Cela 
conduit  lauteur  à  établir  la  notion  de  série  caractéristique  d'un  système 
continu  -rJ .  C'est  la  série  linéaire  constituée  de  groupes  caractéristiques, 
déterminée  sur  une  courbe  générale  du  système  par  les  cc^-'  courbes  infiniment 
voisines.  Suivant  un  théorème  de  M.  Castelnuovo,  la  dimension  de  la  série 
caractéristique  complète,  existant  sur  une  courbe  d'un  système  irréductible 
complet  de  dimension  /-^i,  est  = /• -4- P,— P„  —  i;  P,.  P,,  étant  les  genres 
géométrique  et  arithmétique  de  la  surface.  Ce  théorème  peut  aussi  s'appliquer 
à  une  courbe  isolée,  dépourvue  de  points  multiples  et  douée  de  série  caracté- 
ristique ;  en  appliquant  ce  théorème  on  trouve,  pour  la  dimension  R  du  système 
algébrique  complet,  dont  la  courbe  générale  appartient  à  un  système  linéaire 
complet  de  dimension  /'^o, 
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où  P„  —  P^  est  appelée  Virrégularilé  de  la  surface.  On  en  déduit  que  sur  une 
surface  régulière  tout  système  algébrique  de  courbes  est  totalement  renfermé 
dans  un  système  linéaire  (théorème  de  M.  Enriquez),  et  l'on  complète  un 
théorème  de  Castelnuovo  suivant  lequel  toute  surface  possédant  un  faisceau 
irrationnel  de  courbes  est  irrégulière,  en  prouvant  que  l'irrégularité  de  toute 
surface,  qui  possède  un  faisceau  irrationnel  de  genre  /?,  n'est  pas  inférieure 
à  p.  Enfin  l'inégalité 

R^/  -t-  P_„— P„ 

est  appliquée  à  démontrer  que  l'irrégularité  d'une  surface  ayant  p  intégrales 
finies  de  Picard,  à  2  /?  périodes,  n'est  pas  inférieure  à  p.  Sur  une  telle  surface, 
comme  M.  Enriquez  l'a  démontré  {Ann.  delà  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse, t.  III,  1901  ),  il  y  a  toujours  un  système  continu  de  courbes,  n'appar- 
tenant pas  totalement  à  un  système  linéaire,  et  l'auteur  donne  une  démonstration 
plus  simple  de  ce  théorème,  avant  d'aborder  la  question  relative  à  l'irrégularité. 

Boccardi  (G.).  —  Orbite   défmilive  de   la   planète  847  Pariaiia. 

(567-596). 

Fano  {G.)  [Q  2].  —  Sur  les  surfaces  algébriques  renfermées  dans 
une  variété  de  l'espace  à  quatre  dimensions.  (597-613). 

M.  Klein  a  démontré,  en  1872  {Math.  Ann.,  t.  XXII),  que  les  quadriques 
de  S^  n'ayant  pas  de  points  doubles  ne  contiennent  d'autres  surfaces  algébriques 
que  celles  qui  sont  leurs  intersections  complètes  avec  d'autres  variétés  algé- 
briques à  trois  dimensions.  Une  propriété  analogue  a  lieu  pour  les  variétés 
cubiques  de  S4  dépourvues  de  points  doubles,  et  aussi  pour  celles  qui  ont  un 
nombre  de  points  doubles  ^5,  indépendants  entre  eux. 

Les  variétés  cubiques  de  Sj  renfermant  des  surfaces  algébriques  qui  ne  sont 
pas  des  intersections  complètes  sont  : 

i"  Celles  qui  renferment  des  plans  ; 

2°  Celles  qui  ont  six  points  doubles  indépendants  ; 

3°  Celles  à  quartique  double. 

Les  variétés  2"  et  3"  contiennent  des  systèmes  de  droites  du  premier  ordre 
qu'on    peut    engendrer    projectivement,    et    dans   chacun    desquels   il    y    a   x- 
surfaces  réglées  cubiques    normales.    Les  surfaces  existant   sur   ces  variétés  et 
n'étant  pas  des  intersections  complètes  peuvent  être  obtenues  par  section  avec 
des  variétés  qui  passent  par  une  ou  plusieurs  de  ces  surfaces  réglées  cubiques. 

Tardy  (P.)  [I  25  ^].  —  Stir  les  séries  arithmétiques  de  nombres 
entiers.  (6i4-6i  5). 

Extension  d'une  propriété  de  la  succession  des  nombres  impairs.  Voir  une 
autre  Note  à  la  page  979. 

Favaro  (A.)  [V  16,19].   —    Une  critique  de  J.    Plana    aux  Dia- 
logues de  Galilée  les  Nuoi'e  Scienze.  (643-65i). 
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Filippini  [A.)  [T  i].  —  Sur  un  système  particulier  de  pendules 
représentant  les  molécules  des  corps  composés.  (652-6h"3, 
I  planche). 

Zanotti-Bianco  [O.]  [U  10  a\  —  Les  idées  modernes  sur  la  figure 
mathématique  de  la  Terre.  JNotes  pour  l'histoire  de  la  Géodésie  : 
Note  I  de  Laplace  à  Stokes.  (  689-- 1 5). 

Voir  la  Note  II  dans  le  Tome  XL,  p.  i8. 

Fano  (  G.)  [Q  2].  —  Sur  le  système  x-  de  droites  renfermé  dans 
une  variété  cubique  générale  de  l'espace  à   quatre  dimensions. 

(778-792  )• 

Ce  système  peut  se  regarder  comme  une  surface  F  contenue  dans  la 
variété  M^,  de  six  dimensions  et  du  cinquième  ordre,  formée  par  toutes  les 
droites  de  S4.  Cette  variété  est  déterminée  par  trois  relations  quadratiques 
entre  les  dix  coordonnées  homogènes  des  élémenls  d'un  espace  linéaire  S9.  La 
surface  F  est  de  l'ordre  4^,  et  ses  sections  hyperpianes  sont  du  genre  !\(i.  Le 
genre  géométrique  est  /?„  =  10,  le  genre  linéaire /?('' =  4^7  et  le  sj'stème  cano- 
nique est  formé  par  les  co^  surfaces  réglées  qui  sont  les  intersections  de  F  avec 
les  x^  complexes  linéaires  de  S4.  Si  la  variété  cubique  a  k  points  doubles 
indépendants,  comme  o -<  ^  =  5,  le  système  x' de  ses  droites  est  birationnelle- 
ment  identique  au  système  des  cordes  d'une  courbe  de  genre  5  —  /.'. 

Gatti  [E .)  [T  3  a].  —  Propriétés  des  segments  à  une  base  d'un 
cylindre  droit  réfringent.    (SSg-Boo,   1   |ilanche). 

Nicolis  (  V .  )  [U].  —  Ephéméiides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Ttirin  et  pour  ipoS.  (856-8y3). 

Tardy  [P.)  [1  20  6]. —  Sur  les  séries  artllimétiques  de  nombres 
entiers.  (979-980). 

Théorèmes  analogues  à  ceux  de  la  Note  précédente  {voir  ce  Tome,  p.  6i4)- 


Fine   XL,    1904- 1905. 

Chitii  (M.)  [H  2  c].  —  Sur  une  particulière  équation    difTéren- 
tielle  du  premier  ordre.  (4-i7)- 

Pour  former  toutes  les  équations  du  type 

—  =  a  +  3y  -i-  *'y^-f- k'         (x,  3,  Y  fonctions  de  x), 
dx 
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admcltaiU   un  facteur  iiilégranl 

;j.  =  (y  —  ar,  )'".  (  r  —  œ,  )'".  (  y  —  x,,  )'">, 

on  doiL  lixer  pour  i)i  ^,  m^,  m^  Li'ois  constantes  liées  par  la   relation 

ni,  -+-  m.,-^  /«  ,  =:  o, 

puis  cliiiisir  [loui'  J7|.  X..  .?!  trois   fonctions  de   ce  salisfa'sanl   à  doux  cerlaines, 
équations.  Alors  on  trouve  pour  t..  Ji,  y: 

6  a  =  (  S  »i  .r  )^  -H  'iyimx^mx'  -^  a  S  /«  .r^  —  2  -7—  S  ///  x. 

dx 
)^  =  (S/?i^)'--4-  ^/nx-, 

y  =  S  77i  o^. 

Entre  les  cas  particuliers,  citons  celui  où  m.,=  in.  =  o.  On  a  alors  les  équa- 
tions du  type  considéré,  qui  ailinettent  un  facteur  inté^i'ant 

(r  —  x,r\ 

Ces  équations  sont  celles  de  la  forme 

dy        d\ 

X  étant  une  fonction  quelcon((ue  de  .r.  Le  facteur  intégrant  est 


et  l'intégrale    générale 

r=\±  -r=^ 


\/c  —  -ix 


Zanotti-/Jianco  (O.)  [U  10  a^.  —  Les  idées  modernes  sur  la 
(igiire  inalhémalique  de  la  Terre.  Noies  pour  l'iiisloiie  de  la 
Géodésie.  Note  II  :  Saij^e^  eL  les  variations  de  la  giavilé.  (  i  8-42). 

La  première  Note  est  dans  le  Tome   \WIX,  page  G89,  et  une  troisième  Note 
dans  le  'l'(jme  XLI,  page  2. 

Giudice  (F.)  [A.Z  d  ].  —  Mélhode  de  Newlon  perfectionnée  et 
nouvelle  méthode  pour  le  calcid  asjmploti(|ue  des  racines  des 
éc|uations.  (  io5-i  i  3). 

Lei'i  (B.)  [Mo  I  b].  —  Points  doubles  uniplanaires  des  surfaces 
algébriques.  (  iSg-iô"). 

A    étant   un   point    multiple    d'une    surface    F    et  y   une    branche    de    courbe 
tracée  par  F  et  sortant  du  point  A,  la  surface  a  dans  les  points  successifs  de  y 
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des  points  d'une  multiplicité  déterminée:  l'ensemble  de  ces  multiplicités  est 
ajipelé  la  composition  de  la  surf  ace  suivant  cette  branche.  Les  relations  entre 
la  romposition  suivant  une  branche  générale  et  celles  suivant  des  branches 
spéciales,  pour  ce  qui  regarde  le  cas  de  certains  points  doubles,  ont  élé  déter- 
minées par  voie  analytique  par  M.  Segre  (  .J/i».  di  Mateniatica,  2' série,  t.  \X\' ) 
et  par. M.  L('\i  même  {Ibid.,  3"  série,  t.  II).  Ici  l'auteur  traite  complètement  la 
question  pour  les  points  doubles  uniplaiiaires.  A  la  considération  d'une  branche 
on  substitue  celle  d'un  itinéraire  cori-espondant,  constitué  par  une  succession 
finie  quelcon(|ue  de  points  de  la  branche,  et,  k  étant  le  nombre  des  points 
doubles  de  l'itinéraire,  on  appelle  puissance  de  l'itinéraire  le  nombie  2/. 
ou  ik  -t-  I,  suivant  que  le  dernier  point  double  est  biplanaire  (ou  conique)  ou 
bien  uniplanaire;  et  l'auteur  établit  une  formule  générale  donnant  la  compo- 
sition de  la  surface  suivant  une  branche  donnée,  lorsqu'on  connaît  au  point  A 
la  composition  de  la  courbe  double  et  celle  de  la  courbe  de  contact  de  F  avec 
le  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  un  point  qui  n'appartient  pas  au  plan 
tangent  en  A.  (L'auteur  a  démontré  auparavant  que  ces  courbes  de  contact, 
quel  que  soit  le  sommet,  ont  toutes  en  A  les  mêmes  tangentes.  )  La  composition 
de  la  courbe  de  contact  et  de  la  ciurbe  double  est  arbitraire,  c'est-à-dire  qu'en 
donnant  arbitrairement  celte  composition  en  un  point,  on  peut  trouver  une 
surface  ayant  ce  point  comme  double  uniplanaire,  et  pour  laquelle  la  courbe 
de  contact  et  la  courbe  double  se  comportent  de  la  manière  assignée.  Puis, 
l'auteur  trouve  l'équation  d'une  surface  qui  a  à  l'origine  un  point  uniplanaire 
de  composition  donnée,  en  commençant  par  le  cas  d'une  courbe  ayant  à  l'ori- 
gine un  nœud  ou  un  rebroussement  de  A"-ième  espèce,  et  en  étendant  ensuite 
la  méthode  au  cas  d'une  variété  d'un   nombre  quelconque  de  dimensions. 

Rimondini  (F-)  [C  2y  ].  —  Stii^  le  calcul  approché  des  inlégiales 
doubles  à  limites  coiislanles.  (  168-1--). 

Intégrale  dans  un  rectangle,  exprimée  par  les  valeurs  de  la  fonction  aux 
sommets  des  /i'  rectangles  partiels,  obtenus  par  des  parallèles  aux  axes. 

Coolidge  (J.-L.)  [N^  i  '"ef-  D3].  —  Les  congniences  isotropes 
qui  servent  à  représenter  les  fondions  d'une  variable  complexe. 
Note  11.  (202-218). 

Le  théorème  principal  démontré  par  l'auteur  dans  la  Note  précédente 
(t.  WXIX,  Ujoj-igo'i,  p.  175),  suivant  le(|uel  à  toute  correspondance  continue 
et  directement  conforme  entre  deux  sphères  correspond  une  congruence 
continue  isotrope,  et  réciproquement,  et  aux  correspondances  in^'ersement 
conformes  correspondent  les  polaires  absolues  des  congruences  isotropes,  a, 
comme  M.  Bianclii  l'a  observé  (même  Tome,  p.  38i),  un  cas  d'exception,  celui 
des  congruences  normales.  L'auteur  observe  qu'on  peut  éliminer  ce  cas  d'excep- 
tion, en  laissant  de  côté  les  congruences  normales  et  eu  donnant  des  con- 
gruences isotropes  la  définition  suivante  : 

Une  congruence  est  isotrope  lors(|ue  le  lieu  des  positions  limites  de  toutes  les 
perpendiculaires  communes  à  une  droite  non  singulière  et  à  toutes  les  droites 
infiniment  voisines  de  la  congruence,  sans  exception,  est  constitué  par  deux 
faisceaux  de  droites,  polaires  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  l'absolu. 


192  SECOxNDE   PARTIE. 

Après  cela,  l'auleur  reprend  les  résultats  de  la  Note  précédente  en  employant 
les  coordonnées  homogènes  et  aborde  la  question  de  la  représentation  des 
droites  imaginaires  et  de  la  correspf)ndance  dans  le  domaine  complexe.  Cornnte 
une  fonction  monogène  de  la  variable  complexe,  ainsi  qu'il  résulte  des  recherches 
précédentes  de  l'auteur,  peut  se  représenter  par  une  congrnence  isotrope,  il 
examine  le  cas  particulier  de  la  fonction  linéaire,  qui  donne  un  déplacement 
de  la  sphère  de  Gauss,  et  qui  correspond  à  l'ensemble  des  rayons  passant  par 
un  point  fixe,  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  les  paramètres  d'Euler  du 
déplacement.  Si  la  fonction  ne  donne  pas  de  déplacement,  elle  corresponde  une 
congruence  de  rayons  située  sur  une  congruence  de  droites  du  quatrième  ordre 
et  de  deuxième  classe. 

Antres  cas  de  fonctions  nioiiogéncs. 

Boggio  {T.')  [T  4  «]■  —  Sur  1,1  (Ii'forniation  (ies  plaques  élasli(jiie.s 
siijeUes  à  la  cJialetir.  (  -.>.  i  q-s^o  ). 

Les  composantes  u,  v  fin  déplarcnicnt  longitudinal  qu'un  point  (x,y)  de  la 
plaque  éprouve  pour  un  écliauircnicnt  <I>  [x,  y)  satisfont  aux  équations 

U  +  A)A,.  +  (i-.3/0^=/.-'^* 


dy  dy 


p  étant  la  dilatation  superdcielle 


du        dv 
dx        dy 

et  /.■  une  constante,  aux   points  du  contour  5  de  In  plaque  on  a 

r   ,  ,         ,  ^  du  '\dx       ,         ,  ^  /  du        dv  \  dy 

,         ,  ^  [du        dv\  dx        r   ,         ,        ,  ^  dv  1  dr 
où 

p'=  o  kp  —  /.  ■  <I>,  /.■•  =  2  (  1  +  3  /.  )  £, 

£  représentant  le  coefficient  tle  dilalalion  et  n  la  normale  à   s  dirigée  vers   l'in- 
térieur de  la  surface  t. 

Le  calcul  des  fonctions  m,   v  se  réduit   au   problème  tics  valeurs  au  contour 
pour  les  fonctions  biharmoniques.  En  posant 

f/F  dV 

où  la  fonction  F,  régulière  en  7,  satisfait  à  l'équalion 
A..F=  ''     ,     <... 
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ce  qui  donne 

V{x,y)  =-  ,,,    '       ,       f  <P{x',y)\o§jd7, 

-i  '*  \^  -t-  -  /i  ^  ^   ^ 

et  puis,  en  posant  aussi 

^     _   i-h  k  /  d\         dr, 
'"  2      \c/)'        dx 

dx  dy 

il  trouve  que  la  solution  est  donnée  par 

T    -  ^ 


SI 

et  au  contour 

Soient  alors 


dx  dy 

dx' 

A,A.U  =  o, 

U  =  (i  +  ^)F, 
£U  ^  ^  ^  ^  rfF 
dn  '     c^/z 


qui  est  une  fonction  harmonique,  et  T,,  sa  fonction  conjuguée;  si  Ton  pose 

ou  bien 

T  -  ^  T  -  —  ^ 

on  a 

"  =  ; — ; m—" r  -;-  [U  —  (H-  /.  )F]  —  w  r  +  c,, 

(  I  —  A-  )  (  I  —  3/.  )  I  -f-  /.   rfj;  '-  -"  -^  ' 

l  -\-   '2  I:  I  rf      _  ,  .  ,  I   s  r-  T 

(  I  -T-  /.  )  (  i  —  3  /.  )  I  -I-  A   ^/k 

cj,  Cj,  Co  étant  des  constantes  arbitraires. 

La  détermination  de  la  fonction  biliarnionique  U  se  réduit  à  celle  d'une  autre 
plus  simple,  et  les  déplacements  u,  v  peuvent  se  trouver  en  connaissant  la 
seconde  fonction  de  Green  pour  l'aire  donnée. 

Dans  le  cas  où  l'écliaufTement  4'  est  une  fonction  harmonique,  on  a 

u  =    '■ r-T   -  i  ^    I        '''  do  -4-  T    /        <1>|,  d[ 

/■'  I  f  ^  /^  ?  ^ 

V  =  ^ {  y  I      'I'  do  —  X  I      4»,,  do  \ , 

2(1 +  3A)    pV-'./o  Jo  / 

<ï>j  étant  la  conjuguée  de  <I>. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  XXX.III.  (Décembre  1909.)  R.i3 
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Pour  la  plaque  circulaire,  l'auteur  retrouve,  sous  une  forme  plus  simple,  les 
résultats  de  Borchardt.  Lorsque  réchaufTement  est  une  fonction  polyliarmo- 
nique,  les  «,  v  s'expriment  par  des  intégrales  simples.  Lorsque  4»  est  un  poly- 
nôme, u  et  V  sont  aussi  des  fonctions  rationnelles  entières. 

Sei-eri  {F.)  [Mo  8].  —  Sur  la  diflerence  entre  le  nombre  des  in- 
légrale.s  de  Picard,  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce, 
appartenant  à  une  surface  algébrique.  (288-296). 

P  ,  P^  étant  les  genres,  géométrique  et  arithmétique,  d'une  surface,  l'irrégu- 
larité P —  P„  est  égale  à  l'excès  du  nombre  des  intégrales  distinctes  de 
deuxième  espèce  sur  le  nombre  de  celles  de  première. 

Laura  {E.)  [Sac].  —  Sur  les  équations  différentielles  cano- 
niques du  mouvement  d'un  système  de  tourbillons  élémentaires, 
rectilignes  et  parallèles,  dans  un  fluide  incompressible  et  indé- 
fini. (  296-812  ). 

Le  mouvement  de  n  tourbillons  élémentaires,  perpendiculaires  à  un  plan, 
dépend  de  l'intégration  du  sjstème  hamiltonien 

/  dx,  _    (W 

\  dt   ~  'dp, 
(I)                                  \     ,  -o  (i  =  1,  2,  ...,  n), 

\  "-Pi  _       ^ 

\  dt   ~       àx, 
où 

m^   est    l'intensité   du    tourbillon  dont    la  trace  sur  le   plan  xy  a    pour  coor- 
données 


'     Pi- 


En  observant  que  les  fonctions 


x^       x.y 

forment    un  groupe,    on    déduit  du  système  (I)  un  autre  système  différentiel 
relatif  aux  p,^ 

<")        iff=-ii'".(i-s)*'--*-"' 

/= i 

où  dans   la   somme    on    doit  exclure  les  valeurs  /,  k,  et    le    symbole   (i,  k,  l) 
signifie 

=t2  V^—  ?ft 9h  —  9c.  -^  2  p,^  z^i  +  1  o.i^i^  -  2  0,, /.j. 
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L'inléi;ratic>ii  du  --ystciue  (II)   permet  d'intégrer,  par  une  quadiature,  le  sys- 
tème (  I  ). 

Si  2/i  tourbillons  sont  initialement  syniétriques  deux  à  deux  par  rapport  à 
un  point,  ils  restent  tels  pendant  tout  le  mouvement.  Dans  le  cas  de  quatre 
lourhillons  deux  à  deux  symétriques,  on  obtient  les  équations  finies  par  des 
([nadratures. 

Pnnctti  (M-)  [T26].  —  Théorie  de  la  résistance  des  plaques 
à  tronc  de  cône,  et  application  an  calcul  de  certains  organes 
mécaniques  et  des  réservoirs  cylindriques.  (349-3^7  ). 

Greco  {M.)  [T26].  —  Sur  le  calcul  de  la  section  et  des  arma- 
tures d'une  poutre  en  ciment  armé,  soumise  à  une  flexion  droite 
siniple.  (5o7-53o). 

LoA'i  i^E.-E.)  [J4y^].  —  Sur  la  constitution  des  groupes  finis 
et  continus.  (55i-565). 

Tout  groupe  qui  n'est  ni  demi-simple  {constitué  par  des  groupes  simples 
permutables  deux  à  deux),  ni  intégrable.  se  décompose  en  un  groupe  inva- 
riant intégrable  et  en  un  groupe  demi-simple. 

Théorème  démontré  par  Ivilling,  avec  quelque  inexactitude  {Math.  Ann., 
t.  XXXIV,  p.  lO'y  ),  et  qui,  du  moins  dans  sa  forme  générale,  n'avait  pas  été 
considéré  par  M.  Cartan,  qui  a  donné  dans  sa  thèse  les  démonstrations  rigou- 
reuses de  plusieurs  résultais  de  Ivilling. 

CastP.llano  {F.)  [13  i2r/].  —  Le  double  rapport  de  quatre  points 
de  l'espace  avec  des  applications  à  la  Géométrie  du  tétraèdre. 
(579-601). 

Par  la  théorie  des  qualernions,  l'auleur  définit  le  rapport  simple  (ABC)  de 
trois  points,  qui  est  le  (|notient  des  vecteurs  A —  C,B  —  C;  puis  le  double 
rapport  (ABCD)  de  quatre  points,  qui  est  le  quaternion  (ABC)(BAI)j. 
Les  24  doubles  rapports  sont  en  général  tous  différents  entre  eux,  et  ils 
dépendent  de  trois  angles  et  de  quatre  vecteurs-unité,  éléments  qui  ont  une 
importance  particulière  relativement  au  tétraèdre  ABCD.  On  a  ainsi  des  pro- 
positions remarquables,  en  particulier  sur  des  tétraèdres  spéciaux,  par  exemple 
sur  le  tétraèdre  équianharmonique. 

Fiibini  {G.)  [H 9 g?].  —  Quelques  nouveaux  problèmes  qui  se 
présentent  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 
(6i6-63i). 

Pour  l'équation 

0-u  lu     du  \ 

(i)  =  A    -—  ,  — ,  u,  X,  y), 

^  '  Oxay      ■'  \ùx    <)y      '     '  -^ y 
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...  ...        ,    T  •      ,  •  .   f'^w    fty  1. 

satisfaisant  aux  conditions  de  Lipschitz  par  rapport  a  -r— »  -j-  et  w,   lauteur 

démontre  un  théorème  plus  général  que  celui  de  Goursat  (Ann.  de  la  Fac.  de 
Toulouse,  loo'j),  et  qui  est  le  suivant  : 

Dans  le  quart  positif  du  plan  iyX,y)  soient  donnés  un  arc  de  courbe  r, 
terminé  à  un  point  A  de  la  caractéristique  y  —  o  et  à  un  point  G  de 
la  X  =  0,  et  un  arc  F'  terminé  respectivement  aux  points  A',  B'  de  ces 
caractéristiques;  admettons  que  chacun  de  ces  arcs  ne  soit  rencontré  par 
aucune  caractéristique  en  plus  d'un  point,  et  ait  en  tout  point  une  tangente 
variable  avec  continuité  {n'étant  Jamais  parallèle  à  un  axe  coordonné); 
que  les  deux  arcs  soient  toujours  à  une  distance  finie  entre  eux,  et  les 
points  A,  A',  B,  B'  soient  distincts  de  l'origine  O;  soit  par  exemple 
0A'>  OA,  et  par  conséquent  0B'>  OB.  Alors,  si  OA'  et  OB'  sont  suffisam- 
ment petits,  il  y  a  dans  le  rectangle  OA'B'  une  intégrale  u  de  l'équation  (i) 
et  une  seule,  qui  sur  les  arcs  AB,  A' B'  et  sur  le  segment  AA'  {ou  bien 
sur  BB')  prend  des  valeurs  données  ai  bitrairement. 

On  en  déduit  :  pour  A,  A'  infiniment  rapprochés,  le  théorème  de  Goursat; 
pour  r,  r'  infiniment  rapprochées,  le  théorème  qu'il  y  a  une  seule  intégrale 
prenant  sur  T  des  valeurs  données  et  dont  la  dérivée  normale  prend  aussi  des 
valeurs  données;  pour  B,  B'  infiniment  rapprochés,  il  faut  se  limiter  aux  équa- 
tions 

(■^)  ^^,^f{u,x,y), 

pour  lesquelles  on  a  le  théorème  : 

Si  les  côtés  du  rectangle  sont  suffisamment  petits,  il  y  a  une  seule  inté- 
grale de  l'équation  (2)  qui,  sur  les  deux  courbes  T,  T'  {sortant  d'un  même 
point  B  et  terminées  à  deux  points  A,  A'  d'une  même  caractéristique)  et 
sur  le  segment  AA',  prend  des  valeurs  données. 

Une  telle  existence  de  contours  fermés  sur  lesquels  on  peut  fixer  les  valeurs 
d'une  intégrale  u  d'une  équation  du  type  hyperbolique,  comme  il  arrive  pour 
celles  du  type  elliptique,  semble  être  en  contrailiction  avec  le  théorème  de 
Goursat,  suivant  lequel  les  valeurs  sur  AA' sont  déterminées  par  celles  données 
sur  r,  r' ;  mais  la  contradiction  n'est  qu'apparente,  car  l'intégrale  u  n'est  pas 
continue  en  général,  et  a  en  B  une  discontinuité  de  seconde  espèce. 

Un  autre  cas  limite  est  celui  où  A,  A'  coïncident  en  un  point  de  y  =  o  et  B,  B' 
en  un  point  de  a:  =  o. 

Ces  problèmes  ont  une  relation  étroite  avec  celui  de  l'inversion  des  inlégrales 
définies,  comme  il  a  été  aussi  montré  par  Le  Roux  {Ann.  de  l'Éc.  Norm. 
sup.,  189.5)  et  Goursat  {loc.  cit.) .  On  peut  appliquer  à  ce  problème  la  méthode 
des  approximations  successives,  ainsi  que  l'ont  montré  Le  Roux  et  Burgatti 
{Rend,  délia  R.  Ace.  dei  Lincei,  igoS).  L'auteur  généralise  ce  problème  d'in- 
version, en  prenant  l'équalion 


f{x)  =  '3{x)-^¥[     /     X{x,y)-^{y)dy,x 
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où  f{x),  \{x,  y)  et  V  sont  connues  et  cp  est  la  fonction  inconnue.  En  posant 


=;  Il  m  »., 


o,{x)^f{x),      '-?„(^)  =/(a;)  — F     r  À{^. r)?„_,(r)f<7,  ^  ; 

1   "-  «  J 

il  démontre  l'existence  de  la  limite  de  »„,  qui  satisfait  à  Féquation  donnée. 

Puis,  en  revenant  au  sujet  principal,  il  applique  les  considérations  précédentes 
aux  équations  qu'il  appelle  de  Bianchi-Nicoletti  (  Nicoletti,  Atti  délia  B. 
Ace.  di  .\apoli,  2°  série,  t.  VIII,  i^g-j),   pour  le  cas  de  trois  variables 

.,  (J-'u        _      /  à- Il         d- u         0- u      ou     dit     on  \ 

^^\         ôx  ôy  oz  -J\7J^z'  ôTô-c'  ÔFÔ^'  d^'  J^'  ^'  "'  ^'  •^'  V' 

en  démontrant  pour  l'équation 

(4)  1 -, =  <i{x,y,z) 

dx  dy  oz        •  ^    '  -^       ' 

un  théorème  analogue  à  celui   du  cas  de  deux  variables;  après  quoi  il   suffit, 
pour  l'équation  (3),  d'une  application  des  approximations  successives. 

Enfin,  il  donne  un  exemple  particulier  des  problèmes  au  contour  qui  peuvent 
se  présenter  lorsque  les  lignes  caractéristiques  sont  en  partie  réelles  et  en 
partie  imaginaires. 

Jadanza   (iV.)  [U].    —    iNoiivelle   inélhode  pour   détenniner   le 
r;i|)porL    dlestimoinélrique  en    une    luiielle    distanliomélrique. 

(  (391 -697  K 

Bianchi  (^L.)  [06A].  — Sur  la  déformation  des  surfaces  flexibles 
et  inextensibles.  ['-\\--?)i  ). 

Etant  tracées  arbitrairement,  sur  une  surface  à  courbures  opposées,  deux 
courbes  C,  C  sortant  d'un  point  ordinaire  O  et  n'étant  pas  tangentes  en  ce 
point,  il  existe,  dans  une  région  suffisamment  restreinte  autour  de  O,  une 
déformation  de  la  surface,  qui  rend  C,  C  asymplotiques  (de  systèmes  diffé- 
rents) pour  la  surface  déformée.  Pour  les  surfaces  analytiques  et  leurs  défor- 
mations analytiques,  on  peut  démontrer  qu'il  n'y  a  qu'une  solution. 

Si  Ton  suppose  que  l'une  C  des  deux  courbes  soit  initialement  une 
asymptotique,  on  démontre  qu'elle  reste  rigide  dans  la  déformation  qui  réduit 
asymptotique  l'autre  courbe  C.  La  propriété  par  laquelle  les  lignes  asympto- 
tiques  sont  appelées  lignes  de  pliement  reste  ainsi  établie,  et  reste  aussi  fixé 
le  degré  de  liberté  de  la  déformation  à  asymptotique  rigide,  qui  dépend  d'une 
fonction  arbitraire  d'une  variable  (par  exemple  la  courbure  géodésique  de  C  en 
fonction  de  l'arc  s).  Dans  le  cas  d'une  surface  réglée  (non  développable)  ana- 
lytique, dont  on  conserve  rigide  une  génératrice,  on  a  que  toutes  les  autres 
génératrices  restent  aussi  rigides;  théorème  qui  résulte  aussi,  comme  l'auteur 
le  démontre,  des  équations  de  Gauss  et  de  Codazzi.  Pour  l'hélicoïde  réglé 
minima,  le  théorème  est  valable,  sans  la  restriction  au  cas  analytique,  dans 
l'espace  euclidien  aussi  bien    que  dans  les  espaces  elliptique  et  hyperbolique. 
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Dans  le  cas  euclidien,  l'éléinenl  linéaire  est 

ds^  =  du-  -h  (u--h  77r^\  dv-; 

dans  le  cas  elliptique 


ds-  =  du^  —  (  cos-  u  -f-     ^,     I  rff-, 


sin-î< 


et  dans  le  cas  liypcrljoli(|ue 

ds-  =  dtf  +  (  cos  h''  u  H — —  )  dv- . 

cl  la  raison  de  l'équivalence  des  problèmes  de  déformation  pour  ces  surfaces 
est  qu'elles  sont  reprcsentables  l'une  sur  l'autre  de  manière  que  les  lij;nes 
as^mplotiques  actuelles  (m,  v)  se  correspondent,  et  les  géodésiques  se  corres- 
pondent aussi;  alors,  par  suite  de  certains  résultats  donnés  par  l'auteur  dans 
Rendiconti  dei  Lincei  (1902)  {Sopra  un  problema  relativo  alla  deformazione 
délie  superficie),  tous  les  systèmes  d'asymptotiques  virtuelles  se  correspun.lent 
aussi. 

Aux  résultats  précédents  se  rattache  la  question  des  réseaux  de  Tcliehyi  lielF, 
qui  doivent  recouvrir  la  surface  en  formant  des  parallélogrammes,  et  on  a  le 
théorème  : 

Etant  tracées  arbitrairement  les  courbes  C,  C,  comme  ci-dessus,  on  peut 
former  un  réseau  de  Tcliebychejf  de  manière  que  deux  fils  s'étendent 
sur  C,  C. 

Gatti{E.)  [T  3  rt].  —  Parlicularilt's  de  la  réfraction  due  à  un 
cylindre  creux.  (-32-'j46,  i  planche). 

Severi  {F.)  [M(  2ca].  —  Sur  le  théorème  de  Hiemann-l\och  et  sur 
les  séries  continues  de  courbes  appartenant  à  une  surface  algé- 
brique. (7f>6-776). 

Sur  une  surface  de  genres /)„,/>„  f/;„  ^ />»„),  toute  courbe,  irréductible  ou 
non,  de  genre  et  degré  virtuels  -,  «  et  d'indice  de  spécialité  i  {~^  0),  pour 
laquelle  il  soit 

Pa-r-  n  —  ~  -i-  1  —  t  =  o, 
appartient  toujours  : 

I*  A  un  système  linéaire  de  dimension 

r  ^ p^-h  n  —  —  -T- 1  —  / ; 

2"  A  un  système  continu  de  dimension 

=  p..  -^  n  —  -  -f-  I  —  /, 

qui,    pour  /?    >-/)_j,   se  compose   de    xVg-ya  systèmes   linéaires   non   équivalents. 
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Se^'C/ini  [C.)  [H'ic].  —  Sur  les  inlrgiales  des  équatioDs  diffé- 
renlielles  ordinaiies  d'ordre  stipi'rieiir  au  preuiier,  avec  des 
valeurs  assignées  en  des  points  donnés.  (853-8G9). 

Scverini  (H3c).  —  Sur  les  inlégr;des  des  équations  ditïérenlielles 
ordinaires  du  deuxième  ordre  avec  des  valeurs  assignées  en 
deux  points  donnés.  (  io35-io4o). 

L'équation 

d-v        ., 

f  étant  finie  et  absolument  continue,  admet  une  intégrale,  qui,  pour  x  ^=  a,  x  =  b, 
prend  respectivement  les  valeurs  A.,  iî.  Sous  certaines  conditions  pour  a,  b,  A,  B 
l'auteur  démontre  cette  proposition,  en  appliquant  les  approximations  succes- 
sives, sans  supposer  la  condition  de  Lipscliitz;  puis  il  démontre  que  si  les 
dérivées  partielles 

àf{x,y,y')  df(x.  y,y) 

dy  ôy' 

sont  finies  et  absolument  continues,  et  les  quantités  a,  6,  A,  B  satisfont  aux 
conditions  de  Picard,  on  peut  construire  une  série  de  polj'nomes  rationnels 
entiers,  uniformément  convergente  et  représentant  l'intégrale. 

Dans  l'autre  Note,  il  résout  ce  dernier  problème  sous  les  mêmes  conditions 
de  Picard. 

Aùnansi  (^.)[R8e].  —  Sur  l'équilibre  des  systèmes  désagrégé  s. 
(939-966). 

Systèmes  idéaux,  représentés  en  nature,  par  exemple,  par  le  sable,  mais 
supposés  continus.  Les  liypothèses  fondamentales  pour  le  traitement  analytique 
de  ces  corps  sont  les  deux  suivantes  : 

1°  Un  tel  système  peut  se  décomposer  en  un  nombre  quelconque  de  parties, 
arbitrairement  petites,  chacune  desquelles  peut  se  mouvoir  indépendamment 
des  autres  et  se  déformer  comme  un  solide  élastique  ; 

2°  En  supposant  que  le  système  soit  en  contact  avec  d'autres  corps,  la  con- 
dition d'équilibre  est  que  pour  tout  déplacement  virtuel  on  ait 

les  4^ étant  respectivement  les  travaux  :  des  forces  agissant  sur  les  corps 
extérieurs,  des  forces  de  masse  agissant  sur  le  sjstéme,  des  forces  élastiques  et 
des  forces  de  frottement. 

Guidi  (C.)  [T2<:/].  —  Sur  une  propriété  des  arcs  élaslicpies. 
(967-969). 


200  SECONDIi    PAHTIE. 

Vitali  (G.)  [G  ;^].   —    Sur  les  (onclions  inlégrales.  (io2i-io34). 

Ce  lr;ivail  se  rattache  aux  reclierclies  de  M.  Lebesgue  (Leçons  sur  Vintégra- 
tion  et  la  recherche  des  fonctions  primitives;  Paris,  Gauthier-Villars,  igo^). 
Un  groupe  d'intervalles  distincts  est  ainsi  appelé  lorsque  deux  quelconques  de 
ces  intervalles  n'ont  pas  de  points  intérieurs  communs,  tlaniplitude  du  groupe 
est  la  somme  des  intervalles.  Incrément  de  F(;r)  dans  l'intervalle  (a,  ?) 
est  F(P) — F(a),  et  incrément  de  F{x)  dans  un  groupe  d'intervalles  dis- 
tincts, la  somme  des  incréments  dans  chaque  intervalle.  Si,  étant  donnée  une 
fonction  F(^)  en  (a,  6),  pour  tout  nombre  s  >  o,  il  existe  un  autre 
nombre  |j.  >  o  tel  que  soit  <  s  le  module  de  l'incrément  de  ¥  [x)  dans  tout 
groupe  d'amplitude  <  |x  d'intervalles  partiels  de  (a,  b),  on  dit  que  ¥{x)  est 
absolument  continue.  On  dit  que  ¥{x)  est  nne  fonction  intégrale,  lorsqu'il 
existe  une  fonction  finie  et  sommable  (dans  le  sens  de  Lebesgue),  pour  laquelle 
il  soit 


¥{x) 


-.F(a)=  f 


f{x)dx 


pour  a  =  ;r  =  b. 

L'auteur  démontre  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
fonction  V{x)  en  (a,  b)  soit  une  fonction  intégrale  est  qu'elle  soit  abso- 
lument continue  en  (a.  b) . 


GiainbelU  (G.-Z.)  [N4  2«].  —  La  ihéorie  des  formules  d'incidence 
et  de  position  spéciale,  et  les  formes  binaires.  (  1041-1062). 

Dans  sa  Note  insérée  au  t.  XXXMII  de  ces  Atti,  page  828,  l'auteur  a  appelé 
fonction  symétrique  caractéristique  de  x^,  x^,  . .. ,  x^  \e  quotient 


x'I^o      x"^« 


x''." 


On  pose 

c'.-r) . 


0,   I,  .  ,.,  s  —  l,   s  —  t  H-  2 


(t  =  o,    I,    ...,  S-h  l), 
( t  =  o,   r,  2,   . . .). 


'  /,i  —   I  O)  Il   .  .  . ,  S  —  I,  S 

L'espace  fondamental  étant  [/î],  on  a  le  théorème  suivant  : 

Pour  un  couple  d'espaces  [«],  [t]  (tkt),  qui  s'appartiennent,  il  y  a 
toutes  les  formules  d'incidence  telles  que  si,  au  lieu  de  chaque  condition 
caractéristique  (a„,  a,,  ...,a,)  imposée  à  l'espace  [s],  on  met  la  fonction 
symétrique  caractéristique 

:  n  —  a,,  n  —  «,   ,,  . . .,  n  —  a^,  n  —  a,  ■'    , 
et,  au  lieu  de  chaque  condition  caractéristique  imposée  à  l'espace  \ t],   la 
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fonction  symétrique  caractéristique 

I  n  —  b„  n  —  b,_,.  ...,  n  —  6,,  n  —  b,  \\^\ 
on  obtient  une  fonction  identiquement  nulle. 

Cela  permet  d'écrire  les  formules  d'inciileiice  sans  aucun  raisonnement  géo- 
métrique. 

Une  propriété  semblal)le  a  lieu  relativement  aux  formules  de  posilion 
spéciales. 

En  appelant  image  en  5„,  5,,  ...,  o^  de  la  condition  caractéristique 
{a^,  a^,  ...,  a,),  la  fonction 

;  n  —  a,.,  n  —  «,_,,  . . . ,  n  —  a,,  n  —  «„  j'^', 

et  image  d'une  fonction  rationnelle  des  conditions  caractéristiques  imposées  à 
plusieurs  espaces  la  fonction  que  l'on  obtient  en  substituant  aux  conditions 
caractéristiques  leurs  images,  le  théorème  précédent  exprime  la  validité  de 
toutes  les  formules  d'incidence,  dont  les  images  en  S,,,  6,,  ...,  S^,  ô^,,  S,,  . . . ,  o, 
sont  identiquement  nulles;  et  la  construction  des  formules  d'incidence  ainsi 
que  de  celles  de  position  spéciale  peut  se  faire  au  moyen  de  certaines  identités 
algébriques,  dont  la  recherche  dépend  des  propriétés  relatives  à  la  condition 
pour  qu'une  ou  deux  formes  binaires  en  contiennent  une  autre. 

Autres  considérations  relatives  aux  formules  de  Schubert  et  aux  relations 
entre  la  Géométrie  énumérative  et  les  formes  binaires. 

Balbi,  Aicolis  et  Viigilio  [U].  —  Positions  ap(3arentes  créloiles 
du  Catalogue  de  Newoonib  pour  1906  (1106-1129). 

S.  R. 
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